''V^nHf 
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NOTE  SLR  LE  PROBLÈME  DE  MÉCANIOLE 
DOME  A  L'AGRÉGATION  EN  1892. 

Extrait  d'une  Lettre  de  M.  de  Saint-Germain  a  M.  Rouché. 


Je  vais  encore  indiquer  cette  année,  pour  quelques 
lecteurs  des  JYoïn^elles  annales,  une  solution  du  pro- 
blème de  Mécanique  proposé  au  concours  d'agrégation 
des  Sciences  mathématiques  :  on  y  arrive  par  une  voie 
toute  naturelle,  sans  artifice,  et  il  est  surprenant  que  la 
question  ait  arrêté  nombre  de  candidats.  J'en  résume 
l'énoncé  : 

On  considère  un  point  M,  qui  se  meut  sur  une  sur- 
face polie  S  sous  l'action  d'une  force  P,  toujours  dirigée 
tangentiellement  à  S,  dérivant  d'un  potentiel  et  dont  la 
grandeur  en  chaque  point  dépend  uniquement  de  la 
valeur  a  du  potentiel  en  ce  point;  on  suppose  en  outre 
que  M  puisse  décrire  une  infinité  de  courbes  d'égal  po- 
tentiel pourvu  qu'on  lui  imprime  des  vitesses  initiales 
convenables.  Gela  posé,  on  demande  : 

i*'  De  montrer  que  la  ds-  de  la  surface  S  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

(0  ds'^^  -——  -f-  — — , 

¥{u)        cp(iO 

les  lignes  t^=:  const.  étant  des  lignes  géodésiques  ortho- 
gonales aux  lignes  U  d'égal  potentiel. 


(  6  ) 

2°  En  supposant  les  ligues  U  fermées,  déleriuiuer  la 
forme  des  fonctions  F  et  cp  de  telle  sorte  que  M  décrive 
toujours  une  trajectoire  fermée  quelles  que  soient  les 
conditions  initiales  où  on  le  place,  au  moins  en  se  tenant 
entre  des  limites  convenables;  indiquer  la  grandeur  de 
la  force  correspondante  P. 

3°  Au  nombre  des  surfaces  satisfaisant  aux  conditions 
précédentes,  se  trouve  la  surface  de  révolution  Sj  sur 
laquelle  on  a 

9.  ")  ds^  =  •  H 5 

■^  4u{nr^-{-uy*       {ni'-i-uy^ 

m  désignant  une  longueur  donnée,  ^  l'azimut  de  l'élé- 
ment ds  :  indiquer  la  forme  de  la  méridienne^  déter- 
miner le  mouvement  de  M  sous  l'action  de  la  force  P 
définie  précédemment,  en  supposant  qu'à  l'instant  ini- 
tial le  mobile  soit  sur  le  parallèle  correspondant  à 
u=  im'^  avec  une  vitesse  tangente  à  ce  parallèle.  Pres- 
sion exercée  sui*  S,. 

Nous  allons  traiter  successivement  les  diverses  parties 
de  cet  énoncé. 

1 .  Prenons  pour  lignes  coordonnées  sur  S  les  lignes  U 
et  leurs  trajectoires  orthogonales  V  déterminées  chacune 
par  un  paramètre  (V^  ds^  sera  de  la  forme 

ds'^=Edu^'^Gdw'^. 

Voyons  d'abord  ce  qui  résulte,  pour  la  forme  des 
fonctions  E,  G,  de  l'existence  d'un  potentiel  sur  S  (il 
n'y  a  pas  lieu  de  s'occuper  de  ce  qui  se  passe  hors  de  la 
surface).  Soient,  en  un  point  quelconque,  P,,  P2  les 
composantes  de  P  suivant  les  tangentes  aux  lignes  U,  V 
qui  se  coupent  en  ce  point  :  le  travail  correspondant  à 
un  déplacement  élémentaire  sera 

Piv/Ëc/wH-Po/GrAv; 


(  ;  ) 

il  doit  d'ailleurs  se  réduire  à  du  j  donc  P^  est  nul  ;  P  csl 
dirigée  normalement  à  U  du  côté  où  u  augmente;  sa 
grandeur,  égale  à  P, ,  vérifie  l'équation 

(3)  Pv/Ë  =  i; 

P  étant,  par  hypothèse,  fonction  de  u  seul,  il  en  est  de 
même  pour  E. 

Cherchons  maintenant  ce  qui  résulte  de  l'hypothèse 
que  M  peut  décrire  une  quelconque  des  lignes  U;  le 
mouvement  le  plus  général  de  M  est  déterminé  par  les 
équations  de  Lagrange,  lesquelles,  en  faisant  la  masse 
du  mobile  égale  à  l'unité  et  ayant  égard  à  ce  que  E  est 
indépendant  de  (ï^,  prennent  la  forme 


^  du'         I   dK     ,^ 
dt          2  au 

1  àG     ,„ 

-  -—  (vî=  I, 

2  du 

dw'        ÔG      , 
dt         ou 

I   àG      „ 

-  .— -     (1/2  3=  o 

■1  âw 

Ces  équations  doivent  être  compatibles  quand  on 
fait  u  égal  à  une  constante,  c'est-à-dire  zt'  égal  à  zéro^ 
on  doit  avoir  à  la  fois 

(4)  -    ;r     «^'2:^  —  1, 

2    OU 

.  _.  ^  dw'        I  dG     ,„ 

^    ^  dt         2  dw 

L'équation  (4)  devant  avoir  lieu  pendant  tout  le  mou- 
vement, nous  égalerons  à  zéro  sa  dérivée  prise  par  rap- 
port à  t  en  regardant  u  comme  constant,  iv^  w'  comme 
fonctions  de  t]  si,  entre  l'équation  ainsi  obtenue  et  (5)^ 

M'     •         /      dw'    ., 
onelimine  çv  et-7— j  il  vient 
dt 

o  =  G -^i^  —  —  ^  -  G^  —  /-  —  ^ 

du  dw        du    dw         ^    dw  \G   du  /  ' 


(8  ) 
d'où  une  intégrale  première  de  la  forme  (  '  ) 

(6)  gJ^=-^(«)' 

une  nouvelle  intégration  donne 

Mais  on  peut  substituer  à  w  la  variable  ^  définie  par 
l'équation 

les  lignes  coordonnées  V  restant  les  mêmes  ;  et,  de  ce  qui 
précède,  il  résulte  que,  sur  S,  le  ds^  peut  se  mettre  sous 
la  forme  proposée  (i).  Si  l'on  y  introduit  une  varia- 


forme  d^^^  -+-  [jl  dv-^  qui  caractérise  la  propriété  des  lignes 


ble   u,   telle  que  diij  soit  ésral  à  ^ft—t»  ds-  prendra  la 


(M  Un  trouverait  directement  l'équation  (6)  en  éliminant  w'^ 
entre  (5)  et  l'équation  des  forces  vives  d'après  laquelle  le  carré  de 
la  vitesse  sur  \],Gw^^,  doit  être  simplement  fonction  de  u;  il  en 
résulte  que  la  condition  (6)  est  nécessaire  pour  que  M  se  meuve 
sur  U;  mais  on  peut  douter  qu'elle  soit  suffisante.  Le  remplacement 
d'une  équation  du  mouvement  par  l'intégrale  des  forces  vives  peut 
faire  croire  à  la  possibilité  de  mouvements  impossibles.  Ainsi,  le 
mouvement  d'un  point  abandonné  à  lui-même  est  déterminé,  en 
coordonnées  polaires,  par  les  équations 

• 
(a) 

(P) 
La  seconde,  (P),  associée  à  l'intégrale  des  forces  vives, 

laisserait  croire  que  le  mouvement  peut  être  circulaire  et  uniforme, 
r  et  8'  restant  constants.  On  sait  qu'il  n'en  est  rien  et  l'on  n'aurait 
pas  été  conduit  à  ce  paradoxe  si  l'on  avait  considéré  les  équations 
(a)ct  (?). 


dr' 
c/t 

— 

/'=6'  = 

0, 

d 
dt 

(' 

•^6')  = 

0. 

(9) 
i^^coiist.  d'être   géodésiques;  ou  voit  de  plus  (|ue  S 
est  applicable  sur  une  surface  de  révolution. 
L'équation  (5)  ou  son  équivalente 

..   d        I 


—  '/. 


du  o{u) 

montre  que,  dans  le  mouvement  considéré,  ^',  ainsi  que 
la  vitesse,  ont  des  valeurs  constantes,  déterminées  en 
fonction  de  //  \  on  connaît  donc  la  vitesse  initiale  qu'il  faut 
imprimer  à  M  pour  lui  faire  décrire  une  ligne  U  donnée  ^ 
cette  vitesse  sera  naturellement  tangente  à  U.  On  peut 
remarquer  que  le  coefficient  de  d^^-  dans  cls-  doit  varier 
en  sens  inverse  de  //. 

2.  Envisageons  d'abord  une  conséquence  de  l'hjpo- 
tbèse  que  les  lignes  U  sont  fermées.  Sur  l'une  quel- 
conque   U,    d'entre  elles,   où   zf^«,,    ds    se    réduit    à 

;  la  coordonnée  (>,  qui  détermine  les  lignes  V,  est 

égale  au  produit  d'une  constante  k  par  l'arc  Ss  compté 
sur  Uj  entre  un  point  fixe  et  le  point  d'intersection 
de  U4  avec  chacune  des  lignes  V;  la  ligne  fermée  U| 
ayant  une  longueur  /,  si  l'on  augmente  Sy  d'un  multiple 
de  /  et  «^  d'un  multiple  de  â7,  on  retombe  sur  la  même 
ligne  V.  On  peut  dire  que  la  position  d'un  point  sur  S 
est  fonction  de  ç»  ;  cette  fonction  a  pour  période  A/,  ou 

encore  2  7^,  en  prenant  k  égal  à  -^',  ce  choix  simplifiera 

un  peu  les  résultats  suivants  et  il  est  permis  à  cause  de 
l'indétermination  de  la  fonction  f{ii). 

D'autre  part,  cherchons  le  mouvement  le  plus  géné- 
ral du  point  M  sous  l'action  de  la  force  P,  égale,  d'a- 
près l'équation  (3),  à  \/F{u)  :  il  peut  être  déterminé 
par  l'intégrale  des  forces  vives 

(  7  )  17 -/—T    H 7 r=2U  -h  h. 


(  ■«  ) 

et  par  celle  des  équations  deLagraiige  où  entre  le  terme 


de  la  forme  -r-;?  soit 


d'où  l'on  tire 

(8) 


cl 


dt  cp(a) 


cp(w) 


Si,  entre  les  équations  (7)  et  (8),  j'élimine  dt  qui 
entre  implicitement  dans  11'  et  v\  j'obtiens  une  équation 
diiïérentielle  de  la  trajectoire  : 


(9) 


cp2(i/;)   dlû  _   lu  h 

F{u)  ^  "^  'G2  "^  G2 


?(")■ 


Pour  que  cette  équation  définisse  une  ligne  fermée, 
u  doit  nécessairement  rester  compris  entre  deux  limites, 
a,  jB  et.  quand  il  va  de  l'une  à  l'autre,  la  quantité  con- 
stante to  dont  ^  augmente  doit  être  commensurable 
avec  Tï.  Or,  tandis  que,  d'aj)rès  l'équation  (8),  v^'  ne 
s'annule    jamais,    u'    s'annule   quand  u   passe    par    un 

maximum  ^  ou  un  minimum  a;  alors  -^  est  aussi  nul 
et  l'on  a 


dv 


9.x 


—  -cp(a)=o, 


--0(^)^0. 


h 


Entre  ces  équations  et  (9)  éliminons  7^  et  -=^;  en  tirant 

d\>àe  l'équation  résultante  et  intégrant  par  rapport  à  w, 
de  a  jusqu'à  [3,  on  obtient 


(.0) 


a 

I 

o{u) 

a 

I 

cp(a) 

3 

1 

I 

?(?)   . 

^f 


du. 


(  ■'  ) 

Dans  la  (juinzièiiie  des  Notes  (*)  dont  il  a  enrichi  h'. 
Cours  de  Mécanique  de  Despc.yrouSj  M.  Darboux  con- 
sidère précisément  l'intégrale  (lo)  et  clierclie  quelles 
doivent  être  les  foinies  des  fonctions  F  et  C5  pour  que  oj 
soit  cominensurable  avec  t,  période  de  t^,  quels  que 
soient  a,  ^,  c'est-à-dire  quelles  que  soient  les  conditions 
initiales  du  mouvement  5  je  n'ai  qu'à  reproduire  briève- 
ment l'analyse  de  l'éminent  géomètre. 

Suivant  une  remarque  faite  par  M.  Bertrand  dans 
une  question  analogue,  pour  être  toujours  commensu- 
rable  avec  tt,  to  doit  être  constant  :  sinon,  il  serait 
fonction,  en  général  continue,  de  a,  ^  et  passerait  par 
une  infinité  de  valeurs  incommensurables  avec  7:  quand 
a  et  p  varieraient.  Pour  mieux  voir  les  conséquences, 

changeons  de  variable  sous  le  signe  /  en  posant 

a  =  a  —  A,         [3  =  a  -I-  /i,         u  =  a  -\-  Ii  x 

etdéveloppons  l'intégrale  en  série  suivant  les  puissances 
croissantes  de  li.  On  a  vu  (n^  1)  que  la  trajectoire  peut 
coïncider  avec  une  quelconque  des  lignes  U^  dans  ce  cas, 


(')  Cette  Note  figurait  au  programme  spécial  du  Concours  pour 
1892.  Plusieurs  candidats  ont  pensé  que,  S  étant  applicable  sur  une 
surface  de  révolution  2,  on  était  ramené  à  la  recherche  des  surfaces 
de  révolution  sur  lesquelles  un  point,  sollicité  par  une  force  conve- 
nable correspondant  à  P,  décrit  toujours  une  trajectoire  fermée, 
c'est-à-dire  au  problème  môme  que  INI.  Darboux  a  résolu,  et  ils  ont 
reproduit  intégralement  son  remarquable  Mémoire,  ou  du  moins  ses 
résultats  principaux.  Un  peu  d'attention  eût  montré  que  la  substi- 
tution de  S  à  S  ne  fait  que  compliquer  notre  problème,  auquel  se 
rapporte  seulement  une  partie  du  Mémoire.  INfais  il  y  a  plus  :  de  ce 
que  deux  surfaces  sont  applicables  l'une  sur  l'autre  dans  le  sens 
ordinaire  du  mot,  on  ne  peut  pas  conclure  qu'à  une  courbe  fermée 
sur  l'une  correspond  une  courbe  fermée  sur  l'autre  :  ainsi  un  héli- 
coïde  est  applicable  sur  une  infinité  de  surfaces  de  révolution  dont 
les  parallèles  correspondent  aux  hélices  tracées  sur  l'hélicoïdc  : 
or  les  parallèles  sont  des  lignes  fermées,  les  hélices  ne  lo  sont  pas. 


(     -2     ) 

h  esl  nul  ^  on  peut  donc  prendre  Ji  aussi  petit  (|ue  l'on 
veut  et,  quand  il  ne  dépasse  pas  une  certaine  limite,  la 
série  est  convergente.  Son  premier  terme  coq,  indépen- 
dant de  /i,  doit  être  égal  à  air,  p.  étant  commensurable, 
tandis  que  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  h 
seront  nuls,  et  cela  quel  que  soit  a.  Le  déterminant  qui 

entre  sous  le  signe  /  deviei 


'lent 


D  =  h 


X       I     cp(rt)+ /i.r  cp'(a)H ■ — Ç>"(«) 


/l2 

cp(a)— /icp'(a)+  -  i\a)—. 


I        I         '-p(a)4-  /^cp'(a)• 


/^2 


?"(«) 


il  se  simplifie  beaucoup  si,  des  éléments  de  la  troisième 
(colonne,  on  retranche   ceux  de  la  première  multipliés 

par  li'^  (^a)-\-     -  ^'" {a)  et  ceux  de  la  seconde  multipliés 

par  cp(rt)-f-  —  o"[a)-\ cp'^(a),  et  l'on  trouve  immé- 
diatement 


24 


D   =/i3(,_^2)çp'/('«) 

+   —  {x  —  X^)o"'{a)-\-  —  (l  — a7*)cû'^((2)- 

Gela  posé,  il  est  aisé  de  voir  que  l'on  a 


v/-2  cp  (  a  ) 


r    dx 

f  .7r^ 


7tv/2cp(a) 


V/F(a)cp"(«)  J_yi-^2        v/F(«)?"(«)' 

pour  que  ce  terme  reste  constant  et  égal  à  ji-T:,  on  doit 
avoir 

'2cp"(a) 


(II) 


F{a)  = 


11-^  o" (a) 


et  cette  identité  déterminera  la  fonction  F  quand  on 
connaîtra  la  forme  de  cû.  Pour  cela,  reprenons  l'exprès- 


(   -3  ) 
pression  de  o;,  remplaçons-y  D  et  F(cf  4-  hx)  par  leurs 
valeurs    el    écrivons  cp,  cp',  cp",    ...    au    lieu    Je    'f(«), 
cp'(«),  '^" {(l)  '-  nous  trouverons  successivement 


(0   =   |JL 


/         H-/<^-L^   -+-  __   -i-  4-... 


? 

3     cp"  ^  24  V        f        ?" 


Nous  devons,  on  l'a  vu,  annuler  en  particulier  le 
coefficient  de  h- -^  il  en  résulte,  en  désignant  maintenant 
par  II  l'argument  de  la  fonction  cp  et  de  ses  dérivées, 

Pour  achever  la  détermination  de  '^,  il  faut  distinguer 
deux  cas,  selon  que  A  est  nul  ou  différent  de  zéro; 
dans  le  premier,  cp''(M)  est  une  constante  2C;  intégrant, 
puis  se  reportant  à  l'identité  (11),  on  a  des  résultats  de 
la  forme 

(12)    c^(a)=G^^2^-G'^/-+-G^  F(u)::..  (G  ^^^+ C^^H-^  )^  ^ 

Si,  au  contraire,  A  n'est  pas  nul,  on  peut  écrire 


d  où,  en  intégrant  et  résolvant  par  rapport  à  cd''^, 
intégrant  de  nouveau,  puis  invoquant  l'identité  (i  i),  il 


(  '4  ) 


vient 


(i3) 


cp(w)  = 


C_^C'(u  +  /^)-\-C"{u-^A-V 


F(^)=^-^ 


u  -\-  k 

a{u-\-k)-¥-c"{u-^kyY{u 


k) 


[Jl2G 


Nous  avons  obtenu  les  formules  (12)  ou  (i 3)  en  an- 
nulant le  coefficient  de  A^  dans  le  développement  de  co, 
sans  nous  occuper  des  termes  suivants,  qui  doivent 
aussi  être  nuls-,  elles  expriment  des  conditions  néces- 
saires pour  que  lu  reste  égal  à  [i-u,  mais  nous  ne  savons 
pas  si  elles  sont  suffisantes.  Pour  nous  en  assurer,  cal- 
culons, à  l'aide  de  l'équation  (10),  la  valeur  que  prend  o) 
quai)d  on  donne  à  F  et  (p  les  formes  (12)  ou  (i3)  (*), 
les  dernières,  par  exemple.  Je  change  de  variable  en 
posant 

le  déterminant  qui  figure  sous  le  signe  /  devient 

C'a, 


\ 


D   =:= 


G 


G" 


U\ 


a.  —  k 


Pi-A' 


II, 

G 

+ 

G 

ai 

-h 

G" 

«! 

a 

1 

G 

4- 

G' 

^. 

+ 

G" 

P? 

pi 


_  G(pi  — ai)  (j^i— zaQ  (z^i — «i) 
~  «1(^1^1 

et  l'on  a,  par  une  intégration  bien  facile, 


Ja,     "iv/(Pi— Wi)(Wi 


au 


[0.71. 


(')  Pareil  calcul  ne  se  trouve  pas  dans  le  Mémoire  de  M.  Dar- 
boux  parce  que  les  formules  (12)  ou  (i3)  l'amènent  à  considérer  les 
mouvements  produits  sur  une  sphère  par  des  forces  de  forme  con- 
nues auxquelles,  suivant  une  remarque  antérieure  de  M.  Paul  Serret, 
correspondent  toujours  des  trajectoires  fermées. 


(   '5  ) 
Avec  les  formules  (-J^),  Ja  vérilication  se  Aurait  par  \v 
même  procédé,  mais  avec  plus  de  facilité,  et  la  (jucslion 

est  résolue.    Dans   les  deux   cas,  P,  égal  à  y/F(«),  est 
connu. 

3.  Ou  reconnaît  d'abord  que  les  fonctions  F(a)  et 
cp(z^)  qui  figurent  dans  l'expression  (2)  de  d s-  sont  don- 
nées par  les  formules  (i3)  en  y  faisant 

m^  m'*  '         '2 

Sur  S<  les  lignes  U  sont  les  parallèles,  les  lignes  V 
les  méridiennes.  Pour  étudier-  l'une  de  ces  dernières, 
identifions  l'expression  (  2)  de  ds"^  avec  la  forme 

<7a-  représente  un  élément  d'arc  de  méridienne  dont  la 
distance  à  l'axe  OZ  de  la  surface  est  /•.  On  a  d'abord 

/?i2  Ju  ,  m2 ( m2  —  u)  du 

r  =  — >  dr  — ■—  : 

^n-^u  i{m'''-\-uY-sfÎL 

puis,  /•  et  z  pouvant  être  considérés  comme  des  coordon- 
nées rectangulaires  dans  le  plan  de  la  méridienne, 


m 


'*'\l 'X  in- —  u 


I— -.  iiv     y    /.  lit (t. 

dz  r=i/a<T- — dr- =^   — - — —-  du. 


d.        sj 


1  ni'  u  —  u- 


dr  m- 


La  valeur  de  z  en  fonction  de  u  s'obtient  pai-  une 
quadratuie  très  simple  : 


Pour  que  /•  et  dz  soient  réels,  u  doit  rester  compris 
entre  zéro  et  iîn-\  pour  //  -r^  o,  /•  est  nul  et  nous  ferons 


(  '<'  ) 

z  =  o',  la  méridienne  pari  d«3  l'origine,  normalement 

à  OZ^  Il  croissant  jusqu'à  2 m-,  z  va  sans  cesse  en  crois- 

,,    v/6  — loo:(v/;-4- v/3) 
sant    jusqu  a 


v/-3 


///,     environ    o,  38m  ; 


/•  croît  jusqu'à  la  valeur  —  ?  pour  if  =  m^,  auquel  cor- 
respond le  parallèle  de  rayon  maximum  BB',  puis  il  dé- 
croit  jusqu'à  -^^^^j  pour  u=  im'^  et  l'on   a  un  point 

d'arrêt  A  où  la  tangente  est  perpendiculaire  sur  OZ.  En 
se  plaçant  au  point  de  vue  analytique,  on  pourrait  faire 
revenir  u  de  a/n-  k  o^  dz  cliangeant  de  signe ^  on  aurait 
un  arc  symétrique  de  OA  par  rapport  à  AA'j  mais,  au 


point  de  vue  mécanique,  on  n'a  à  considérer  que  l'arc 
OA  et  la  surface  qu'il  engendre  (c'est  seulement  dans  la 
région  engendrée  par  BA  que  le  point  M  pourrait  dé- 
crire un  parallèle). 

La  force  P,   toujours   dirigée    langentiellement  à   la 

méridienne  clans  le  sens  UA,  est  eeale  a  — —-—^ — • 

J^e  mouvement  qu'elle  imprime  au  point  M  peut  être 
déterminé  par  les  intégrales  des  forces  vives  et  des 
aires,  qui  correspondent  aux  équations  (7)  et  (8)^  mais, 
à  l'instant  initial,  on  a  supposé  //  =  ijii'^^  u'=  o;  nous 
ferons,  pour  le  même  instant,  v  =  o^  ç' z=\^  a  étant 
donné;   les   constantes  qui  figurent  dans  les  intégrales 


(   '7  ) 
(7)  et  (8)  se  tlélenninent  iniinudialement  et  nous  écri- 
rons celles-ci  sous  la  forme 

/iU{fn^-huy   dfi        {m'^-Y-  ay-  df^  ^  0 

L'équalion  de  la  trajectoire,  obtenue  en  éliminant  clt 
peut  s'écrire 

I  du 


'}. 


1  I     \  /   2  01  I 


\/  \w        2^2 y  \m2        \inxi        u 


à  l'instant  initial,  le  second  facteur  sous  le  radical  est 

égal  à  3  — Y^ — -  ;  s'il  est  négatif,  u  ne  pourra  décroître  à 

partir  de  2///-  sans  rendre  di^  imaginaire-,  mais,  sur  S,, 
u  ne  saurait  surpasser  2/?/-^  il  lui  restera  donc  néces- 
sairement égal  et  nous  serons  dans  le  cas  singuliei-  d'an 
mouvement  uniforme  sur  le  parallèle  limite.  Si,  au 
contraire,   X-    est   ]>  54,   ou   si  la    vitesse   initiale  est 

^277iy/3,  u  pourra  varier  entre  2m-  et  la  valeur  a, 
toujours  comprise  entre  2m^  et|m-,  qui  est  définie  par 
l'équation 

^^^  a        m2        X2m2* 

Le  second  facteur  sous  le  radical,  dans  l'équation  (i5), 
devient ;  d'ailleurs  l'équation  s'intègre  au  moyen 

d'un  arc  cosinus,  et,  en  résolvant  l'équation  intégrale  par 

,    I 
rapport  a  -j  on  trouve 

I        cos2(>        sin^p 

('7  -  =  — T  -^ ; 

u         2.  m'  ce 

celte  équation  définit  une  couibe  comprise  entre  les  pa- 

Ann.de  Mathémat.,  S-^série,  t.  XIl.  (Janvier  1898.)  i 


(  ■«) 

rallèlcs  correspoiidaiit  à  u  =  •iîh'^  et  à  ii  —  a;  le;  mobile 
va  les  toucher  alternativement  en  des  points  dont   li's 

azimuts  dillèrent  de  -  :  la  trajectoire  est  bien  une  courbe 

fermée.  I^a  loi  du  mouvement  est  donnée  par  l'équa- 
tion (i4)i  Oïl  *^iï  déduit,  eu  égaid  à  l'équation  (17), 

-  dv 
gm*         u  93t       a  -i-  im^  \ Tin ^"^v         dv 

~    'iX     /         m-  y         \    (3a -f- sm'-^  tang-p;2  cos"^p 

i/3a  mJil^nzv  3atan":t> 

X/  =  -^— -  arc  tang      ''  ^ 


^.^  ^         y/3  a  3  a -H 'imnanfr^ç; 


,^J^,^  W^a  ^*  ,  ^».  .«..ç, 


Enfin  la  pression  N  est  ici  simplement  égale  au  quo- 
tient du  carié  de  la  vitesse  W  par  le  rayon  de  cour- 
bure Rdela  section  normale  passant  par  la  langente  MT 
à  la  trajectoire^  la  formule  d'Euler  donne  R  en  fonc- 
tion des  rayons  de  courbure  principaux  R,,  R2  et  de 
l'angle  9  que  fait  MT  avec  la  méridienne  en  M.  On  a 
évidemment 

W^cos^e       WSsin^e        /   i     da'^  du"^         i      J\  dv^ 

N  = r  -f-  ■ — ■ r=     —  -4-  —  r'     • 

Kl  R2  \  Kl  diû  dv-^         K2      /  dt^ 

r^i  courbure  de  la  méridienne,  est,  en  se  reportant  aux 
calculs  relatifs  à  cette  ligne, 


dr 
I                  d^ 

2(m2-+-  m)s 

Ri            dz     ~ 

f)l'*\/2?7l^  —  U 

on  a  aussi 

T          I   dz        (m2 

-f-  u)\/ini^—  i( 

R,        r  f/cr 

m'' 

Les  résultats  précédents,  combinés  avec  ceux  qui  se 
rapportent  à  la  méiidienne  et  avec  les  é([uations  (i4), 
(i5),    (1(3),   donnent,    après  de    simples    réductions   de 


(  "J  ) 

calculs, 


N  -. 


8i  /;t'*a 


conRESPO^^A^CE. 


Dans  sa  Note  :  Sur  la  consii-uclion  de  la  parabole! 
osculatrice  en  un  point,  d'une  courbe  donnée,  M.  d'O- 
cagne  se  propose  de  résoiulre  le  problètiie  suivant  : 

Construire  une  parabole  connaissant  un  de  ses 
points  A,  le  diamètre  passant  par  A  et  le  centre  de 
courbure  Ci  répondant  à  ce  point. 

La  solution  suivante  me  paraît  plus  simple  que  celle 
de  M.  d'Ocagne.  Au  point  où  le  diamètre  donné  ren- 
contre le  cercle  osculateur,  menons  la  tangente  A  à  ce 
cercle;  soit  (S)  le  cercle  tangent  au  cercle  osculateur 
au  point  A  et  ayant  pour  rayon  2  AQ.  Une  sécante  issue 
du  point  A  rencontre  le  cercle  (S),  la  dioite  t  et  la  para- 
bole considérée  en  trois  points  B,  C,  D  tels  que 

(ABCD)-^  -I  (1). 

Le  point  D  est  donc  dét(;rininé. 

Ou  peut  aussi  ramener  le  problème  proposé  à  la  con- 
struction d'une  parabole  définie  par  deux  tangentes  et 
leurs  points  de  contact.  Un  théorème  dii  à  M.  Ribau- 
cour  (^]Sou\felles  annales  de  Mathéniatiques ,  2®  série, 
t.  VII,  p,  I  ^2)  montre  ([ue  le  pôle  de  la  corde  normale  ^ 
est  situé  sur  la  perpendiculaire  abaissée  sur  le  diamètre 
donné,  par  le  symétrique  du  point  0  par  -rapport  à  A. 

Menons  par  ce  pôle  P  une  droite  rencontrant  le  dia- 

(')  youvelles  Annales  de  Mathématique.^,  p.  3G():   188S. 


(   ^o  ) 
mèlre  et  la    normale  en  deux  [)oinls  1{  et   Ri  tels  que 
PR  =r  PR,  ;  eette  droite  est  la  tangente  à  Textréinité  de 
Ja  corde  normale  (Théorème  1  de  la  Note  citée,  p.  327). 

Servais. 


Wm  ilÈGLE  D'AMLOGIES  DANS  LE  TRIANGLE  ET  LA  SPÉCI- 
/       FÎCATION  DE  CERTAINES  ANALOGIES  A  INE  TRANSFORMA 
TION  DITE  «  TRANSFORMATION  CONTÎNIE  »; 

Par  m.  Emile  LEMOINE. 


On  peut  remarquer  que  beaucoup  de  propriétés  du 
triangle  vont  par  groupes  de  quatre;  par  exemple,  à 
une  propriété  du  cercle  insciit  en  correspond  une  autre 
de  chaque  cercle  ex-inscrit,  etc.  ;  la  recherche  d'une  loi 
qui  relierait  ces  analogies  m'a  conduit  à  une  transfor- 
mation très  féconde  des  formules,  des  théorèmes  et  des 
équations  relatives  au  triangle,  transformation  dont  je 
vais  parler  ici. 

J'énoncerai  d'abord  un  principe  évident  qui  conduit 
très  vite  synthétiquemenl  aux  résultats  que  je  veux 
exposer  : 

Toute  formule  entre  les  éléments  du  triangle  peut 
être  mise  sous  la  forme  F(A,  B,  C)  =  o,  A,  R,  détajit 
les  trois  a??  g  las  du  triangle. 

En  effet,  tous  les  éléments  du  triangle  peuvent  s'ex- 
primer en  fonction  des  angles  et  d'un  élément  linéaire, 
lequel  disparaît  à  cause  de  l'homogénéité. 

L'identité  F(A,B,  G)=o  aura  évidemment  lieu, 
quels  que'  soient   les  angles  A,  B,  C,  pourvu  que  leur 


(  ■'•■  ) 

somme  soitr:^  donc,  si  je  remplace,  dans  ^^(A,  B,  G)  =  o, 

A  par/i(A,  B,C),     B  par /,(  A,  B,  G  ),     G  par/gf  A,  B,  G), 

f\ ,  J'iT  fi    remplissant    la    condition  f^  -\-  fy  -H  /s  ^=  ~7 

j'aurai  aussi 

F(/„/2,/,)==o. 

nouvelle  forme  de  l'identité  entre  A,  B,  G,  et  cette  forme 
pourra  correspondre  à  une  nouvelle  forme  de  relations 
entre  des  éléments  du  triangle,  éléments  que  l'on  intro- 
duira, par  exemple,  soit  dans/,  5/2 7/3 ^  soit  dans 

F(/l,/2,/3)  =  0. 

Ce  sera  une  transformation  de  formule  et  Ton  voit 
d'ailleurs  qu'il  y  a  une  infinité  de  transformations  pos- 
sibles; il  est,  de  plus,  évident  qu'une  formule  générale 
quelconque  du  triangle  contient  en  réalité  implicite- 
ment toutes  les  autres  formules  imaginables  relatives 
au  triangle,  puisque  l'une  quelconque  d'elles  dit  simple- 
ment :  Foici  une  propriété  que  l'on  a  toujours  lorsque 
l'on  a  un  triangle  et  (jue  l'on  a  aussi,  en  même  temps, 
toutes  les  autres  propri<'^tés  inhérentes  à  l'état  de  trian- 

La  plus  féconde,  je  crois,  de  ces  transformations  est 
celle  que  l'on  réalise  en  remplaçant  dans 

F(A,B,G)  =  o, 
A  par  —  A,     B  par  tt — B,     G  par  t:  —  G; 

c'est  même  la  seule  que  j'ai  rencontrée  qui  présente 
un  grand  intérêt  pratique;  c'est  d'elle  dont  je  vais 
montrer  l'utilité  très  générale  dans  la  Géométrie  du 
triangle  (');  nous  appellerons  ce  genre  de  transforma- 


(')  L'espace  dont  je  puis  disposer  dans  col  article  rii'ol)lige  à  ren- 
voyer le  lecteur  pour  plus  de  développements  à  divers  Mémoires 
parus  sur  la  question.  (Lemoine,  Comptes  rendus  de  l'Association 


(  '^'-^  ) 

lion  :  Iransfonnation  continue  cl  nous  donnerons,  en 
terminant,  le  motif  de  cette  dénomination. 

Nous  désignons  par  a,  Z>,  c,  />,  /;  —  ^ip—  ^j  J>  —  «-'i 
R,  S,  r,  /•«,  /z»,  /"c  It's  côtés,  les  (juantités 

J(a-i-^>-^c),     |(6— c  — a),     i(c-f-a— ^>),     -J  («  —  6 --   c), 

le  rayon  du  cercle  circonscrit,  la  surface,  les  layons  des 
cercles  tangents  aux  trois  côtés  du  tiiangle  et  nous  y 
ajoutons  û,  ô^,  ô^,  8^  pour  représenter  4R  +  ^%  4R  —  f'at 
4R—  /'ô,  4R—  ''c- 

Enfin  le  signe  (e)  signiiîeia  :  ce  que  devient  E  /)ar 
transformation  continue. 

Cela  posé,   si   nous    supposons  que    a   est    l'élément 

linéaire   (jui   disparait   à  cause   de   l'homogénéité  pour 

donner 

F(A,B,C)=o, 

élément  que  nous  pouvons  admettie  invariable  puisqu'il 

disparaît,  les  formules    . — -  =  —. — rr  =  -—7^  =  2R  don- 
^  '  swiA         sinB         sinG 

neut  par  transformation  continue  en  A 

©  G) 

= ^=^ =  -: ^:=^ — — -  =    <  2R) 

sin(^ — A)        sin(7:— B)        sm(7î — L)         "^ — ^ 

ce  qui  montre  que  b,  c,  R  deviennent  —  Z>,  —  c,  —  R, 
'^'àv  transformation  continue  en  A. 

/;,  [p  —  a),  (/? —  b)y  (p  ■ — c)  deviennent  évidem- 
ment—  (p — rt),  — /7,  (/7  —  c),  (p — b)\  la  formule 
S  =  ^n/?sinC,  montre  que  S  devient  :  — S. 

Les  formules  S  =  pr  =  {p  —  a)  j'a  =  ■  >  >  montrent 
que  /',  /'a,  7'i,  t'c  deviennent /'«,  /•,  —  7^,  —  /'b,  etc. 


française  pour  l'avancement  des  Sciences,  Congrès  de  Marseille 
1891;  Mathesis,  1892,  p.  58  et  81:  Poulain,  Journal  de  Mathéma- 
tiques élémentaires  rie  M.  de  Longchamps.  \^[y>.\  p.  no,  i33,  i5i; 
I.KMoiNi;,  iiirnio  rec\i("il.   i8()>;  p.  G2,  91;  etc. 


(  ••'3  ) 
Sans  insister  davantai^c,  nous  allons  donner  le  Ta- 
bleau (le  la  transfor/nation  continue  en  A  des  prinei- 
[)aux  éléments  du  triangle  et,  si  ha,  hf,,  lie  et  co  sont  les 
hauteurs  et  l'angle  de  Brocaid  du  triangle,  nous  pou- 
vons dire  : 

Dans  une  formule  on  peut  remplacer  :  a^  b,  c,  /;, 

(p  —  a),  (p  —  b)^  (/;  — c),  S,  R,   /•,  /•«,  /'ô,  J'o  0,  Oaj 
^6,  ^c)  ha,  hf,,  liey  A,.B,  C,  03,  etc.,  paj'  a,   —  Z>,  — c, 

—  {p  —  a),   — /;,  (p'—c),  (p--b),  —S,  —  K,  fa,  r, 

—  t'c,     —  f'bj    —  ^ay     —  S?     ^6»     —  ^b,    ■ —  ^'ay     'Hi     ''c? 

• —  A,  71  —  B,  Tî —  C,  —  to,  etc.,  et  Von  aura  une  for- 
mule exacte. 

Il  y  a  évidemment  aussi  les  transformations  conti- 
nues en  B  et  en  G. 

Les  tliéorèmes  se  transformeront  d'une  façon  ana- 
logue ^  par  exemple,  s'il  s'agit  d'avoir,  par  la  transfor- 
mation continue  en  A,  la  transformation  d'un  tliéorème 
où  entrent  le  cercle  circonscrit  de  rayon  7^,,  la  lon- 
gueur p,  etc.,  nous  les  remplacerons  respectivement 
par  7V  et  par  {p  —  rt),  etc.,  en  changeant  le  signe  des 
segments  y  relatifs  portés  sur  des  droites  s'il  y  a  lieu. 

Les  équations  se  transformeront  également  de  la 
façon  suivante  : 

Supposons  que  les  cooidonnées  normales  absolues 
d'un  point  M  soient  :  o,(<7,Z>,c),  02{a^b^  c),  ^^(a,  b,c), 
on  aura 

(i)  a  cpiH- 6  cp2 -h  c  cp3=  2S; 

appelons  cp,a,  (f2a,  ^3a  ce  que  deviennent  cp<,  cp2,  ^3  par 
transformation  continue  en  A  et  appliquons  la  trans- 
formation continue  en  A  à  l'égalité  (i),  elle  deviendia 

a  'fia  -    b  Oza  —  c  93a  =  —  2  S 

el  l'on  voit  qu'il  y  a  un  point  M^  dont  les  coordonnées 


(  ^4  ) 

normales  sont  —  cp,^,,  cpo^?  ^sn-  Ma  ^'sL  le  tiansformé 
contimi  ^«  A  de  M  (  ^  ). 

On  déduit  de  ce  qui  précède  : 

Si   l'on    a    une   équation  en    coordonnées   normales 

o^x,  y,  z,  a,  h^  c)=  o,  sa  transfonnée  continue  en  A 
sera 

?(— ^'7'  -j  <^'  ~^i  —  c)=  o 

et,  si  des  calculs  opérés  sur  diverses  équations  ont  con- 
duit à  un  certain  lliéorèmo,  les  diverses  équations  de 
ce  calcul  tvansforniées  en  A  conduiront  directement  à 
la  transformation  en  A  de  ce  théorème.  Il  est  clair 
qu'il  n'est  aucunement  besoin  de  faire  chaque  fois  cette 
vérification  pour  légitimer  la  transformation  opérée 
im«nédiatt;ment. 

On  verrait  de  même  que  :  si,  au  lieu  des  coordonnées 
normales,  on  se  sert  des  coordonnées  normales  bary- 
centriques,  un  point  M  ayant  pour  coordonnées 

iFi(a,è,c),     y\\Xa,h,c),     Ws(a,b,c) 

donnera  lieu  à  un  transformé  continu  en  A,  M^,  dont 
les  coordonnées  seront 

W,{a,-b,-c),     W.{a,—b,-~c\     W,(a,  —b,  -c) 

et  l'équation 

W(a,  (i,  7,  a,  b,  c)=o 

transformée  donnera 

W(a,  p,  Y,  a,  —b,  —  c)=  o. 
En  coordonnées  cartésiennes  (CB  axe  des  x,  CA  axe 


(')  Un  point  M  marqué  simplement  sur  le  plan  n'a  pas  de  trans- 
formé continu;  ce^ii  n'a  aucun  sens,  il  faut  que  l'on  donne  ses  coor- 
données en  fonction  des  éléments  du  triangle;  il  n'y  a  donc  pas  de 
construction  générale  pour  déduire  M^  de  M  :  la  construclion  dépend 
exclusivement  des  fonctions  de  «,  b,  c  qui  définissent  M. 


(   25  ) 
des  j'),  un  point  M  :  X,  ^Y  a  pour  U  ans  formé  continu 
en  A,  Mrt  :  X^,  —  Y^^,  en  désignant  par  X^,  Y^  ce  ({ue 
deviennent  les  fonctions  X,  Y  en  y  faisant  la  transfor- 
mation continue  en  A . 

\\w(\  équation  F(X,  Y ,  a^  h^  c)=  o  devient 

F(X,  -Y,  a,  -h,  -c)r^o. 

Voici  les  principales  propriétés,  faciles  à  démontrer, 
de  la  transformation  continue  en  A;  quelques-unes 
rentrent  Tune  dans  l'autre. 

1.  La  droite  de  l'infini  a  pour  transformée   la   droite   de 

l'infini. 

2.  Les  ombilics  du  plan  se  transforment  l'un  dans  l'autre. 

3.  Le  degré  d'une  courbe  se  conserve  ainsi  que  sa  classe. 

4.  Un    cercle    et   une  parabole  ont    pour   transformés   un 

cercle  et  une  parabole. 

5.  Les  transformées  des   tangentes  à    une  courbe  sont  les 

tangentes  à  la  courbe  transformée  au  point  trans- 
formé du  point  de  contact;  d'où  :  les  droites  qui  enve- 
loppent une  courbe  se  transforment  en  droites  qui 
enveloppent  la  transformée  de  la  courbe. 

6.  Si  n  droites  concourent  en  V,  leurs  transformées  con- 

courent en  y  a  transformé  de  V. 

7.  Si  n  points  sont  sur  une  droite  L,  les  transformés  de  ces 

points  sont  sur  L^  transformée  de  L. 

8.  Si  les  longueurs  de  deux  droites  ou  les  valeurs  des  tan- 

gentes de  deux  angles  sont  dans  un  rapport  indépen- 
dant des  éléments  du  triangle  de  référence,  ce  rap- 
port se  conservera  dans  la  transformation. 

9.  Les  divisions  harmoniques,  l'homographie,  l'homologie, 

l'involution,  l'orthologie  se  conservent. 

10.  Des   droites   parallèles    se   transforment   en    des   droites 

parallèles. 

11.  Deux  droites  perpendiculaires  se  transforment  en  deux 

droites  jierpondiculairos. 

12.  Les  foyers  ou  les  sommets  d'une  courbe  se  transforment 

en  foyers  ou  en  sommets  de  la  transformée. 
\\\ .    Le;  valeurs  des    rapport^    anhariiioniques    do>^    divisions 


(  ^'«  ) 

transformées  se  déduisent  i)ar  transformation  continue 
des  rapports  anliarmoniques  des  divisions  données. 

li.  La  polaire  d'un  |)oint  par  rapport  à  une  conique  se 
transforme  en  la  j)olaire  du  point  transformé  par  rap- 
port à  la  conique  transformée. 

15.  La  distance  de  deux  points  transformés,  la  distance  d'un 
point  transformé  à  une  droite  transformée  se  déduisent 
par  transformation  continue  de  la  distance  des  deux 
points  donnés  ou  de  la  distance  du  point  donné  à  la 
droite  donnée,  etc. 

Ce  qui  précède  suppose  que  les  élénieiiLs  de  la  rela- 
tion que  l'on  traite  algébriquement,  par  transformation 
continue,  sont  déterminés  sans  anibiguïté  possible,  c'est- 
à-dire,  par  exem[)Ie,  qu'ils  ne  contiennent  point  de 
radicaux,  car  ces  ladicaux  ont  implicitement  un  double 
signe;  s'il  y  en  a,  iJ  faut  discuter  le  cas  particulier  qui 
se  présente. 

Ainsi  l'on  a 


'ip  ~  h)(  p—  c) 
bc      "         ' 

qui  semble,  à  première  vue,  àonnav  ^idiVtransfornialioJi 
continue  en  A 


sm 


A  ^  /(>-  c)(p-  b)  ^     /(p-c)(p-b) 

■1/      Y         -  bx  —  c  y  bc 


mais,  le  radical  comportant  implicitement  le  double 
signe,  la  transfonnaLion  continue  en  A  correspond  ici 
au  signe  —  et  l'on  a  elTectivenient 


H~^)—\/' 


{p  —  c)ip~  b) 
bc 


ce  qui  est  exact,  mais  reproduit  simplement  la   formule 
(voir  loc.  cit.,'  Povhkiis). 

]\\\.   «'gard  //    /a    1  rafisfonualiou    continue,   les   points 


(  >-  ) 

leinarqiialjles,  droiK^s,  courbi*s,  Ibiniulfs,  lliéorèmcs 
rolalils  au  triangle  se  divisent  en  (juatie  eatégories  : 

i"  La  irniufonnaiion  continue  laite  en  A,  en  H  ou 
en  C  les  re[)roJuit  sans  modification. 

Exemples  :  Le  point  de  J^emoine,  la  formule 

a  =  6  cosG -}- c  cos  B,         .... 

2°  La  transformation  continue  faite  en  A,  en  13  ou 
en  C  donne  des  résultats  dillérenls  entie  eux  et  diffé- 
rents du  premier. 

Exemples  :  Les  théorèmes  relatifs  au  cercle  inscrit 
donnent  des   théorèmes  relatifs  aux  cercles  ex-inscrits. 

La  formule 

|X(6   -  c)2--=/>2_  3,-5 

transformée  en  A  donne 
transformée  en  B  donne 
transformée  en  C  donne 

3^  L^a  transformation  continue  faite  soit  en  A,  soit 
en  H,  soit  en  G,  re])roduit  u]ie  fois  sans  modification  la 
formule  ou  le  théorème;  les  deux  autres  donnent  toutes 
deux  un  même  résultat  difïéient  de  la  formule  ou  du 
théorème  primitif. 

Exemple  :  La  formule 

{b—  c)  rf,f\.=  S(/v,  -  />) 
se  reproduit  en  A;  mais,  soit  en  H,  soit  en  C,  elle  donne 

r  h  -h  r)  ri\f  r-^  ^i  r  -]-  f\,  ). 


{  .8  ) 

4"  La  transfo/ /nation  coiiliiiue  lai  le  suil  en  A,  soit 
en  B,  soit  en  C  donne  un  même  résultat,  mais  dilléienl 
de  la  formule  ou  du  tliéorèine  que  l'on  transforme. 

Exemple  :  L'équation 

2\/5"sin(A  -H  6o)=  o, 
transformée  soit  en  A,  soit  en  1^,  soit  en  G  donne 

S  ^x  sin  (A  —  Go  )  =  o. 

Ces  deux  équations  représentent  les  coniques  de  Sini- 
mons. 

Je  n'ai  pas  trouvé  de  cas  où  la  transformation  conti- 
nue donne  des  combinaisons  autres  de  résultats,  comme 
serait  celle-ci,  par  exemple  : 

La  formule  donnée  se  reproduit  par  une  des  transfor- 
mations et,  par  les  deux  autres,  donne  des  résultats  diffé- 
rents et  différents  entre  eux. 

La  transformation  continue  conduit  le  plus  souvent, 
et  cela  sans  aucune  recherche,  à  des  théorèmes  ou  à  des 
formules  analogues  à  celles  qui  sont  le  but  diiect  de  la 
recherche  que  Pou  fait;  elle  ne  donne  pas,  d'ailleurs, 
toutes  les  analogies  possibles,  car  il  y  en  a  qui  peuvent 
dériver  d'autres  sources.  Ainsi  voici  deux  formules  qui 
ont  une  analogie  bien  évidente 

ara  +  bri,  -\-  cv^  =  'ip  (  2  R  —  r  ), 
—  ara  -+  br(j  +  Crc  =  !2/J  (  2  R  —  /'a  ), 

et  qui  ne  peuvent  dériver  l'une  de  l'autre  par  transfor- 
mation continue;  elles  conduisent  d'ailleurs  chacune  à 
trois  formules  par  transformation  continue  en  A,  en  B 
et  en  C;  elles  donnent  en  A 

ar  -!-  hrc-\-  crt,—  i{p  —  a){'iK  -i-  /',<), 
—  aj-  +  brc-^-  en,—  i{p  —  a){'>.\\  +  r), 
en  B,  (îtc. 


(  ^9  ) 

Quand  mi  géomètre  vient  de  trouver  un  théorème,  il 
a  un  avantage  évident  à  applicjuer  tou jouis  1(l  transfor- 
tnation  continue,  car  il  airivc  fréquemment  qu'il  ob- 
tient ainsi  de  nouveaux  théorèmes  ou  de  nouvelles  for- 
mules. 

Nous  allons  prendre  quelques  exemples,  choisis  au 
hasard  dans  les  publications  récentes  des  journaux  de 
Mathématiques  qui  s'occupent  du  triangle. 

M.  Furlimann  a  donné  dans  le  journal  Mathesis, 
1890,  p.  io5,  un  très  intéressant  travail  Sur  un  cercle 
associé  à  un  triangle,  où  il  énonce  de  nombreuses  pro- 
priétés fort  curieuses  de  ce  nouveau  cercle.  La  trans- 
formation continue  montre  immédiatement  qu*il  y  a 
trois  autres  cercles  qui  jouissent  de  propriétés  analogues 
et  auxquels  le  Mémoire  en  entier  peut  être  aj^pliqué 
avec  les  modifications  indiquées  par  la  transformation 
continue. 

Dans  le  Journal  de  Mathématiques  élémentaires  de 
M.  DE  LoAGCHAMPS,  M.  Boutiu  douuc  un  grand  nombre 
de  formules  relatives  au  triangle;  en  y  appliquant  la 
transformation  continue,  on  écrit  immédiatement  des 
formules  que  leur  défaut  de  symétrie  apparente  rend 
quelquefois  assez  difficiles  à  démontrer  autrement  et 
rendrait  surtout  difficiles  à  prévoir.  Voici  sept  de  ces 
formules  : 

(  I  )  a  cot \-  b  col \r  c  cet  —  —  10, 

•2  22 

et,  par  transformation  continue  en  A, 


A       ,  B  C         . 

a  cot \-  o  tanî? — +-  c  tanc^—  =  20^, 

,    ,  ,         A  B  C        52— 2n' 

(  •>.  )         ra  tan^ h  /-/,  tan  g h  />  tang  —  —  — '^- 

2  "  2  2  p 


(  ;!"  ) 

et,  jmi'  tidnsj'onuation  cofitinnr  t^n  A, 

A  B  C        o3--'2(o-rt)« 

/•  tans 1-  />  rot  -  -^-  l'i,  cot  -  — ' 

2  •>  Jt  />  —  rt 


(3)  ^ 


A  n 

«6  cos''  -  —  ac  cos2  - 


rt,  /^^r  trnnsfonnntion  continue  en  A, 


ac  sin^  —  —  rto  sin^  — 
•>.  *>- 

/• 

G  A 

ab  sin^  -  -^  bc  cos^  — 

9,  9. 

oc  cos^ h  rtc  sin2  - 

•>.                                 9. 
rrr   O, 


A\         .    /^       B\         .    /.        C 

9 


l    I -h  sin  (  B  +  -  j -^- sin  (  C  H j-f-sin(A-t- 

(4)  '  .         2/  ,     ji/ 

et,  /7/77-  transformation  continue  en  A, 

I  -h  sin  (  B  -}-  —  )  —  cos  (  G  H )  -f-  cos  (An ) 

B-G    /  .    A  -B\  '  /,,„   A  —  G\ 
—  4  cos  — - —  cos  I  4d"h ' —  1  cos  (  45° H y—   \  • 

A        B        G       /         A  B  G\ 

(5)  2  cot  10  —  col  —  cot  -  cot (  tanîî h  tan  g  — htanp;  — 

9  9  9  \  "   2  ^2  "^  2  / 

et,  p/77'  transformation  continue  en  A, 

A  B  G  A  B  G 

9  cotoj  —  col  —  tans   -  tans :-  tans H  fot" — i-  cot  -  -> 

1^1^-1  "2      9      2 

(  I  —  cot  —  cotB  I  (  1  —  cot  —  cot  G  )  (  I  —  cot  —  cot  A  1 

(fi) ^ ^— -^ i-^ 'i :-    .-ri, 

/  i__pot^  cotG  W  I  —cot  -  cot  \|  (  I  —  cot  -  cot  G) 


■■=  I, 


(  ■"  ) 

vV^  j)(ir  transfonnaiion  continue  en  A, 

(  I  H-  cot  —  cotB  )  (  •  H-  'îing  -  col  (\\  (  i-^  tang  -  cot  A  j 
(  I  -+-  cot  —  cotC  j  I  1  -h  lang  -  colA  )  (  i  -+-  tang  —  cotB  I 

f  I -H  tang  —  cotB  1(  i-i- tang  -  cotC  1  (  ih-  tang  —  cot  Al 

7)  J i LS ^ L ^i L  =  I, 

(  i-h  tang  -  cotC  )(  1 4- tang  —  cotAjf  i -h  tang  —  cotB  j 
et,  fyar  transformation  continue  en  A, 

(  i-T-  tang  —  cotB  )  (  i  —  cot  —  col  G  )  (  i  —  cot  —  cot  A  \ 
i  I  -htang  —  cot  G  )  (  i  — cot  —  cot  A  )  (  i  —  cot  -  cot  li  j 

Donnons  comme  exemple  quelques  applications  de  la 
transfortnation  continue. 

La  parabole  inscrite  dans  un  triangle  et  qui  touche  la 
droite 


2  .— ^  =  o 


a 


[c'est  la  tangente  commune  au  cercle  et  à  l'ellipse  inscrite 
de  Stei?ier  (voir  Nouvellfs  annales,  i886,  p.  126)]  a 
pour  équation 

S  \/ax{ ia  —  b  —  c)  =  o: 

son  foyer,  situé  sur  le  cercle  circonscrit,  a  pour  coordon- 
nées 

a 

'la  —  b  —  c 

On  en  conclut  immédiatement  par  transformation 

continue  en  A  que  : 

La  parabole  inscrite  dans  un  triangle  et  qui  touche  la 

droite 

ax  by  c 


b  —  c        r  -T-  a        a  -\-  b 


r=:  o 


(  '^■'-  ) 

(laquelle  est  la  langeiile  commune  au  cercle  ex-inscrit  o^ 
et  à  l'ellipse  Je  Steiner)  a  pour  équation 

v/—  ax  (2  c?  -T-  />  H-  c  )  4-  \/hy  (;>.  h -i- a  —  c  ) -h  \/cz  (2  c-ha  —  h)  —  o 
et  pour  foyer  le  point  dont  les  coordonnées  sont 
abc 


•À  a 


9.1)  -\-  a  —  c        -ic  -\-  a  —  b 


Le  cas  où  un  côté  égale  la  moitié  de  la  somme  des 
deux  autres  est  intéressant  à  examiner.  Nous  ne  nous  y 
arièterous  point  parce  que  cetic  discussion  très  simple 
ne  se  rattache  pas  directement  à  l'objet  de  notre  Note. 

Appliquons  la  transformation  continue  à  l'étude  de  la 
proposition  suivante  énoncée  par  JNJ.  Boutin  {^Journal 
de  Mathématiques  élémentaires  de  M.  de  Lojvgchamps, 
1891,  p.  184)  : 

Soient  O,  o,  o„,  o^,,  o^,  A',  B',  ÇJ  les  centres  du  cercle 
ABC,  des  cercles  tangents  aux  trois  côtés  et  les  pieds 
des  hauteurs;  les  droites  P^Oa-,  B'o^,,  G'o^  concourant 
au  point  M  dofit  les  coordonnées  sont 

cosBh-cosG  —  cosA,     .... 

Remarquons  d'abord  qu'à  l'aide  des  formules  que 
nous  avons  données  à  l'Association  française,  dans  Je 
journal  Mathesis,  etc.,  les  coordonnées  de  M  peuvent 
s'écrire  plus  simplement 

R  —  /a,     R  —  ;7„     R  —  ;v, 
car  on  a 

.        2  R  -h  7-  —  rn. 

cosA  —  - 


2R 
et  donnons  quelques  propriétés  du  point  M. 

Oo  contient,  comme  l'on  sait,  le  point  J  :  ,  •  •  •> 

^  p  —  a 

si  souvent  rencontré  dans  la  Géométrie  du  triangle.  Il 


(  33  ) 

est  (acilc  d'élablir  fjue  l'on  a 

MO        H  -4-  /            JU 

s>.  U  -h  r 

M  o            •>.  r     '          J  o 

ir 

et  si  l'on  appelle  d  la  distance  Oo,  da  la  distance  Oo^ 
qui  sont  données  par  les  formules 

on  verrait  aussi  que 

ird              ,              -ird  ...  iRrd 

Mo=- 7  }o=—^ ,        JM 


R  — /'  iR  —  r  {R  —  r){il\-r) 

En  appliquant  la  transfojination  continue  en  A,  on 
a  immédiatement  les  résultats  suivants  : 

Les  trois  droites  o  h! ^  OcB',  o^C  concourent  en  un 
même  point  M^  dont  les  coordonnées  sont 

R  +  /',    —  R  -h  /v,     R  M-  r/,. 

M-a  est  sur  Oo^^,  droite  qui  contient  le  point  J^  : 

I  I  I 

—  7  )  r; 

P  P—c  P—b 
on  a 

MaO        -R4-/a  hcO        --iK-^ra 


J 


M«o^  .ira  J«Oa  2/' 


a 


2  /'a  «^        -  2  Pa  cl  a         T     1%/r  ^  R  'a  ^a 


R-r«       "   "      iK-ra       "     "      (R  +  ra)(2R  +  r«) 

Nous  avous  fait,  dans  les  divers  Mémoires  déjà  cités, 
un  très  grand  nombre  d'applications  de  la  méthode  à 
des  questions  variées  et  à  plus  de  trois  cents  formules, 
nouvelles  pour  la  plupart  j  nous  ne  nous  arrêterons 
donc  pas  davantage  sur  le  sujet. 

Nous  citerons  encore  seulement  trois  exemples  de  for- 
mules, non  des  plus  remarquables,  que  nous  pourrions 
choisir  dans  ce  que  nous   avons  publié,  mais  que  nous 
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n'avons  pas  encore  nicnlionnées, 

p{ia—p)=  f'aro-h  f'arc—rijre, 
a^Fa-h  b^f'h —  c2/'c=  4R/>[(/'  —  c) —  c  cos  A  cosB], 

qui  donnent  respectivement  par  Iransfortnation  conti- 
nw^  en  A 

(^2_c2)2  (c2_a2)2  («2-^)2)2 

—  ^ h    -. 4-  ^ 

abc 

l(p  a)(R+9,ra)r-  x«  /       T^  M 

p^—a^—  rrb H-  /Tc  +  /'/; />, 
a'^r  —  62  /'c  +  c2  /Y  =  4  R  (/>  —  <^  )  [(/>  —  ^  )  —  <^  cos  A  cos  B  J . 

La  transformation  continue  ne  s'applique  qu'au 
triangle  général  \  ainsi  les  formules  du  triangle  rectangle 
ne  peuvent  être  transformées,  au  moins  sans  certaines 
précautions  [voir  l'article  de  M.  Poulain  déjà  cité). 
Par  exemple,  dans  le  triangle  BAC  rectangle  en  A,  on  a 

c  =  6  tan  g  G  ; 

la  transformation  continue,  telle  que  nous  l'avons  défi- 
nie, donnerait 

c  =  —  b  tangC, 
ce  qui  est  faux. 

La  transformation  conimue  s'applique  au  tétraèdre; 
nous  n'indiquerons  que  la  transformation  fondamen- 
tale dont  tout  dérive  et  qui  correspond  au  changement 
de  a^  h^  c  en  a,  —  b,  —  c  dans  le  triangle. 

Soit  ABCD  un  tétraèdre;  désignons  les  arêtes  oppo- 
sées DA,  BC  par  a'  et  a-^  DB  et  AC  par  b'  et  b\  CD  et 
AB  par  c'  et  c  ;  on  peut  dire  que  : 

Si,  dans  une  formule  quelconque  représentant  une 
propriété  générale  du  tétraèdre,   on  laisse  <7,  b,  c  et 


(  35  ) 
que  Von  chniign  a',  Z>',  c'  en  — a',   —  h',   —  c\  la  iioii- 
v'(dle  formule  est  encore  exacte. 

La  transformation  continue  applitjuoti  au  ttUraèdic 
est  aussi  générale,  xndàs,  en  fait,  jusqu'ici  moins  féconde 
qu'appliquée  au  triangle.  Cela  tient  surtout  à  ce  qu'il  y 
a,  dans  le  tétraèdre,  peu  de  points  remarquables  ayant 
des  propriétés  simples  et  aussi  que  la  Géométrie  de  dé- 
tail du  tétraèdie  est  actuellement  aussi  peu  avancée  que 
l'était  celle  du  triangle  il  y  a  quelques  années^  la  ques- 
tion est,  du  reste,  beaucoup  plus  compliquée. 

Nous  allons  terniitier  ce  petit  travail  en  justifiant 
l'appellation  de  l ransfonnation  continue  que  nous  avons 
adoptée. 

Si  l'on  considère  un  triangle  ABC,  il  est  clair  que, 
par  définition,  toute  propriété  générale  du  triangle 
s'applique  à  ABC  ;  irnaginons  que  CA  soit  mobile  autour 
de  C  et  faisons  tourner  CA  autour  de  C  dans  un  même 
sens  qui  l'éloigné  de  CB,  la  figure  aura  deux  états  : 
i*'  A  est  au-dessus  de  BC;  2°  A  est  au-dessous^  elle  ne 
peut  passer  de  l'un  à  l'autre  de  ces  états  par  le  mouve- 
ment continu  de  CA,  qu'après  que  CA  est  devenue  pa- 
rallèle à  BA^  or  une  propriété  générale  du  premier  état 
de  la  figure  appartient  évidemment  au  second  état,  mais 
il  est  facile  de  voir  qu'elle  s'énoncera  soiiwent  ditïérem- 
ment  en  employant  la  terminologie  habituelle  rappor- 
tée au  triangle  ABC^  ainsi,  suivons  par  continuité  ce 
que  devient  le  cercle  inscrit  à  ABC  pris  dans  le  premier 
état  de  la  figure,  on  voit  qu'il  deviendra,  dans  le  deuxième 
état,  le  cercle  ex-inscrit  Oa  du  triangle  ABC;  par  consé- 
quent, un  théorème  dans  l'énoncé  duquel  entreront  le 
cercle  inscrit,  son  centre,  son  rayon,  etc.,  donnera  par 
continuité  un  énoncé  d'une/'orme  nouvelle  où  entreront 
le  cercle  ex-inscrit  o^,  son  centre,  son  rayon,  etc.  Le 


(  ^<>  ) 

changement  est  pioduil  pai'  la  tiaiisjormalion  conlinue 
en  A. 

Pour  Je  tétraèdre  ABGD  on  réalisera  géométrique- 
ment la  transformation  contùiiie  en  D  en  faisant  tourner 
une  des  faces  aboutissant  en  D,  BCD  par  exemple,  au- 
tour de  sa  base  BG  et  l'on  aura  deux  états  de  la  ligure  : 
i^  D  est  au-dessus  du  plan  ABC;  2"  D  est  au-dessous-, 
ces  deux  états  étant  séparés  par  la  position  où  le  plan 
BCD  est  parallèle  à  AD. 
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SIR  l/OUIE^TATION  DES  SYSTÈMES  DE  DKOITES  ('); 

Par  m.  g.  HUMBERT. 


I,  —  Théorèmes  fondameintaux. 

1.  Lagiierre  a  fait  connaître,  dans  le  Bidlelin  de  la 
Société  philo mathi que,  plusieurs  propositions  géomé- 
triques très  simples,  relatives  aux  directions  des  sys- 
tèmes de  droites  dans  le  plan,  dont  il  a  déduit  des  con- 
séquences nombreuses  et  importantes  ;  nous  avons  eu 
nous-même  l'occasion,  dans  un  IMémoire  sur  le  théo- 
rème d'Abel,  de  retrouver  analytiquement  ces  propo- 
sitions et  de  leur  donner  une  certaine  extension  ;  notre 
but  est  maintenant  de  démontrer  un  principe  très  gé- 
néral, auquel  peuvent  se  rattacher  toutes  les  propriétés 
énoncées  jusqu'ici   sur  les   directions  des    systèmes   de 


(*)  Ce  travail  a  été  publié  en  partie  dans  le  tome  X  de  V Ameri- 
can Journal  of  Mathematics.  M.  Franklin,  dans  le  tome  XII  du 
même  journal,  a  indiqué  une  méthode  très  intéressante  pour  re- 
trouver nos  résultats;  nous  avons  profité,  dans  notre  nouvelle  ré- 
daction, de  quelques-unes  de  ses  indications. 

Le  5:5  VII  du  travail  actuel  est  inédit. 


(  38  ) 
(Irai tes,    vi   qui   se   prèle    aiséiiicnl   à    des   appliealious 
nouvelles. 

A  cet  ell'et,  nous  couimencerons  par  présenter  sous 
une  forme  nouvelle  une  notion'importante,  introduite 
dans  la  Géométrie  par  Laguerre,  celle  de  VorienLation 
d'un  système  de  droites.  La  définition  donnée  par  La- 
guerre est  la  suivante. 

Soient,  dans  un  plan,  deux  systèmes  de  Ji  droites,  A 
et  A'^  prenons  arbitrairement  un  axe  fixe,  H,  dans  ce 
plan  :  si  la  somme  des  angles  que  font  avec  l'axe  fixe 
les  droites  du  système  A  est  égale,  à  un  multiple  de  t: 
près,  à  la  somme  analogue  pour  les  droites  du  système 
A',  on  dit  que  les  systèmes  A  et  A'  ont  même  orienta- 
tloji;  cette  propriété  est  évidemment  indépendante  du 
choix  de  l'axe  fixe  H  dans  le  plan  :  elle  ne  dépend  que 
des  directions  des  droites  considérées. 

i2.   Cette  définition  peut  être  transformée  et  précisée, 
au  point  de  vue  analytique,  comme  il  suit. 
Menons  par  l'origine  des  parallèles 

y  —  <7ia7=o,        y — «2^  =  0,  ...,        y  —  a^cc  =^  o 

et 

y  —  «1^7=0,  .,.,         y  —  a'ifX  =^  o 

aux  n  droites  de  chacun  des  systèmes  A  et  A';  soient 
a,,  .  .  .,  fy-n'i  a,,  .  •  .,  «/j  les  angles  de  ces  droites  avec 
Ox,  les  axes  étant  supposés  rectangulaires.  On  a 

ay^  =  arc  tang  oc/t?  '^'k  =  ^^'^  tanga'/^, 

d'où 

e2^a/..  _  cos(2arc  tanga/,)  H-  t  sin(2arc  tanga^), 

c'est-à-dire 

i  +  rtr,  ^     \-\-a'].  I -H  «r  i-^ak 


(  ;<9  ) 

cl,  par  suite, 

(  i  -h  «1  )(  fc  -+-  «2  )•  •  •(  *'  -i-  «/J  ) 

Soit  posé  maintenant 

{y  —  aix){y  —  a^x).  .  ,{y  —  anX)  =f{x,y), 
{y  —  a\x) (y-  a',^x)  =  o{x,y), 

il  vient 


et 

Si  donc  les  deux  systèmes  A  et  A'  ont  même  orientation, 
c'est-à-dire  si  Ton  a,  d'après  la  définition, 

«1  -+- .  .  .  M-  a,i  =  a'.  H- .  .  .  +  a^^  +  /i  71, 
on  aura 

/(— 1,0         cp(— 1,0* 

On  peut  donc  considérer  comme  définissant  l'orien- 
tation d'un  système  de  droites  issues  de  l'origine,  re- 
présenté par  l'équation  liomogèney^(x,  j)  =  o,  le  rap- 

/"(i,  i)       o-   1         1 
port-TT^ T- •  î*»i  les  droites  ne  passent  pas  toutes  ])ar 

l'origine,  et  si  /(a:,  j^,  z)  =  o  est  l'équation  de  leur 
ensemble,    l'orientation   sera   définie    par    le    rapport 

/Y-l  \^  ^''''  P  ^^^  généralement  encore,  si/(a:,j^,  z)  =  o 
est  l'équation  d'une  courbe  algébrique  quelconque,  le 
rapport  /,  '  .  ,  définira  l'orientation  du  système  des 
directions  asymptoliques  de  cette  courbe. 

3.  Cela  posé,  considérons  dans  un  plan  un  système 
variable  de  n  droites,  dont  l'équation  dépend  algébri- 


(   -io   ) 
qucment  d'un  paramètre  :  réqualion  de  ee  syslcme  est 
de  Ja  forme 

(i)  aA-4-pB+...-^XL  =  o, 

A,  B,  .  .  . ,  L  étant  des  polynômes  d'ordre  «en  x',j,  z^ 
et  a,  p,  ...,).  des  polynômes  entiers  par  rapport  à  deux 
paramètres  ^  et  0  liés  par  une  relation  algébrique 
cp(.,  9)  =o. 

L'orientation  du  système  est  définie  par  le  quotient 

a  A  ( —  1 ,  i,  o  )  + . . .  -h  X  L  ( —  I ,  t,  o) 

a  A  (  I ,  /,  o)  -h  . .  .  -h  X  L  (  I ,  i,  o) 

Pour  que  to  soit  constant,  quels  que  soient  t  et  G, 
c'est-à-dire  pour  que  le  système  variable  ait  une  orien- 
tation fixe,  il  faut  et  il  suffit  que  w  ne  puisse  pas  devenir 
iufini,  et,  par  suite,  que  toutes  les  valeurs  de  i  et  8, 
liées  par  la  relation  cp(^,  9)  =  o,  qui  vérifient  l'équa- 
tion 

(2)  aA( —  I,  «,  o)  -4-.  .  .H-  X  L( —  I,  i,  o)  —  o. 

vérifient  également  l'équation 

(2  bis)  «  A (  I ,  t,  o  )  4- . . .  H-  X  L ( I ,  i,  o)  =  o . 

D'une  manière  plus  précise,  il  faut  que  les  courbes 
représentées  par  les  équations  (2)  et  (2  bis)^  où  £  et  B 
sont  les  coordonnées  courantes,  rencontrent  aux  mêmes 
points  la  courbe  cp(^,  9)  =  o. 

Cette  condition  peut  s'interpréter  géométriquement 
d'une  manière  très  élégante  :  les  valeurs  de  iC  et  9  qui 
vérifient  l'équation  (2)  sont,  en  effet,  celles  qui  corres- 
pondent aux  systèmes  (i)  contenant  une  droite  passant 
par  le  point  cyclique  J  (x  ^= — i,  j=  i,  ^  =  o)  ;  de 
même  celles  qui  vérifient  l'équation  (2  bis)  correspon- 
dent aux  systèmes  contenant  une  droite  passant  par  le 
point    cyclique  I   (^^  =  i ,    7  =  1,  ^  =  o)  ;  la    condition 


(   4r    ) 
trouvée  plus  haut  cx[)i  iiuc  donc   que  tout  syslème  con- 
tenant une  droite  (et   généraîeinent  h  droites)  passant 
par   1    contient   aussi    uikî    droite   (et  généralement   /• 
droites)  passant  par  J. 

La  conclusion  subsiste  si  l'équation  (i)  dépend  algé- 
briquement d'un  nombre  quelconque;  de  paramètres. 

De  là,  ce  résultat  fondamental  : 

Théorème.  —  Pour  qiî an  syslème  variable  de  ii 
droites,  dont  V équation  contient  al gébriq ueinen t  un 
nombre  quelconque  de  paramètres,  consarve  dans  le 
plan  une  orientation  fixe,  il  faut  et  il  suffit  que  lors- 
qu'une ou  plusieurs  des  droites  du  syslème  viennent  à 
passer  par  un  des  points  cycliques,  d'autres  droites  du 
système,  en  même  nombre,  passent  au  même  instant 
par  Vautre  point  cyclique. 

Plus  généralement,  si  l'équation  (i)  est  celle  d'une  fa- 
mille de  courbes  algébriques,  on  peut  énoncer  la  pro- 
position suivante  : 

Soit  une  fannlle  de  courbes  algébriques,  dont. 
V équation  contient  algébriquement  un  nombre  quel- 
conque de  paramètres  :  pour  que  l' orientation  du  sj  s- 
tème  des  directions  asymptotiques  de  chacune  de  ces 
courbes  soit  constante ,  il  faut  et  il  suffit  que  toutes  les 
courbes  de  la  famille,  qui  passent  par  un  des  points 
cycliques  du  plan,  passent  en  même  temps  par  Vautre. 

4.  On  peut  faire  de  ces  principes  des  applications 
nombreuses.  Considérons  d'abord  le  cas  où  un  para- 
mètre B  figure  au  premier  degré  dans  l'équation  d'une 
famille  de  courbes;  ces  courbes  appartiennent  alors  à 
un  même  faisceau  ponctuel 


(  42  ) 

L'orieiiLatioli  du  système  des  diieclions  asyniploticjues 
d'une  des  courbes  précédeiUes  dépend  du  roellicient 

/(f,  i,  o)  +  Ocp(i,  î,  o) 

O)  =    — : ^ 7: — -, : :> 

y  (  — I,   l,   0)-+-6cp(—  I,   l,   o) 

et  de  cette  expression  résulte  iniinédialement  ce  théo- 
rème : 

Si  deux  courbes  algébriques  de  degré  n  sont  telles 
que  leurs  systèmes  respectifs  d'asymptotes  aient  même 
orientation,  le  système  des  asymptotes  de  toute  autre 
courbe  de  degré  Ji^  passant  par  les  points  d'intersec- 
lion  des  deuœ  premières,  aura  même  orientation  que 
chacun  des  deux  systèmes  primitifs. 

Si  Ja  courbe  cp  =  o  passe  par  les  points  cycliques  du 
plan,  o(i,  ï,  o)  etcp( —  i,  /,  o)  sont  nuls;  par  suite  : 

Si  deux  cou/  bes  de  même  degré  rencontrent  aux 
mêmes  points  une  courbe  algébrique  quelconque  pas- 
sant par  les  points  cycliques  du  plan.,  les  deux  systèmes 
formés  par  leurs  directions  asymptotiques  ont  même 
orientation. 

Comme  cas  particulier  de'  cette  proposition,  on  re- 
trouve un  théorème  important,  du  à  Laguerre,  et  qu'on 
obtient  en  supposant  que  la  courbe  algébrique  consi- 
dérée devienne  \\n  cercle  : 

Si  l'on  groupe  deux  à  deux,  d\ine  manière  quel- 
conque, sur  II  droites,  les  in  points  communs  à  un 
cercle  et  à  une  courbe  algébrique  d'ordre  ji^  P orienta- 
tion de  chacun  des  systèmes  de  n  droites  ainsi  obtenus 
estlamêine  que  celle  des  asymptotes  de  la  courbe* 


\ 


(  Vi  ) 

II.  — Orientation  de  certains  systèmes  de  tangentes. 

5.  En  transformant  par  polaires  réciproques  quel- 
ques-unes des  propositions  qui  précèdent,  on  arrive  à 
des  théorèmes  intéressants  sur  rorientation  du  système 
des  tangentes  qu'on  peut  mener  d'un  point  à  une  courbe  ^ 
ainsi,  la  proposition  qui  termine  le  n'*  3  donne  lieu  à  la 
suivante  : 

Soit  ujie  famille  de  courbes  dont  l^ équation  tan- 
gentielle  dépend  algébriquement  d'un  nombre  quel- 
conque de  paramètres  :  pour  que  l' orientation  du  sys- 
tème des  tangentes  quon  peut  mener  d'un  point  fixe  O 
à  chacune  de  ces  courbes  demeure  constante,  il  faut  et 
il  suffit  que  toutes  les  courbes  de  la  famille  qui  tou- 
chent une  des  droites  isotropes  issues  de  O  touchent 
l'autre  droite  isotrope  issue  de  ce  point. 

En  particulier,  si  les  courbes  considérées  appartien- 
nent à  un  môme  faisceau  tangentiel,  une  seule  de  ces 
courbes  touchera  une  droite  isotrope  issue  de  O  ;  si  elle 
touche  en  même  temps  l'autre  droite  isotrope,  le  point  O 
sera  un  foyer  de  cette  courbe.  Donc  : 

Soit  un  faisceau  tangentiel  de  courbes  algébriques 
de  classe  n-^  par  un  foyer  f  de  V  une  d^  elles  menons 
les  n  tangentes  à  l'une  quelconque  des  autres  :  tous  les 
systèmes  ainsi  obtenus  à  paitir  du  point  f  ont  même 
orientation. 

Réciproquement, 

Si  un  point  f  jouit  de  cette  propriété,  c'est  le  foyer 
de  lune  des  courbes  du  faisceau. 

On  peut  dire  aussi,  en  transformant  par  polaires  ré- 
ciproques le  premier  théorème  du  n"  3,  que  : 

Si  les  tangentes  menées  d'un  point  à  deux  courbes 


de  classe  n  fonnent  deux  systèmes  de  même  orienta- 
tion, les  n  tangentes  menées  de  ce  point  à  une  quel- 
conque des  courbes  du  faisceau  tangentiel  déternnnè 
par  les  deux  premières  forment  un  système  de  même 
orieni ation  que  les  deux  systèmes  prijnitifs. 

Si  deux  des  courbes  du  faisceau  sont  homofocales, 
toutes  les  courbes  du  faisceau  ont  les  mêmes  foyers^ 
l'une  d'elles  se  décompose  en  une  courbe  de  classe  n  —  2 
et  en  deux  points,  qui  sont  les  points  cycliques  du  plan. 
Un  point  quelconque  du  plan  peut  être  considéré  comme 
un  foyer  de  ce  système  de  deux  points;  il  résulte  de  là, 
par  l'application  du  théorème  précédent,  que  : 

Les  deux  systèmes  formés  par  les  tangentes  que  Von 
peut  mener  d'un  point  quelconque  à  deux  courbes  ho- 
mofocales de  même  classe  ont  même  orientation  ; 


ou  encore  : 


Le  système  des  tangentes  menées  d'un  point  quel- 
conque à  une  courbe  algébrique  de  classe  zz,  et  le  sys- 
tème des  droites  qui  joignent  le  même  point  aux  n 
foyers  réels  de  la  courbe  ont  même  orientation. 

(Laguerre.) 

En  combinant  ce  résultat  avec  le  précédent,  on  ar- 
rive à  une  proposition  simple  relative  au  lieu  des  foyers 
des  courbes  d'un  même  faisceau  tangentiel  : 

Le  lieu  des  foyers  des  courbes  d'un  faisceau  tan- 
gentiel déterminé  par  deux  courbes  A  et  B,  de  classe  //, 
est  une  courbe  telle  que  si  Von  joint  un  de  ses  points 
aux  n  foyers  réels  de  A  et  aux  n  foyers  réels  de  B,  les 
deux  systèmes  de  droites  ainsi  obtenus  aient  même 
orientation. 

().   Nous  reviendrons  plus  loin,  avec  quelques  détails, 


(  4r.  ) 

sur  les  conséquences  géométrifjucîs  de  cm  lliéorèine;  au- 
paravant, nous  ferons  une  application  des  principes  pré- 
cédents à  la  solution  d'un  problème  qui  paraît  présenter 
un  certain  intérêt. 

Ce  problème  est  le  suivant  : 

Tromper  toutes  les  courbes  algébriques  telles  que  le 
système  des  tangentes  qu  on  peut  mener  d'un  point  à 
V une  d'elles  ait  une  orientation  fixe,  indépendante  de 
la  position  de  ce  point  dans  le  plan. 

Si  l'on  se  reporte  au  théorème  de  Laguerre  démontré 
plus  haut,  on  voit  que  ces  courbes  ne  peuvent  être  que 
celles  qui  ont  tous  leurs  foyers  à  l'infini;  mais,  avant 
d'affirmer  inversement  que  les  courbes  qui  ont  tous 
leurs  foyers  à  l'infini  jouissent  de  la  propriété  énon(*ée, 
on  doit  faire  une  discussion,  très  simple  d'ailleurs. 

Soit,  en  effet,  G  une  courbe  de  classe  n  dont  tous  les 
foyers  sont  à  l'infini  :  il  est  nécessaire  pour  c«îla  qu'elle 
touche  la  droite  de  l'infini  aux  points  I  et  J,  et  qu'on 
ne  puisse  pas  lui  mener  par  I  ou  J  d'autre  tangente  que 
cette  droite.  Dans  ce  cas,  tous  les  foyers  de  la  courbe  sont 
à  l'infini,  mais  leur  position  n'est  pas  déterminée,  de 
sorte  que  le  théorème  de  Laguerre  ne  paraît  pas  immé- 
diatement applicable. 

On  peut  voir  néanmoins,  d'une  autre  manière,  que 
l'orientation  du  système  des  n  tangentes  menées  à  G 
d'un  point  quelconque  O  du  plan  ne  dépend  pas  de  la 
position  de  ce  point.  Imaginons,  en  effet,  que  O  décrive 
une  droite  ^  l'équation  du  système  des  n  tangentes  issues 
de  O  contient  algébriquement  un  paramètre,  et  le  théo- 
rème général  du  n"  3  est  applicable.  Par  suite,  Porien- 
tation  de  ce  système  est  fixe,  si,  toutes  les  fois  qu'une 
ou  plusieurs  des  tangentes  issues  de  O  passent  par  le 
point  cyclique  I,  d'autres   tangentes   v\\  même  nombre 

Ann.  de  Mnthémat.,'^''  série,  l.  M.  (  t\>vri('r  1S93.)  4 
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passent  paile  point  c)  clique  J.  C'est  précisément  ce  qui 
se  présente  ici^  une  tangente  menée  de  O  à  G  ne  peut 
passer  par  I  que  si  O  est  à  l'iniini,  et  elle  passe  alors 
par  J.  Nous  pouvons  donc  énoncer  ce  tliéorème  : 

L' orientation  du  système  des  tangentes  menées  d'un 
point  à  une  courbe  algébrique  ayant  ses  fojers  à  l'in- 
fini est  indépendante  de  la  position  du  point  consi- 
déré dans  le  plan. 

Il  est  facile  de  donner  l'équation  générale  de  ces 
courbes  en  coordonnées  tangentielles  rectangulaires; 
cette  équation  est 

fn-1  étant  un  polynôme  quelconque  de  degré  n  — i  en 
u  et  t',  et  Y ,1  un  polvnôme,  également  quelconque,  de 
degré  7Z,  mais  homogène. 

7.  Parmi  les  courbes  qui  ont  tous  leurs  foj'^ers  à 
l'infini,  on  peut  citer,  avec  Laguerre,  celles  qui  sont  en- 
veloppées par  une  droite  dont  deux  points  donnés  dé- 
crivent respectivement  deux  courbes  algébriques,  quel- 
conques d'ailleurs. 

Un  autre  exemple  intéressant  est  fourni  par  la  famille 
des  épicjcloïdes  algébriques. 

Si  une  courbe  a  tous  ses  fojers  à  l'infini,  c'est-à-dire 
si  les  tangentes  qu'on  peut  lui  mener  par  les  points  cy- 
cliques coïncident  toutes  avec  la  droite  de  l'iniini,  la 
récipro(|ue  de  cette  courbe  par  rapport  à  un  cercle  de 
centre  O  sera  telle  que  les  droites  isotiopes  issues  de  O 
ne  la  coup(îront  qu'au  [)oint  O. 

Or  la  réciproque  d'une  épicydoïde  par  rapport  au 
cercle  fixe  a  pour  étpiation,  en  coordonnées  polaires, 

(3)  '   --  /.co?  — ^    -  (1, 

■   '  r  2  /î  -H  I     ' 
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Il  (lésignauL  le  rapport  du  rayon  du  cercle  inobdci  à  celui 
du  cercle  fixe;  de  plus  n  est  positif  pour  l'épicycloïde 
et  négatif  pour  riiypocycloïde. 

Maiplieu   a  étudié  d'une  manière  coniplèle  les  points 
multiples  des  coiiilx^s  (3),  dont  il  écrit  l'é(juatioii 

(4)  1  =^  A:  cos  -^' 0, 

p  et  (f  étant  positifs  et  premiers  entre  eux.  Il  résulte  de 
ses  belles  recherches  cjue  les  couibes  précédentes  n'ont 
un  point  singulier  à  l'origine^  O,  que  si  p  est  plus  grand 
que  q]  en  ce  cas,  la  courbe  présente  en  O  deux  cycles, 
dont  les  tangentes  sont  respectivement  les  droites  iso- 
tropes: l'ordre  de  ces  cycles  est  p  —  q  ou -?  selon 

que /7  et  (7  ne  sont  pas  ou  sont  tous  deux  impairs;  la 
classe  des  cycles  est  iq  ou  q.  D'ailleurs  le  degré  de  la 
courbe  est  2/?  ou  p.  L'une  des  droites  isotropes  issues 
de  O  a  en  ce  point  avec  la  courbe  un  nombre  d'inter- 
sections égal  à  la  somme  de  l'ordre  et  de  la  classe  du 
cycle  correspondant,  et  de  l'ordre  de  l'autie  cycle,  c'est- 
à-dire  égal  à  ip  ou  à  />,  ou,  si  l'on  veut,  égal  dans  tous 
les  cas  au  degré  de  la  courbe.  Elle  ne  coupe  donc  la 
courbe  qu'au  point  O. 

11  résulte  de  là  qu'une  épicycloide  ou  hypocycloïde 
algébrique  aura  tous  ses  foyers  à  l'infini  si  sa  réciproque 
a  une  équation  de  la  forme  (4),  p  et  </  étant  positifs, 
et  p  étant  supérieur  k  q . 

Soit  alors  «  =  -,  1  et  [a  étant  premiers  entre  eux,  on 
aura 

q  ').ll-\-i  '2  A  -h  \J. 

si  a  et  A  sont  positifs,  c'est-à-dire  si   la  courbe  est  une 
épicycloïde,  p  sera  toujours  inléi'ieur  à  q. 


(48  ) 

Si  la  courbe  est  une  hypocycloïde,  on  devra  supposer 
X  négatif,  et  l'on  aura,  si  )^  =  —  à', 

P  ^±  . li. 

q  IJ.  —  -21' 

Il  faut,  pour  que  p  soit  supérieur  à  </,  que  |Ji  soit,  en  va- 
leur absolue,  supérieur  à  jji  —  2)/,  c'est-à-dire  que  )/ 
soit  plus  petit  que  [j.;  ji  est  alors,  en  valeur  absolue,  in- 
férieur à  I . Donc  : 

Les  hy pocjcloïdes  algébriques  obtenues  en  faisant 
rouler  un  cercle  à  Viniérieur  d'un  ceicle plus  grand 
ont  tous  leurs  fojers  à  V infini; 

et,  par  suite, 

L' orientation  du  système  des  tangentes  menées  d'un 
point  du  plan  à  V une  de  ces  courbes  est  indépendante 
de  la  position  du  point. 

Les  autres  courbes  de  la  famille  des  épicycloïdes  ou 
hy  pocjcloïdes  algébriques  ne  possèdent  pas  la  même 
propriété. 

m.  —  Application   a  l'hypocycloide 
A  trois   rebroussements. 

8.  La  plus  simple  des  liypocycloïdes  qu'on  vient  de 
rencontrer  est,  après  la  droite  qui  correspond  au  cas  de 

/2  = >  riiypocycloïde  à  trois  rebroussements  qui  cor- 
respond  à  celui   de  n  z= —  -;    le  théorème    précédent 

donne  une  propriété  des  tangentes  à  cette  courbe  qui 
parait  nouvelle,  et  qu'on  peut  énoncer  ainsi  : 

Loriejitation  du  système  des  trois  tangentes  menées 


(  l9  ) 
cVun  point,  ijuclconque  à  une  kypocycloïde  à  trois  /•<?- 
brousseinents  est  lu  même  que  celle  des  trois  axes  de 
symétrie  de  la  coiwbe. 

Ce  théorème  pcriiKît,  lorsqu'on  connaît  deux  tan- 
gentes de  l'hypocycloïde,  de  construire  immédiatement 
et  sans  ambiguïté  la  troisième  tangente  qu'on  peut  me- 
ner par  le  point  d'intersection  des  deux  premières.  On 
peut  le  regarder  comme  l'interprétation  géométrifjue, 
dans  le  cas  de  riiypocycloïde,  de  la  [)ropriété  analyti(|U(î 
Ibndamentale  des  courbes  de  troisième  classe,  [)iopriété 
bien  connue  qu'on  peut  énoncer  ainsi  :  il  est  possible  de 
faire  correspondre  à  chaque  tangente  d'une  courbe  de 
troisième  classe  un  argument,  de  telle  sorte  que  les 
arguments  des  trois  tangentes  issues  d'un  point  quel- 
conque aient  une  somme  constante.  En  général,  on  ne 
connaît  pas  la  signification  géométrique  de  ces  argu- 
ments, qui  s'introduisent  par  la  considération  des  fonc- 
tions elliptiques;  dans  le  cas  de  rhypocycloïde,  on  voit 
que  cette  signification  est  très  simple,  l'argument  étant 
l'angle  que  fait  la  tangente  avec  un  des  axes  de  symétrie 
de  la  courbe. 

Il  importe,  pour  ce  qui  va  suivre,  de  préciser  cette 
notion  :  soit  t  une  tangente  de  l'hypocycloïde  ;  si  ])ar 
un  point  fixe  O  nous  menons  une  parallèle  à  t  et  une 
parallèle  Ox  à  l'un  des  axes  de  la  courbe,  choisi  une 
fois  pour  toutes,  nous  désignerons  par  a  l'angle  que 
font  ces  deux  droites,  en  le  comptant  à  partir  de  Ox, 
dans  le  .sens  trigonométrique.  Cet  angle  n'est  déiini 
qu'à  un  multiple  piès  de  ir,  ce  (jui  n'a  aucun  inconvé- 
nient, puisque  les  orientations  sont  définies  dans  les 
mêmes  conditions. 

9.  Cela  posé,  on  déduit  aisément  du  théorème  fon- 
damental les  consé(|uences  suivantes. 
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Soit  t.  une  langenlp  en  un  point  A  de  l  hypocy- 
cloïf/e  :  les  hissect/'ices  de  r  angle  des  deux  tangentes 
autres  que  f,  (jue  Von  peut  mener  à  la  courbe  par  un 
point  de  cette  droite,  sont  parallèles  à  deux  directions 
fixes. 

Ces  directions  sont  celles  des  tangentes  aux  points 
B  ctC,  où  la  tangente  t  rencontre  de  nonveau  l'iiypocy- 
cloïde. 

On  voit  ainsi  qu'nne  tangente  à  la  courbe  la  ren- 
contre de  nouveau  en  deux  points  où  les  tangentes 
sont  perpendiculaires  l'une  à  l'autre  :  proposition  bien 
connue,  qui  sert  de  base  au  beau  Mémoire  de  M.  Ci'e- 
inona  sur  l'iiypocycloïde. 

Par  deux  points  quelconques  d'une  tangente  t  à 
riiy pocycloïde  menons  à  la  courbe  les  quatre  tan- 
gentes autres  que  t  :  ces  quatre  droites  forment  un 
quadrilatère  inscriptible  dans  un  cercle. 

Réciproquement.^  si  le  quadrilatère  complet  formé 
par  quatre  tangentes  de  Vliy pocycloïde  a  quatre  de 
ses  sommets  sur  un  cercle,  la  droite  qui  joint  les  deux 
autres  sommets  est  une  tangente  de  la  courbe. 

Dans  tout  triangle  isoscèle  circonscrit  à  une  hy po- 
cycloïde, la  droite  qui  joijit  le  sommet  au  point  de 
contact  de  la  base  est  une  tangente  de  la  courbe. 

Par  chaque  sommet  d' un  triangle  circonscrit  à  une 
hy  pocycloïde  passe  une  nouvelle  tangente,  distincte 
des  côtés  du  triangle  :  les  trois  droites  ainsi  définies 
forment  un  nouveau  triangle  semblable  au  premier  (^). 


(  '  )  Ce  dernier  Uiéorème  a  été  donné  par  M.  S.  Kantor  {Bulletin  des 
Sciences  inathématiques,  2"  série,  t.  III,  p.  iS^);  je  n'avais  pas  con- 
naissance du  remarquable  travail  de  M.  Kantor  lors  de  la  première 
publication  de  ce  Mémoire;  je  m'empresse  de  reconnaître  ici  ses 
droits  de  priorité. 


(  ■"  ) 

10.  Le  dernier  ihéorènK;  mérilcî  (l'ètic  éludié  avec 
quelques  détails;  il  donne  lieu  à  des  conséquences  inté- 
ressâmes. 

D'un  triangle  AHC  circonscrit  à  riiypocjcloïde,  on 
déduit,  en  menant  les  lang(Mites,  distinctes  d(îs  côtés, 
qui  passent  par  les  trois  sommets  nn  nouveau  triangle 
A,  B)  C|  semblable  au  prenn'cr;  en  a|)[)li(juant  la  même 
construction  fà  A)  B,  C,,  on  obtient  un  troisième  tiiangle 
semblable  aux  deux  premiers,  et  ainsi  de  suite.  Cette 
série  de  triangles  est-elle  illimitée  P  Retombe-t-on  né- 
cessairement sur  nn  des  triangles  déjà  trouvés,  ou  Tun 
des  triangles  finit- il  par  se  réduire  à  un  point?  Ce  sont 
là  des  questions  auxquelles  il  est  facile  de  répondre  par 
l'application  du  théorème  fondamental. 

Désignofis  par  a,  |j,  y  les  angles  que  font  avec  un  des 
axes  de  symétrie  de  la  courbe  les  côtés  du  triangle  ABC  ; 
soit  y,  l'angle  que  fait  avec  ce  même  ax<î  la  troisième 
tangente  issue  du  point  C.  On   a,  d'apiès  le   théorème 

fondamental, 

7, -h  a+ p  =  Att, 
d'où 

Yi  =  Y  —  ('^  -^  ?  +  T )  i  "»<^'^  '^^• 

Par  suite,  les  angles  a,,  [îi,,  y,,  que  font  avec  l'axe 
considéré  les  trois  côtés  du  triangle  A,  B,  C<,  sont 

ai  =  a — (a^-ji  +  Y^  (inod-). 

?i^P-(a-4-^-hY), 

Yi  =  T-^'^-+-?  +  ï)- 
Ce  sont  ces  relations  qui    montrent  la  similitude   des 
triangles  ABC  et  A,  B,  Ci,  puisque  l'on  en  tire  évidem- 
ment 

^1  —  ?i  =  3t  —  ?'        ^1  —  7i  ^  ^  —  7'         ?i  —  Ti  ==  i^  —  7- 

Rien  n'est  plus  aisé  que  de  déterminer  le  rapport  de 
similitude. 


(  3.  ) 

Remarquons,  en  eil'et,  fjue  les  cotés  homologues  des 
deux  triangles  se  coupent  sous  des  angles  égaux  à 
(a  H-  [3  4- y);  or,  d'après  un  théorème  connu  de  Géo- 
métrie élémentaire,  si,  [)ar  les  sommets  d'un  triangle, 
on  mène  des  droites  faisant  avec  les  cotés  opposés, 
dans  un  même  sens  de  rotation,  des  angles  égaux  to, 
ces  droites  forment  un  nouveau  triangle  semblable  au 
prcmiei',  avec  un  rapport  de  similitude   égal  à   i  costo. 

Les  triangles  AiB,G,  et  ABC  sont  donc  semblablis 
avec  un  rapport  de  similitude  égal  à  2cos(a-h  ^  H-t)* 

11.  De  là  se  déduisent  de  suite  (juelques  résultats 
simples. 

Rn  premier  lieu,  si  a  +  p  +  v  ^E  =t  -,  cos(a-|- [îiH- y) 

est  égal  à^,  et  les  triangles  ABC,  A,B,C|  sont  égaux. 
On  a  d'ailleurs 

«1  +  l^i  +  Ti  =  —  2(a  H-  p  -h  Y)  =  —  T         (mod  tt), 

et  le  triangle  x^^BoC^  déduit  de  A,B,C,  sera  égal   aux 
deux  précédents.  On  a  pour  ce  triangle 

asEHH  ai  z^  -  =  a  q: -^  (modTr), 


De  même  pour  le  triangle  A3  B3C3  déduit  de  A2  BoG^, 

on  aura 

as  =  a.j  --  (aj  -h  ^2  +  Y2)  =  «        (mod  tï). 


Le  triangle  A3B3G3  coïncide  donc  avec  ABC,  puisqu'on 
ne  peut  mener  à  l'hypocycloïde  qu'une  seule  tangente 
parallèle  à  une  lîroite  donnée. 

Pour    simplifier,  appelons  premier  triangle  dérivéj 
ou,   plus  simplement,  triangle  deriçc  d'un   liiangle   L', 


(  5o  ) 
circonstril  à  riiypocycloïde,  le  triaiij^le  i\  formé  [)ar 
les  taugeiiles  menées  à  la  courbe  des  sommets  d(;  T,  et 
distinctes  des  côtés  de  T^  appelons  second  hiangle  dé- 
rii^é  de  T  le  premier  tiiangle  dérivé  de  T,,  et  ainsi  de 
suite.  On  a  en  premier  lieu  la  proposition  générale  : 

7'ous  les  triangles  dérivés   (Tun  nicine  triangle  lui 
sont  semblables. 

La  propriété  démontrée  dans  le  cas  où  a  -f-  [j  +  y  =  d=  '^ 

s'énonce  ainsi  : 

Si  les  côtés  d'un  triangle  T,  circonscrit  à  l'iijpoc)  - 
cloïde,  font  avec  un  des  axes  de  symétrie  de  la  courbe 

des  angles  dont  la  somme  est  dz  -  j  à  un  multiple  j)rès 

de  Tc,  les  deux  premiers  triangles  dérivés  de  T  sont 
égaux  à  ce  triangle,   et  le  troisième  coïncide  auec  T. 

En    second   lien,    si   a+j3+Y=:-5    le  rapport    de 

similitude  est  nul  ;  le  ti-iangle  A,  B|  Ci  se  réduit  donc  à 
un  point.  De  plus,  on  a 

ai  =  a  -    -  (mod~), 

•>, 

ce  qui  montre  que  les  cotés  de  A,  B,  C,  sont  perpendi- 
culaires à  ceux  de  ABC.  Donc  : 

Si  les  cotés  d'un  triangle  circonscrit  à   l'iiypocy- 
cloïde  font  avec  un  des  axes  de  symétrie  de  la  courbe 

des  angles  dont   la  somme  est  -?  à   un   multiple  près 

de  TT,  les  hauteurs  de  ce  triangle  sont  des  tangentes  de 
riiypocy cloïde,  et  le  triangle  dérivé  se  réduit  par 
suite  à  un  point. 


(  54  ) 

l':2.    lieprcîiions  niaiiilonaiU  les  rcl. liions 

«i  "  a  —  (a -1-  3 -i- y)  (inodu), 

entre  les  angles  cjiii  correspondent  à  un  triangle  ABC 
et  au  triangle  dérivé  A,  B,  C| .  Oh  a,  de  même,  en  passant 
au  dérivé  de  A,  B,  C| , 

«2  HE5  a,  —  (a,-i-  p,  -H  Yi)  =  a+  (a  +  P  -H  y)         (mod  t.) 

En  général,  pour  le  n'^"'''  triangle  dérivé  de  ABC,  on 
aura  des  expressions  de  la  forme 

a„  =  a +  A,,  (a+ ^ -H  y), 

^„  =  [3  H-  //,,,(«  -h  p  -h  Y  )  (  mod  7c  ), 

Y«  ^  Y  +  /'«('^  +  [^  -^  y)- 

Pour  le  {n  +  ,yemc  t^Jai^gle,  il  viendra 

a.,1^1  =  ccn  —  (««+  î^./  -^  Y")  ^  «  —  b^i/i  4-  l]  (3C+  p  4-  y), 

d'où,  la  loi  de  récurrence, 

On  en  tire,  puisque  //,  =  —  i , 

(_.,.)«— I 

el,  par  suite,  les  angles  cf.,i,  p,^,  y,,  que  font  avec  Taxe 
les  côtés  du  //."""'' triangle  dérivé  de  ABC  sont  donnés, 
en  fonction  des  angles  analogues  a,  j3,  y  (jui  correspon- 
dent à  ce  triangle,  par  les  formules 

'(a+p  +  Y)' 
(a  +  3-f-Y), 
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Observons    ciiliii    (|iio    It;    ia[)port   diî    simili liulc    des 

triangles 

A/il)/,  L/i     et     A,i-i  B,;_i  C/,_i 

est  égal,  d'après  un  résultat  raj)j>elé  plus  haut,  à 

2  cos ~ ( a  -h  ^i  +  y), 

e'est-à-dire  à 

'2  cos 9/'-' (a  -r-  ^  4-  y). 

13.  Ces  formules  permettent  de  répondre  aux  ques- 
tions (jue  l'on  s'était  posées. 

D'abord,  dans  ((uels  easla  suite  des  triangles  dérivés 
l'un  de  l'autre  se  lerminera-t-elle  à  un  point? 

Pour  que  le  triangle  A,iB,iG,i  se  réduise  à  un  point, 
il  faut  que  le  rapport  de  similitude  de  ee  triangle  avec 
le  triangle  A,;.,  B„_t  C,i_t  soit  nul,  c'est-à-dire  que 

2"-i(a -j- 3 -hY)=  "  (modir), 

OU 

'  '2"^ 

On  aurait  pu  arriver  de  suite  à  ce  résultat  en  écrivant 
que  a/i-i-  ^n-\-  ^n  est  nul  à  un  multiple  près  de  t:. 

De  là  ce  théorème,  qui  est  la  généralisation  d'un  ré- 
sultat donné  plus  haut  : 

Si  les  côtés  d' an  triangle  circonscrit,  à  V hypocycloïde 
font  a{>ec  un  des  axes  de  symétrie  de  la  courbe  des 

an^rles  dont  la  somme  est  de  la  forme     '    ^ — t:,  la  série 

des  triangles  dérivés  du  premier  se  terndnera   à  un 
point,  au  bout  de  n  constructions. 

Ce  point  sera  le  point  de  concours  des  hauteurs  du 
[n  —  lyemc  li-iai^gl^.  dérivé  du  Liiangle  [)riinitir. 


(  56  ) 

Cherchons  jiiaiiitenaut  dans  quels  cas  on  retombera, 
après  un  certain  nombre  de  constructions  sur  le  triangle 
primitif. 

Il  faut  pour  cela  que  l'on  ait 

a»=sa,         P/i^  ?,         T«^T         (modir), 
c'est-à-dire 


«-f-P 


2)« —  I 


TT. 


Si  n  est  le  plus  petit  nombre  pour  lequel  une  relation 
de  cette  forme  ait  lieu,  le  /z''^'"*'  triangle  dérivé  du  triangle 
primitif  coïncidera  avec  ce  triangle,  et  si  l'on  continue 
les  constructions,  on  retrouve  tous  les  triangles  déjà 
formés. 

Mais  ici  se  présente  une  particularité  curieuse  :  c'est 
qu'en  construisant  les  triangles  successifs  à  partir  du 
premier,  il  peut  arriver  que  l'un  d'eux  coïncide  avec 
l'un  des  précédents  sans  que  l'on  ait  retrouvé  de  nou- 
veau le  premier  triangle. 

En  effet,  le  ^/''"'<^  et  le  <^'^"^''  triangle  dérivé  [q^p) 
coïncideront  si  l'on  a 

3 («  -+-  ?  +  t)=  3 (3c  4-  i^  -h  Y)-^  Z^-^, 

c'est-à-dire 


ou 


3^^, 3^^- ^ 


Si  cette  condition  est  remplie,  A"  étant  premier  à  2,  le 
^i.nie  tpiangle  dérivé  coïncidera  avec  le  yy"'"^,  et,  en 
continuant  les  constructions,  on  retrouvera  indélini- 
nient  les  triangles  déiivés  dont  l'ordre  est  compris  entre 


(  -'7  ) 
p  el  q  —  I,  sans  retomber  jamais  sur  le  triangle  primi- 
tif et  les/; —  I  premiers  triangles  dérivés.  Ainsi  : 

Si  les  col  es  d 'un  triangle  circonscrit  à  lliypocycloïde 
font  avec  un  des  axes  de  symétrie  de  la  courbe  des 

an£[les  dont  la  somme  est  de  la  forme  — . ^,  7:, 

le  qième  triangle  dérivé  de  ce  triangle  coïncidera  avec 
le  pi^me 

14.  Il  est  aisé  d'expliquer  a  priori  pourquoi,  dans  le 
cas  qui  nous  occupe,  le  triangle  primitif  ne  se  reproduit 
pas  nécessairement  :  cela  tient  à  ce  que  la  suite  des 
triangles  dérivés  n'est  pas  réversible  sans  ambiguïté, 
ou,  en  termes  plus  précis,  à  ce  qu'un  même  triangle  cir- 
conscrit à  l'iij'pocycloïde  peut  être  considéré  comme  le 
dérivé  de  deux  autres  triangles  circonscrits,  et  non  pas 
d'un  seul. 

Reprenons,  en  effet,  les  relations 

«1  =  a  —  (  a  -1-  p  —  Y  )  -H  A- TT, 


Yi  =  Y    -  (  a  -^  '^  -h^()-i-  niTZ. 


On  en  tire 


I  „  ^       /  +  /n  —  X- 

CL  =  cci (a, -i-  fii-^  Yi)^ '^^ 

n  n  I    /  Q  X  k  ^m      -    l 

P  =  Pi-..  _(ai+pi-t-Yi)H ^^ r., 

I    ,  o  ,  k   -T-    l    —   TU 

T  =  Ti-  -(ai-t-PiH-Yi)+ ~ -• 


Les  nombres  l  -h  m  —  /r,   h  -{-  m  —  /,    k  -h  l  —  tn  sont 
de  même  parité;  on  aura  donc,  pour  a,  ^,  y,  à  des  mul- 


(  ^-«^  ) 

lipliis  (le  t:  près,  les  deux   svslèiiies  de  valeurs 

a  =  a,—  -^(a,-H  ?i-i-Ti).  oc  =  ai— -  (  a, -+- p, -h  y,  )-4-  '^ 


^(aiH-?,-H7l),  Ml^l-^ ^ 


P  =  îi,--(aiH-?,-h7i),  M(ii-  -(ai^PiH-Ti)H-  -» 


T  =  Vi-  ^  ^«1  H-  ?i  +  V>^^         ï  =  71  -  \  «^'i  -^  Pi  +  71  )+  ^• 

De  là  ce  lliéorème  : 

Dans  tout  triangle  circonscrit  à  une  Jijpocycloïde, 
on  peut  inscrire  deux  autres  triangles  circonscrits  à  la 
courbe  :  ces  deux  triangles  sont  semblables  au  premier 
et  semblables  entre  eux;  leurs  cotés  homologues  sont 
rectangulaires  (  '  ). 

io.  On  pourrait  pousser  plus  loin  ces  reclierclies,  eu 
étudiant  reusenjble  des  triangles  circonscrits  qui  ad- 
mettent pour  triangle  dérivé  d'un  ordre  donné  un  même 
triangle  circonscrit,  et  l'on  arriveiait  ainsi  à  des  résul- 
tats assez  curieux  que  nous  n'énoncerons  pas,  afin  de  ne 
pas  fatiguer  l'attention  du  lecteur;  nous  nous  contente- 
rons de  signaler  une  proposition  de  nature  différente 
(pii  se  déduit  aisément  du  théorème  fondamental  : 

Soient  A,  B,  C  les  points  de  contact  des  tangentes 
menées  à  l'hypocycloïde par  un  point  M;  sur  les  direc- 
tions ^Ik^  MB,  iMC  portons,  à  partir  de  M,  des  lon- 
gueurs M<T,  MZ>,  iMc,  respectivement  égales  aux  in- 
v^erses  des  segments  MA,  MB,  MG  :  le  point  M  est  le 
centre  de  gravité  du  triangle  abc  (-). 


(')  Ce  théorème  appartient  à  .M.  Kantor. 

(*)  La  démonstration  de  ce  théorème  est  analogue  à  celle  qui  est 
développée  plus  bas,  aux  n"'  17,  18  :  on  prouve  ainsi  que  le  centre 
harmonique  de  A,  B,  C  par  rapport  à  M  roïnciilc  avec  INÏ,  ce  (jui  est 


(  ■><>  ) 

Sans  insister  sur  Jes  coiiséc|Ufnces  que  l'on  pourrait 
déduire  Je  celte  proposition  pour  la  théorie  de  l'iivpo- 
cvcloïde  à  trois  rebroussenii-nts,  nous  reviendrons  au 
lliéorènie  déaiontré  plus  haut,  relativement  au  lieu  des 
fovers  d'un  faisceau  tangenliel  de  courbes  planes,  et 
nous  montrerons  qu'il  met  en  é\idence  une  classe  inté- 
ressante de  courbes  étudiées  déjà  à  un  autre  point  de 
vue  par  divers  géomètres,  et  eu  particulier  par  M.  Dar- 
boux. 

I^  .  —  Lieu   des   foyers  D'L^   faisceau   taageatiel 

DE     COURBES    PLA5ES. 

i6.   iSous  avons  démontré  [)lus  haut  que  : 

Le  lieu  des  fovers  des  courbes  d'un  faisceau  tangen- 
tiel  déterminé  par  deux  courbes  A  et  B,  de  classe  //,  est 
une  courbe  F,  telle  que  si  l'on  joiut  un  de  ses  points  aux 
//  fovers  réels  de  A  et  aux  n  foyers  réels  de  B,  les  deux 
svstèuies  de  droites  ainsi  obtenus  aient  même  orienta- 
tion. 

Ce  résultat  peut  être  présenté  sous  une  autre  forme. 
Groupons  deux  à  deux,  d'une  manière  quelconque,  un 
foyer  «a  de  la  courbe  A  et  un  foyer  ^a  de  la  courbe  B; 
il  est  clair  que  le  lieu  F  est  celui  des  points  tels  que,  de 
l'un  quelconque  d'entre  eux,  les/i  segments  afib^  soient 
vus  sous  des  angles  avant  une  somme  algébrique  égale  à 
un  multiple  de  r:,  et  l'on  retrouve  ainsi  les  courbes  re- 
marquables de  ^L  Darboux. 

Ces  courbes  comprennent,  comme  cas  particuliers. 


précisément  notre  proposition.  D'une  manière  plus  générale,  on  éta- 
blit de  même  que  :  si  l'on  mène  par  un  point  M  les  tangentes  à 
une  courbe  avant  tous  ses  foyers  à  l'in/ini,  le  centre  harmonique 
(les  points  de  contact  par  rapport  à  M  coïncide  mrc  ce  point. 


(6o  ) 
les  ooiirbcs  telles  que  l'on  voie,  de  cliaciiii  de  leurs 
points,  n  segments  lixes  sous  des  angles  dont  la  somme 
algébri(]ue  est  égale  à  uneeonstante  quelconque  :  il  suf- 
fit, en  effet,  de  supposer  que  chacune  des  courbes  A 
et  15  a  un  foyer  à  l'inilni,  c'est-à-dire  que  ces  courbes 
touchent  toutes  deux  la  droite  de  rinfmi;  nn  des  seg- 
ments a^bk  est  alois  à  l'infini,  (;t  il  est  vu  de  tout  point 
du  plan  sous  un  angle  constant  9.  La  somme  des  angles 
sous  lesquels  les  autres  segments  à  distance  finie  sont 
vus  d'un  point  quelconque  du  lieu  F  est  donc  constante, 
et  égale  à  — 9,  à  un  multiple  près  de  tc. 

De  la  définition  même  du  lieu  F  résulte  immédiate- 
ment une  belle  proposition,  donnée  par  M.  Darboux  : 

Si  une  courbe  est  (elle  que,  de  chacun  de  ses  points, 
plusieuJ'S  segments  soient  vus  sous  ries  angles  dont  la 
somme  est  un  multiple  de  u,  elle  conseive  la  même  pro- 
priété avec  une  infinité  d'autres  segments  ayant  tous 
leurs  extréndtés  su/'  la  courbe. 

Ces  segments  s'obtiennent  en  joignant  deux  à  deux, 
d'une  manière  quelconque,  les  foyers  de  deux  courbes 
quelconques  du  faisceau  tangentiel  déterminé  par  les 
courbes  A  et  B  qui  ont  servi  à  la  définition  primitive  du 
lieu. 

Si  A  et  B  touchent  la  droite  de  l'infini,  il  résulte  de 
ce  qui  a  été  dit  plus  haut  que  la  proposition  précédente 
doit  être  modifiée  ainsi  : 

Si  une  courbe  est  telle  que,  de  chacun  de  ses  points, 
plusieurs  segments  soient  vus  sous  des  angles  dont  la 
somme  est  constante,  elle  consente  la  même  propriété 
avec  une  infinité  d'autres  segments,  mais  la  valeur  de 
la  somme  constante  varie  quand  on  passe  d' un  système 
de  segments  à  V autre. 


(  6.   ) 

La  définition  du  lieu  F  ne  dépend  que  de  la  position 
des  foyers  des  courbes  A  et  R^  on  peut,  en  particulier, 
supposer  que  chacune  de  ces  courbes  se  réduise  à  ses 
n  foyers  réels,  et  l'on  a  ce  théorème  : 

Si  une  courbe  est  telle  qu  en  joignant  un  quelconque 
de  ses  points  à  deux  séries  de  n  pôles  fixes,  à  distance 
finie  on  infinie,  on  obtienne  deux  sj sternes  de  même 
orientation ,  cette  courbe  est  le  lieu  des  foyers  des 
courbes  de  classe  n  qui  touclient  lesn'^  droites  joignant 
les  pôles  de  V  une  des  séries  aux  pôles  de  i autre  séide. 

17.  L'ensemble  des  n  foyers  réels  d'une  courbe  ap- 
partenant à  un  faisceau  tangentiel  donné  jouit  de 
quelques  propriétés  sinq)les,  qui  dérivent  aisément  des 
principes  précédents. 

Soient,  en  effet,  A,,  A2,  •  •  . ,  A,,,  les  ji  foyers  réels  de 
la  courbe  A  ^  B,,  ...,  B/^  ceux  de  la  courbe  B^  M  le 
foyer  d'une  courbe  du  faisceau  tangentiel  déterminé  par 
A  et  B;  M'  le  point  infiniment  voisin  de  M  sur  le  lieu  F. 


'(F) 

Menons  par  M  un  axe  quelconque  MX^  désignons 
par  Lu  l'angle  M'MX,  par  cl^  l'angle  A^MX;  par  ^^ 
Tnagle  B;^!MX.  On  a,  d'après  la  propriété  fondamentale 
du  lieu  F, 

ai -4-  a.  H- .  .  . -l-  a,j  =  3i  H-  ^a-H-  •  •  +  3», 

et,  en  passant  de  M  à  M', 

Ann.  de  Mathémat.,  3"  série,  t.  \ll.  (Février  'SgS.)  J 


(  O'^-  ) 

Or  doLk  est  l'angle  M'Ay^M,  et  l'on  a,  dans  l(;   triangle 

M'AaM, 

,  MM'    .    .  . 

Par  snite, 

sin(a) — a/..)        "^sin(to  —  ^/^) 


^^-^  Zà      mkk         Zd 


MB; 


18.  Ce  résultat  est  susceptible  d'une  interprétation 
géométrique  élégante,  si  l'on  introduit  une  notion  due 
à  Laguerre. 

Cette  notion  est  celle  du  centre  ha J'monicjue  d'un  sy s- 
tème  de  points  par  rapport  à  un  point. 

Étant  donnés,  dans  un  plan,  un  point  M  et  un  groupe 
de  n  points,  A,,  ...,  A,i,  portons  sur  chaque  droite 
MA/^,  à  partir  de  M,  une  longueur  égale  à  l'inverse  de 
MA^if  :  composons  ces  longueurs  comme  des  forces;  sur 
la  direction  de  leur  résultante,  portons,  à  partir  de  M, 
une  longueur  égale  à  l'inverse  de  la  /z*^™®  partie  de  cette 
résultante;  l'extrémité,  a,  du  segment  obtenu  sera  dit 
le  centre  harniofii(/ue  des  points  Aj,  .  .  .,  A,i  relative- 
ment au  point  M. 

D'après  cette  définition,  si  l'on  imagine  par  M  deux 
axes  rectangulaires  MX  et  MY,  et  si  a/^  est  l'angle  de 
MAa  avec  MX,  les  coordonnées  du  centre  harmonique  a 
seront 

X  =  71  ,,   ^       ,  Y  =  ,i--^, 

étant  posé 

On  peut  aussi  écrire 


X2+Y2-  '  X2+Y2 

On  aura  des  formules   analogues    pour  les  coordonnées 


(63) 
du  centre  liarmonique,  />>,  dcîs  poiiils  15,,  ...,   13,,,   par 
rapport  à  M, 


^'2-+-ri'2'  ^'2+r/ 

étant  pose 

cos  ^,t  .  .      V  sin  ^k 


^'-1 


IVlByt  ^  MB/, 

Or  la  relation  (5)  donne 

^  sin  00  —  7)  cos  Cl)  =  ç'  sin  10  —  r/  cosoj. 

Remplaçons  dans  cette  équation  Ç  et  /(,  Ç'  et  r/  par  Icuirs 
valeurs  en  X  et  Y,  X'  et  Y',  il  vient 

Xsinto  —  Ycosto        X'sinw  —  Y'costo 


X2+Y2  X'2-f-Y'2 

En  d'autres  teimes,  un  même  cercle 

x'^-{-y--\-  X(a7  sin  co  — y  cosa))=  o 

passe  par  a  et  Z>  :  ce  cercle  est  d'ailleurs  tangent  en  M 
à  la  direction  MM',  c'est-à-dire  à  la  courbe  F.  Donc,  les 
centres  harmonicjues  des  points  Ai,  .  .  . ,  A«  et  B,,  .  .  . , 
B/2  par  rapport  à  un  même  point  M  du  lieu  F,  sont  sur 
un  cercle  tangent  à  F  au  point  M,  et,  comme  on  peut 
remplacer  les  points  A, ,  .  .  . ,  A,;,  ou  B, ,  .  .  . ,  B,^  par  les 
n  foyers  réels  d'une  quelconque  des  courbes  du  faisceau 
tangentiel  déterminé  par  les  courbes  A  et  B,  on  a  ce 
résultat  : 

Soit  F  le  lieu  des  foyers  des  courbes  de  classe  n  ap- 
partenant à  un  faisceau  tangentiel  donné  :  le  centre 
harmonique  des  n  foyers  réels  de  V  une  quelconque  de 
ces  courbes  par  rapport  à  un  point  fixe,  choisi  arbi- 
trairement sur  F,  reste  sur  un  cercle,  tangent  en  ce 
point  à  la  courbe  Y . 


(  «4  ) 

19.   Un  cas  particulier  remarquable  est  celui   où  le 
point  M  est  un  point  double  de  la  courbe  F  ^  l'équation 

^  sin  (0  —  r^  rosco  =  ^'  sinto  —  r/  costo 

est  alors  vérifiée  pour  les  deux  valeurs  de  w  qui  corres- 
pondent aux  deux  branches  de  la  courbe  passant  en  M, 
et,  par  suite,  on  a  nécessairement 

Donc  : 

Si  la  courbe  F  a  un  point  double,  le  centre  harmo- 
nique des  n  foyers  réels  d'une  quelconque  des  courbes 
du  faisceau  tangentiel  par  rapport  à  ce  point  est  un 
point  fixe. 

Il  est  aisé  de  voir  que  la  courbe  F  n'aura,  en  géné- 
ral, de  point  double  que  si  l'une  des  courbes  du  faisceau 
tangentiel  passe  par  1  et  J  :  le  point  double  sera  alors 
le  point  commun  aux  tangentes  menées  à  la  courbe  en  I 
et  J,  c'est-à-dire  le  foyer  singulier  de  cette  courbe. 

Un  autre  cas  intéressaiit  est  celui  où  M  est  à  l'infini 
et  ne  coïncide  pas  avec  un  des  points  cycliques  du  plan  -, 
il  est  aisé  de  voir  alors  que  le  centre  harmonique  d'un 
groupe  de  points  par  rapport  à  M  coïncide  avec  le  centre 
des  moyennes  distances  de  ces  points;  or  on  prouve  fa- 
cilement que,  si  aucune  des  courbes  A  et  B  n'a  de  foyer 
à  l'infini,  la  courbe  F  a  une  asymptote  réelle,  et,  par 
suite,  il  résulte  du  théorème  démontré  plus  haut  que 
le  centre  des  moyennes  distances  des  n  foyers  réels  d'une 
courbe  variable,  appartenant  à  un  faisceau  tangentiel 
déterminé,  décrit  une  droite. 

L'application  de  ces  théorèmes  généraux  au  cas  d'un 
faisceau  tangentiel  de  coniques  présente  quelque  in- 
térêt. {A  suis^re.) 


(  ^'-^  ) 


THÉORÈMES    DE   IIEGA^IQUE; 

Par  m.  E.  GARVALLO, 

Examinateur  d'admission  à  l'Kcole  Polytechnique. 


\.  I.e  succès  d'un  tout  petit  article,  cjue  j'ai  publié 
dans  ce  Recueil  (  '  )  Sui'  une  généralisation  du  théorème 
des  projections,  m'encourage  à  indiquer  quelques  autres 
tliéorènies,  dont  la  nature  semble  a  priori  très  diiï'é- 
rente,  mais  qui  ont  réellement,  entre  eux  et  avec  celui 
que  je  rappelle,  une  parenté  très  étroite.  Ils  peuvent 
être,  comme  lui,  représentés  symboliquement  par  la 
règle  de  multiplication  des  polynômes  algébriques. 
Quelques-uns  d'entre  eux  prennent  aujourd'liui  de 
l'importance  par  le  fait  de  l'introduction  de  la  Méca- 
nique dans  le  programme  d'admission  à  l'Ecole  Poly- 
teclmique. 

2.  Théorème  1.  —  Soient  un  système  de  l points  A,, 
A2,  .  •  .,  A/,  et  un  système  de  m  points  B< ,  B2,  .  .  .,  B,„. 
On  Joint  un  point  Ax  du  premier  système  à  un  point  B^ 
du  second,  et  Von  imagine  la  force  représentée  par  le 
segment  AxBj^.  Si  l'on  considère  le  système  des  Im  forces 
obtenues  en  joignant  ainsi  chaque  point  du  premier 
système  à  chaque  point  du  secojid,  ce  système  de  forces 
admet  une  résultante  unique,  leprésentée  par  Im  fois 
la  droite  gui  va  du  bary centre  A  du  premier  système 
de  points  au  barycentre  B  du  second . 

Ce    théorème  peut  être   représenté  symboliquejnent 

(')  3*  série,  L.  \,  août  i8qi. 
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par  la  formule  d'Algèbre 

v[AxBj,]  =  [(A,+  Ao  +  ...H-A/)(BiH-B2  +  ...+  B,„)] 
=  /m[AB]. 

C'est  la  même  qui  nous  a  servi  à  représenter  le  théo- 
rème des  projections  rappelé  au  début.  Seule  la  signi- 
fication des  symboles  est  changée^  [^^]  représente  la 
force  qui  va  du  point  A  au  point  B^  (A,-H  A24-. .  •+  A^), 
par  exemple,  représente  le  barycenlre  A  avec  la  masse  / 
(ou  tout  autre  système  de  points  ayant  même  barycentre 
et  même  masse  totale).  Le  signe  =  signifie  que  les  deux 
systèmes  de  forces,  représentés  par  les  deux  membres 
et  supposés  appliqués  à  un  corps  solide,  sont  équiva- 
lents. 

3.  Le  théorème  peut  être  généralisé  en  appliquant 
un  poids  à  chaque  point.  Le  lecteur  devinera  la  généra- 
lisation sur  la  formule.  Une  règle  bien  connue  résulte 
du  théorème  général,  dans  le  cas  où  l'un  des  systèmes 
de  points  se  réduit  à  un  seul  point  donné  B. 

Le  théorème  de  Leibnitz  est  une  conséquence  de  cette 
règle.  On  l'obtient  en  faisant  coïncider  ce  point  unique 
donné  B  avec  le  barycentre  A  de  l'autre  système  de 
points  donnés.  Le  système  des  forces  obtenues  est  alors 
en  éqidlihre.  On  obtient  des  énoncés  spéciaux  intéres- 
sants, en  considérant  les  cas  singuliers  où  la  niasse 
totale  de  l'un  des  systèmes,  ou  de  chacun  d'eux  à  la 
fois,  est  nulle.  Je  laisse  de  côté  ces  énoncés  et  aussi  les 
démonstrations,  car  mon  but  est  d'être  bref,  pour  ne 
pas  disperser  l'attention  du  lecteur,  mais  la  concentrer 
sur  le  point  fondamental  qui  est  le  rapprocJiemeJit  des 
énoncés. 

i.  TnÉoiiiLME  II.  —  On  donne  lui  système  de  points 
Al,  A 2,  .  ..,  de  niasses  in^^  ni2i  ...  et  un  sjstème  de  vec- 
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teiLis  II ,  I2, ^  l' un  quelconque  des  points  donnés  A)., 

on  applique  une  force  veprésenlée  par  l'un  quelconque 
des  vecteurs  donnés  \^  multiplié  par  la  niasse  ni\  du 
point  A\.  Le  système  des  forces  ainsi  obtenues,  en  com- 
binant tous  les  points  donnes  avec  tous  les  vecteurs 
donnés,  a  une  résultante  unique.  Celle-ci  est  appliquée 
au  barycentre  A  des  points  donnés.  Elle  est  représen- 
tée par  la  résultante  1  des  vecteurs  donnés  multipliée 
par  la  niasse  totale  m  des  points  donnés. 

Ce  théorème  est  représenté,  comme  le  précédent,  par 
la  formule 

Smx[AxI{x]  =  [('^i  Ai-h  W2A2  4-  ...)  (ii-+-  J2  +  ---)]  =  ''^AI]. 
Le  lecteur  devinera  la  signification  des  symboles. 

o.  Dans  le  ('as  particulier  où  l'on  donne  un  seul  vec- 
teur 1,  le  théorème  fournit  la  règle  bien  connue  pour  la 
composition  des  forces  parallèles.  Cette  règle  apparaît 
ici  comme  un  cas  limite  de  celle  qui  conduit  au  théo- 
rème de  Leibnitz  (3).  Il  suffit  d'imaginer  que  le  point 
unique  B  du  n°  3  s'éloigne  à  l'infini  dans  la  direction  du 
vecteur  I. 

Si  l'on  suppose  que  non  seulement  les  points  de  l'un 
des  systèmes,  mais  aussi  ceux  de  l'autre,  s'éloignent  à 
l'infini,  on  obtient,  au  lieu  du  théorème  II,  le  sui- 
vant : 

6.  Théorème  III .  —  On  donne  deux  systèmes  de 
vecteurs  I,,  \2r  ...  et  J,,  Jo,  —  On  prend  un  vecteur  \\ 
du  pi  entier  système  et  un  vecteur  J^  du  second,  puis  le 
couple  [IxJ[j,]  qui  a  pour  moment  Paire  du  parallélo- 
gramme construit  sur  ces  deux  vecteurs,  et  dont  le  plan 
est  parallèle  à  celui  de  ce  parallélogramme.  Si  l  on 
considère  le  système  des  couples  ainsi  formés,  en  corn- 
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binant  tous  les  1,'ectears  du  premier  système  apec  tous 
ceux  du  second,  ce  système  découplés,  supposé  appliqué 
à  un  coj'ps  solide,  peut  être  remplacé  par  le  couple  [IJ] 
obtenu  au  moyen  des  résultantes  I  et  J  des  deux  sys- 
tèmes de  i^ecleurs  donnés. 

Voilà  un  tliéorème  qui,  par  son  énoncé,  semble  bien 
éloigné  des  théorèmes  I  et  IL  II  nen  est  cependant 
qu'un  cas  limite.  Il  est  représenté,  comme  eux,  parla 
formule 

z[rxJj,]  =  [(!,  + io  +  ...)(J,  4-J2  +  ... )]  =  ["]• 

Inutile  d'insister  sur  la  signification  des  symboles,  ni 
sur  les  cas  spéciaux  qui  peuvent  se  présenter  dans  l'ap- 
plication des  théorèmes  II  et  III. 

7.  On  peut  former  de  la  même  manière  les  énoncés 
de  théorèmes  où  figurent  trois,  puis  quatre  systèmes  de 
points  ou  vecteurs  donnés.  Je  citerai  seulement  les  der- 
niers de  ces  séries. 

Théorème  I\.  —  On  donne  uji  système  de  /,  m,  n 
et  p  points  A<,  A2,  ...,  Ar,  Bi,  B^,  ...,  ^m  ;  C,,  C2,  ..., 
C^  ;  D4 ,  D2 ,  . . . ,  D^.  Si  l'on  considère  tous  le%  tétraèdres 
qu'on  peut  former  en  prenant  les  quatre  sommets  res- 
pectivement dans  chacun  des  quatre  systèmes ,  leur 
somme  algébrique  est  égale  au  tétraèdre  [ABCD],  qui 
a  pour  sommets  les  bary centres  des  quatre  systèmes, 
multiplié  par  le  produit  Imnp. 

Théorème  V.  —  On  donne  trois  systèmes  de  vecteurs 
I,,  lo,  ...;  Ji,  Jo,  .  .  .;  Kl,  R2,  ••••  Si  l' on  considère 
tous  les  tétraèdres  qu'on  peut  construire  en  prenan 
pour  les  trois  arêtes  successives  du  sommet,  respective- 
ment trois  vecteurs  pris  dans  chacun  des  systèmes,  la 
nomme  algébrique  de  tous  ces  tétraèdres  est  égale  a 


u 
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télraèdre  [JJK]  formé  m^ec  les  résultantes  des  trois 
sj  sternes  de  vecteurs  donnés. 

Ces  théorèmes  sont  encore  représentés  par  la  règle 
de  multiplication  des  polynôoies,  savoir 


Z[AxB(,.GvD^] 

=  [      (  A ,  -f-  A  2  H-  . . .  -h  A  /  )  (  B ,  -+-  B  2  -f- . . 

.-f-B,,,) 

X  ( Cl  +  G2  4- .  . .  +  C„)  ( D,  -1-  Da  + .  . 

.-^D,,;] 

=  /m/i/>[ABGD], 

i:[ixJ^Kv] 

=  [(I^-}-I,-^...)(J^+J2  +  ...)(Kl+K2-h. 

..)]  =  [IJKJ 

Je  n'insiste  pas  sur  la  signification  des  symboles.  On  la 
devine,  et  j'ai  liàte  de  revenir  à  des  théorèmes  connus, 
ce  qui  paraîtra  sans  doute  plus  intéressant. 

8.  Théorème  VI.  —  On  considère  deux  systèmes 
de  forces  p\^  p^,  •  •  •  ^t  q  ^,  q^,  . . .,  appliqués  à  un  corps 
solide.  Si  Von  construit  tous  les  tétraèdres  possibles,  en 
prenant  pour  première  arête  une  force  du  premier  sys- 
tème et  pour  arête  opposée  une  force  du  second,  la 
somme  algébrique  de  ces  tétraèdres  est  constante, 
quel  que  soit  le  système  qu'on  choisisse  parmi  ceux  qui 
sont  équivalents  au  système  des  forces  /?,  et  quel  que 
soit  le  système  qu'on  choisisse  parmi  ceux  qui  sont  équi- 
valents  au  système  des  forces  q. 

Ce  théorème  est,  comme  tous  les  précédents,  repré- 
senté par  la  formule  de  multiplication  des  polynômes 
algébriques 

=  [ip\  -^p',  ^ . . .)  {q\  +  'z;  +  .  •  -)\  =  ^[pigl^]- 

Dans  cette  formule,  [/^x^/a]  représente  la  valeur  algé- 
brique du  tétraèdre,  dont  la  première  arête  est  /;x  et 
dont  l'arête  opposée  est  </[j(,;  (/?j  + /^o +  •••)  représente 
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non  pas  la  somme  des  valeurs  numériqu<*s  de  ces  forces, 
mais  la  notion  géométrique  plus  complexe  de  l'ensemble 
de  ces  forces.  Le  théorème  montre  que,  comme  en  Al- 
gèbre, on  peut  remplacer  (/v>i  + /?2  +  - •  •)  p^r  toute 
somme  égale,  ce  ([ui  signifie  ici  par  tout  système  de 
forces  éc/uwaleiit  au  premier. 

9.  Le  théorème  de  Mobius  en  est  un  cas  particulier. 
On  l'obtient  en  prenant  le  système  des  forces  q  con- 
fondu avec  celui  des  forces  p.  Pour  avoir  ensuite  le 
théorème  de  Chastes,  il  suffit  de  réduiie  à  deux  le  sys- 
tème des  forces  p.  Dans  le  cas  particulier  où  le  système 
des  forces  est  en  équilibre  ou  réductible  à  une  force 
unique,  ou  seulement  à  un  couple  (ce  qui  est  un  cas 
limite  d'une  force  unique),  la  constante  du  théorème 
de  Mobius  est  nulle. 

10.  On  pourra  former,  comme  on  Ta  fait,  avec  des 
systèmes  renfermant  seulement  des  points  ou  vecteurs, 
des  théorèmes  où  figurent  à  la  fois  des  systèmes  de 
points  ou  vecteurs,  et  aussi  des  systèmes  de  forces  ou  de 
couples.  On  peut  s'élever  dans  une  voie  illimitée,  en 
prenant  un  nombre  aussi  grand  qu'on  voudra  de  sys- 
tèmes. 

H.  D'un  autre  côté,  nous  avons  seulement  intro- 
duit des  systèmes  de  points  et  de  forces  et  leurs  cas 
limites  vecteurs  et  couples.  On  peut  aussi  introduire 
des  systèmes  de  plans.  A  cet  égard,  chacun  des  théo- 
rèmes que  nous  avons  signalés  admet  un  théorème  cor- 
rélatif où  les  points  sont  remplacés  par  des  plans  et 
inversement.  Ce  théorème  corrélatif  peut,  il  est  vrai, 
coïncider  avec  un  théorème  déjà  étudié.  C'est  ainsi  que 
le  théorème  VI    a,    pour   corrélatif,   lui-même.   Mais  il 
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reste  encore  là  une  source  abondante  de  tliéorèines  nou- 
veaux. 

12.  Et  maintenant,  cher  lecteur,  entreprendrez-vous 
de  clierclier  une  démonstration  spéciale  pour  chacun  de 
tous  ces  théorèmes,  dont  l'abondance  décourage  même 
de  fixer  les  énoncés?  Vous  estimerez  plutôt  que,  malgré 
leur  apparente  diversité,  tous  ces  théorèmes,  y  compris 
celui  des  projections,  découlent  d'un  même  principe. 
Ce  principe  est  celui  que  j'ai  pris  pour  base  dans  mon 
exposition  de  la  méthode  de  Grassmann  (*). 

Le  présent  article  a  pour  but  de  montrer  deux  choses, 
d'abord  que  cette  méthode  a  son  origine  dans  la  Sta- 
tique, qu'ensuite  elle  résume  à  son  tour  la  Statique 
tout  entière  en  un  instrument  condensé  et  puissant, 
d'un  maniement  souvent  aussi  facile  que  celui  de  l'Al- 
gèbre élémentaire,  dont  elle  suit  les  règles.  Dans  ces 
règles  sont  renfermés  tous  les  théorèmes  connus  de  Sta- 
tique et  une  infinité  d'autres;  il  devient  inutile  de  les 
savoir  et  même  de  les  énoncer.  La  connaissance  du 
calcul  algébrique  les  remplace. 

J'ai  montré,  d'autre  part,  le  parti  qu'on  peut  tirer  de 
la  méthode  de  Grassmann  pour  la  théorie  des  détermi- 
nants (2).  Mais,  si  je  l'ai  fait,  c'est  pour  faire  voirie 
lien  qui  existe  entre  elles.  La  vérité  est  que  la  méthode 
de  Grassmann  supprime  la  théorie  des  déterminants,  en 
se  substituant  à  elle. 

Voilà  pour  la  Mécanique  et  l'Algèbre.  Quant  à  la 
Géométrie^  elle  l'embrasse  tout  eniiêre  dans  son  algo- 
rithme, à  la  fois  synthétique  et  analytique,  qui  se  prête 
aussi  bien  à  la  Géométrie  de  position  qu'à  la  Géométrie 


(*)  Nouvelles  Annales,  3*  série,  t.  XI;   1892. 

(^)  Nouvelles  Annales,  3"  série,  t.  X;  mai  et  auiU  i8()i 
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métrique.  M.  F.  Caspary  l'a  démontré  dans  ses  impor- 
tants Mémoires  (*),  et  je  l'ai  seulement  indiqué  dans 
mon  article  trop  court  sur  la  méthode  de  Grassmann. 
Je  me  propose,  pour  le  faire  voir  plus  complètement,  de 
traiter  bientôt  quelques  exemples  puisés  dans  les  ma- 
tières du  cours  de  Mathématiques  spéciales. 


NOTE  DE  GÉOMÉTRIE; 

Par  m.  le  Général  E.  DEVVULF. 


Construire  une  parabole,  connaissant  un  de  ses 
points  A,  le  cercle  osculateur  en  A^  et  la  direction  de 
ses  diamètres. 

M.  d'Ocagne  a  donné  une  solution  de  ce  problème 
{Nouvelles  Annales.^  t.  XI,  3®  série,  p.  32;7).  En  voici 
une  autre,  fondée  sur  un  théorème  qui  a  des  consé- 
quences et  des  applications  nombreuses. 

Soient  un  cercle  (O),  situé  dans  un  plan  horizontal  II, 
A  un  de  ses  points,  S  un  point  quelconque  de  la  ver- 
ticale qui  passe  par  le  point  A.  Considérons  le  cône 
dont  le  sommet  est  S  et  dont  la  base  est  le  cercle  (O). 
La  projection  orthogonale  sur  II  de  toute  section  plane 
de  ce  cône  est  une  conique  tangente  en  A  au  cercle  (O). 
Si  le  plan  sécant  passe  par  le  point  A,  cette  projection 
(C)  sur  n  est  osculée  en  A  par  le  cercle  (O). 

La  conique  (C)  et  le  cercle  (O)  sont  deux  courbes 
homologiques ;  A  est  leur  centre  d'homologie ;  la  corde 


C)  Voir  entre  autres  :  i°  au  Tome  100  du  Journal  de  Crelle,  un 
Mémoire  analyse  par  moi  au  Bulletin  de  la  Société  mathématique 
de  France,  t.  XV;  1887;  2"  Bulletin  des  Se.  mathém.,  2*  série, 
l.  XI;  oct.  1887;  3°  ibid.,  l.  XIII;  sept.  188g. 
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commune  à  la  conique  et  à  son  cercle  osculalear  en  A 

est  leur  axe  d'homologle. 

Voici  l'application  au  problème  énoncé  plus  haut. 

Les  plans  passant  par  A,  qui  coupent  le  cône  S(0) 
suivant  des  paraboles,  enveloppent  un  cône  dont  le 
sommet  est  en  A  et  dont  les  génératrices  sont  paral- 
lèles à  celles  du  cône  S(0).  De  là  on  conclut  immédia- 
tement la  construction  suivante  de  la  parabole  : 

Tracer  par  A  une  parallèle  AB  à  la  direction  donnée; 
mener  la  tangente  t  en  Bj"  tracer  AA<  parallèlemcmt  à  t. 


La  corde  AA,  est  la  corde  commune  à  la  parabole  et  à 
son  cercle  osculateur  en  A. 

Pour  construire  la  courbe  liomologiquedu  cercle  (O), 
A  étant  le  centre  d'homologie  et  AA<  l'axe  d'homologie, 
il  suffit  de  connaître  deux  points  correspondants. 

Pour  cela,  traçons  :  i"  la  parallèle  à  ABpar  le  milieu 
A'  de  AA,;  2"  la  tangente  en  A  au  cercle  (O).  Prenons 
le  milieu  D  de  A'C.  Le  point  D  appartient  à  la  parabole 
et  correspond  au  point  D'.  Le  problème  est  donc  résolu. 

Cette  construction  offre  cet  avantage  de  donner  en 
même  temps  qu'un  point  1^  tangente  en  ce  point. 

Extrait  dhine  lettre  de  M.  le  général  Dewulf  à  M.  Bouché. 
Remarques.  —  1"  La  droite  CAj  est  la  tangente  en  Ai  à  la 
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parabole;  on  peut,  si  l'on  veut,  retrouver  ainsi  la  conslruclion 
de  M.  d'Ocagne. 

2"  Il  est  inutile  de  trouver  directement  le  point  D'  qui  cor- 
respond à  D.  La  parabole  est  déterminée  par  le  cercle  (0),  le 
centre  d'homologie  A,  l'axe  d'homologie  AAi  et  le  point  B  qui 
correspond  au  point  à  l'infini  situé  sur  AB. 


SIR  LA  GEOMETRIE  !\0\   ElCLIDIE^^E; 

Par  m.  Gérard. 


Ou  sait  (voi/'lc  Traite  de  Géométrie  de  MM.  Rouclié 
et  de  Comberousse,  ^ote  2  de  la  6®  édition)  que  la 
somme  des  angles  d'an  triangle  rectiligne  est  ou  bien 
égale  à  deux  angles  droits  pour  tous  les  triangles, 
ou  bien  moindre  que  deux  angles  droits  pour  tous  les 
triangles.  Nous  prendrons  pour  point  de  départ  la  se- 
conde hypothèse;  par  conséquent,  la  sonuue  des  angles 
d'un  polygone  de  n  côtés  sera  supposée  moindre  que 
271  —  4  angles  droits. 

Leaïme  I.  —  Etant  données  deux  denii-droiles  AX, 
ax  {fi g-  1)  faisajit  avec  Aa,  la  première,  un  angle 

Fis.   I. 


CL        d        e^        b        J^ 

droit  on  ohtus,   la  deuxième,  un  angle  droit;  si  l'on 
prend  sur  AX,  à  partir  du  point  A,  un  segment  im- 
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fiable  AB,  (jue   l'on  projet tf^  nu  ah  sur  ax.  les  trois 
(f  nantit  es 

„,       AB        B6  — Aa 
ao  AB 

augmentent  en  même  temps  que  AB. 

En  effet,  soit  AC  >  AB,  et  abaissons  Ce  perpcndicii- 
Jaire  sur  ax. 

\^  Cc^  B/?.  —  Car  élevons  au  milieu  f  de  hc  une 
perpendiculaire  qui  rencontre  BC  en  un  point  F,  et 
plions  le  quadrilatère  BF/Z>  autour  de  F/,  le  point  B 
vient  coïncider  avec  un  point  G  de  Ce;  il  faut  prouver 
que  le  point  G  est  situé  entre  C  et  c,  ou  que  l'angley'FG 
est  moindre  que  /FC.  Or  /"FG=  /"FA,  et,  dans  le 
quadrilatère  AF/Vz,  qui  a  deux  angles  dioits  a^  f  et  un 
angle  A  droit  ou  obtus,  il  faut  bien  que  l'angle  F  soit 
aigu,  puisque  la  somme  des  angles  d'un  quadrilatère 
est  supposée  moindre  que  quatre  angles  droits.  Ainsi 
Tangley^FA,  étant  aigu,  est  moindre  que  son  supplément 
/FC.  c.  o.  F.  D. 

,   AG        AB  ^        ^  , 

2^  —  >>— !-•  —  fc-n  etiet,  supposons,  par  exemple, 

hc   1  ^ 

et  soit 

ad  :=  de  =  eb  =  bf  =  fc\ 

parles  points  rf,  e,  f^  menons  des  perpendiculaires  à  ax^ 
qui  rencontrent  AX  en  D,  E,  F.  Tout  revient  à  démon- 
trer que  les  segments  AD,  DE,  .  .  .  vont  en  croissant 
à  mesure  qu'on  s'éloigne  du  point  A^  par  exemple. 
FC>FB. 

Or,  dans  le  quadrilatère  BCc^,  qui  a  déjà  deux  an- 
gles droits,  l'angle  C  doit  èlre  moindre  que  le  supplé- 
ment de  l'angle  Z>BC,  c'cst-à-dircî  moindre  que  ^BA  ou 


(  7«  ) 
FGC.  Par  coiiséquciil 

FG>  FG  =  FB. 

Ainsi 

BG        hc  .,    ,  AG  ^    ac 

—  >  — r  >  d  ou  -r-=:  >  — 7  •  c.  F.  Q.  D. 

AB  ^  «6  AB  ^  «6 

Gc  —  Aa        Bè  —  A«  ^        .,.  ^ 

3°    T^^ —  >  v-5 •  —  Ln  efiet,  supposons,  par 

AG  Ar> 

exemple, 

BG       2. 

AB  ~  3^ 

et  soit 

AD  :^  DE  =  EB  =  BF  =  FG; 

menons  Dc^,  Ee,  .  .  .  perpendiculaires  sur  ax.  Tout 
revient  à  démontrer  que  la  difFérence  entre  deux  per- 
pendiculaires consécutives  va  en  croissant,  à  mesure 
qu'on  s'éloigne  du  point  A;  par  exemple,  que 

F/—B6<Gc  — F/. 

Or,  comme  BF  =  FC,  si  l'on  abaisse  BM  et  CN  perpen- 
diculaires sur  F/',  les  triangles  BFM,  CFN  sont  égaux  ; 

donc 

FM  =  FN         ou         F/— M/=N/— F/; 

comme 

M/<B6        et        N/<Gc  (i"), 

on  en  déduit 

F/_B6<Gc-F/. 
Ainsi 

Gc  — B6        BG  „   ,  Gc  — Aa        AG 

B-7 î >  To^'  d'où  g-r r—  >Tc*  C.Q.F.D. 

B6  —  A  a       AB  B6  —  A  a        AB 

On  traiterait  sans  peine  le  cas  où  BG  et  AB  n'ont  pas 
de  cominune  mesure. 

Cas  particulier.  —  Les  conclusions  précédentes  sub- 
sistent quand  les  points  A  et  a  se  confondent.  Donc,  si 
l'on  prend  sur  l'un  des  côtés  d'un  angle,  à  partir  du 


I 


(  77  ) 
soiTinieL,  un  segniciU  variable  AH  {Jig-  '^-),  que  l'on  pro- 

jeltc  en  au  sur  1  autre  cote,  les  rapports   ,-j ,  -^  di- 

Fig.  2. 


ininueiU  en  même  temps  que  AB.  De  même,  en  proje- 
tant le   point  B  en  b'  sur  la  perpendiculaire  à  Ax  au 


Kb' 


point  A,  on  voit  que  le  rapport  -^  augmente  à  mesure 


que  AB  diminue.  Donc,  si  l'on  fait  tendre  AB  vers  zéro, 


Bè 


le  rapport  ^^-r^  qui  va  en  décroissant  et  qui  reste  supé- 


A6' 


rieur  au  rapport  croissant  -t-t.j   tend   vers  une   limite 
différejite  de  zéro. 

Lemme  II.  —  Revenons  à  la  Jig.  i,  et  abaissons  Kb' 

perpendiculaire  sur  Bb^je  dis  que  — j-  diminue  lorsque 

ab  augmente,  le  point  A  restant  fixe,  c'' est-à-dire  que, 
en  abaissant  Ac'  perpendiculaire  sur  Ce,  on  a 

Ac        Xh' 
ac  ah 


En  effet,  supposons  toujours 

ad  =  de  =^  eh  =  hf  =  /c, 


ab 


et 


puis  abaissons  A  J',  Ae^  .  .  .  perpendiculaires  sur  Dd, 
Ee,  ...;  tout  revient  à  démontrer  que  la  différence  entre 
deux  perpendiculaires  va  en  diminuant,  à  mesure  qu'on 
s'éloigne  du  point  A,  par  exemple, 

A//- Ae'<  Xc  —  Ad'. 
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(  7«  ) 
Or,  en  appelant  m  et  n  les  points  de  rencontre  de  Ae' 
avec  Dd  et  BZ>,  il  est  clair  que  nw! zz=l  ne\  et  par  consé- 
quent 

kb'—  Ae'<  c' n  —  e  m  <  ke  —  kd .        c.  q,  f.  d. 

Ceci  pose,   supposons    que    les   droites    AX   et    ax 
{fig'  i)  soient  toutes  deux  perpendiculaires  à  Art,  et 

AB 
faisons  tendre  AB  vers  zéro,  le  rapport  "—j  >  qui  va  con- 
stamment en  décroissant,  tend  vers  une  limite  à  la- 
quelle  il  reste   constainrnent  supérieur  ;   soit  f{aA.) 
cette  limite  qui  ne  dépend  que  àe  a\. 

D  autre  part,  le  rapport  — j-  augmente  a  mesure  que 

,    ,.     .  .,.,.,   AB      1 

ab  diminue,  tout  en  restant  inierieur  a  —r->  donc 
'  au 

^</(«A). 

J'en  conclus  d'abord  f[aK)^\'^   ensuite,    de   même 
que,  dans  le  quadrilatère   trirectangle  Kh'ba^  — j-   est 

moindre  que  f[a  A.)  ^  de   même,   dans  le  quadrilatère 

A  R 
trirectangle  AB/p<2,  —j-  est   moindre  quey(èB).  Ainsi 

AR 

(,)  /(Aa)<-^</(/.B). 

Reste  à  déterminer  la  forme  de  la  fonction  f.  Pour 
cela,  je  vais  montrer  qu'elle  satisfait  à  l'équation  fonc- 
tionnelle 

('2)  f{x  -\-y)  -h  f{x  -  y)^  -ifi-T)  f(y), 

quelles  que  soient  les  deux  longueurs  x  et  y. 

Sur  l'un  des  côtés  d'un  angle  droit  //. Ap»  {fig-^)-) 
prenons  trois  longueurs 

AB  =  X  — y^         AC  =  X.         AD  =  .r  -\~ y\ 


(  79  ) 
sur  la  perpendiculaire  à  AD   au  point  D,  prenons  un 
point  arbitraire  d^  abaissons  cla  perpendiculaire  sur  At/, 

FiK.  3. 


et  soient  b^  c  les  points  de  rencontre  de  ad  avec  les  per- 
pendiculaires à  AD  aux  points  B  et  C^  enfin  abaissons 
bm  et  dn  perpendiculaires  sur  Ce. 

i"  Comme  BC  =  CD,  le  lemme  I  nous  apprend  que 
bc  est  moindre  que  cd^   par  conséquent,   me  moindre 

que  en  \  donc 

2Gc-<G/>i-i-G//. 
Or 

donc 


Df/+Bè>2Gc/(jK), 

d'où,   en  divisant  par  Ka  et  faisant   tendre   \)d  vers 

zéro, 

/(^  +7)  -+-  f{oc-y)  ^  if{x)  f{y). 

cd 
9."  Posons  V-  =  [^,  lt3  lemme  I  nous  apprend  aussi  que 

en  .     ,  , 

—  est  moindre  que  a,  donc 

cm  i        i  7 

^          G  /i  -I-  u  G  m 
Gc>  ^ 

1  -t-  \x 

Or  prenons  sur  le  prolongement  de  ad  un  point  quel- 
conque e,  que  nous  projetons  en  E  sur  AD;  prenons, 
sur  le  prolongement  de   AE,  une  longueur   EH  =  r  5 


(  8"  ) 
enfin  projetons  le  point  e  en  h  sur  la  perpendieulaire  à 
AH  au  point  H;  nous  aurons 

V>h        D_^        Ee 

d'où 

Ee 
D<i-i-aB6<(n-  |Ji)Cc  =nf-,- 

ou 

D<i  B6        ,  ,  Ce    Ee 

d'où,  en  faisant  lendie  Ee;  vers  zéio,  le  point  E  restant 
fixe,  et,  en  remarquant  que  tji  tend  vers  i ,  car 

cd        {Z{)-\-Cc^Dd  Me 

^<^<CD<  CD <'-^"gd' 

on  trouve 

f{x  -^y)  -f-  f{x  —  y) -à  if{oo)f{y). 
Donc  enfin 

f{x-^y)^f{x  —  y)  =  ').fix)f{y).       c.  Q.  F.  d. 

Ceci  posé,  soit  a  une  ligne  quelconque,  comme 
/*(«)>>  I,  on  peut  trouver  un  nombre  positif  a,  tel 
que 

/(a)  =  -(e^-+-  6-a)  =  cha; 

ensuite,  en  calculant  successivement /( 2 «),  J'^Za)^  ... 
par  la  formule  (2),  on  trouve 

/(  na  )  =  ch  Al  a  ; 
d'où  l'on  déduit 

/(  -  a  )  =  ch  -  j  /(—«)  =  cli  — 

"^  \n    /  n  -^  \ji     J  n 


Tll 

—  a 


et,  en  général, 


/(^)  =  cl.(^a) 


(8,   ) 
quelle  que  soit  la  longueur  x.  Si  donc  on  désigne  pai*  A 
la  longueur    -a,    que  Bolyai   appelle  Vanité  naturelle 
de  longueur,  on  aura 

(3)  f{x)  =  chy 

Cherchons  maintenant  la  relation  qui  existe  entre  les 
trois  côtés  d'un  triangle  ABC  rectangle  en  A  {/Ig.  i). 
D'un  point  B'  pris  sur  le  prolongement  de  l'hypoténuse, 
ahaissons  B'  A'  perpendiculaire  sur  AC  ;  faisons  glisser  le 

Fig.  4. 


triangle  A'B'G  le  long  de  AG  jusqu'en  AB,G,,  puis  le 
long  de  BG  jusqu'en  A2BC.2.  Puis,  par  le  milieu  E  de 
ce,,  menons  à  BC  une  perpendiculaire  EF,  qui  sera 
aussi  perpendiculaire  à  B,C<  en  un  point  G  tel  que 
EF  :=  EG.  De  même,  la  perpendiculaire  HI  à  la  dioite 
AG,  menée  par  le  milieu  de  CC2,  est  aussi  perpendicu- 
laire à  AoCo  en  un  point  J,  tel  que  HI  =^  HJ.  Enfin 
menons  B,D,  perpendiculaire  à  BG  et  B'D  perpendicu- 
laire sur  AB;  nous  avons  vu  (|ue,  si  l'on  fait  tendre  BB' 
vers  zéro,  on  a 

*'"^W  =  ^'"    BB7' 


(  «^  ) 

GH         KG 


,         ,  III  EF         j  I         A  r     •         1 

de  même,  t^tt  et  rr^r  tendent  vers  la  même  limite:  donc 


IJ        ,.      FG 

^•"^gg;==''"^gg;' 

d'où,  en  divisant  membre  à  membre,  et  en  remarquant 
que  GCo  -^-  BB'  et  CC,  =  AA', 

,,.  y     B'D         BB,       ,.      B,D, 

Or,  en  appliquant  les  formules  (i)  et  (3)  au  quadrila- 
tère trirectangle  AA'B'D,  on  a 

,  AD       B'D         ,  A'B' 

,         B'  D 
donc,  si  l'on  fait  tendre  BB'  vers  zéro,  -^-t}  tend  vers 

*  r» 

ch-,   ;  de  môme,  en  considérant  le  quadrilatère  FGB|D, , 

BiD,  ,  ,    BG 

on  voit  que  -f^-  tend  ver8  en  -j-- 
^         FG  /l 

BB 
Reste  -pr;    comme   ABi^AoB,   en   appelant  M   le 

point  de  rencontre  de  A2B  avec  AC,  on  voit  que 
BB,>  AoM,  donc 

BBi       A,  M         ,  JA, 

d'autre  part,  en  prenant  sur  le  prolongement  de  BA  une 
longueur  AN  ^=  BBj,  et  en  abaissant  NP  perpendicu- 
laire sur  IJ,  on  a  aussi 

BBi       AN         ,   PN 
IP    ~    IP    ^  k   ' 

mais,  comme  BN  =  BA2,  le  point  N  tombe  dans  l'angle 
BCo  A2  et  le  point  P,  entre  I  et  T^  donc  IP  <  IJ,  et  l'on 


\ 


(83) 


a,  a  fortiori, 


KBi    ^    .   PN   ^    ,   i»j  _|_  lA -+- AN 

Tr<^^T-<^*^ -k 


BB, 


Les   relations  précédentes    montrent   que    -^   tend 
vers  cil  -r-;  et  alors  l'équation  (4)  donne 

(5)  ch  —  ch  —j-  —  ç\\-—  .  c.  Q.  F.  D. 


Considérons  maintenant  un  triangle  quelconque  ABC 
(/f^*^.  5);  supposons  l'angle  A  aigu  et  menons  la  liau- 


Fiar.  5. 


B      -^ 


teur  CD.  Eu  appliquant  la  formule  (5)  aux   triangles 
rectangles  BCD,  ACD,  on  a 


^  BG         ,   CD    ,  AB  — AD 

ch  —j-  —  ch  -7—  ch -. 

A"  k  k 

,   AG         ,   GD    ,   AD 
ch  —z-  =  ch  —j—  ch  -y-; 
A"  k  k 


d'où,  en  se  servant  des  notations  et  des  formules 

\  ,  ,  sha7 

'2  cha" 

ch(37  drjK)  =  ch.r  chr  ±  %\\x  shj^, 


on  déduit 


th 


AD 


L  BG         ,  AB    ,   AG        ,  AB    ,   AG 

ch  —J-  =  ch  —7-  ch  —7 sh  —7-  sh  ~j~         .  ,, 

k  k  k  k  k      .   A  G 


Ih 


k 


(  81   ) 
De  même,  en  abaissant  la  hauteur  BE,  on  a 


A  E 

,  BG         .  AB    ,  AG         ,   AB   ,  AG         /F 

en  — i—  =  cil  -,-  cil  ~, s  h  -,-  sh  —, ^-i-  : 

k  A'  K  A  A       ,   AB 

th  -7- 


donc 


,  AD         ,  AE 
th  --       th  -^- 


L  AG         ,  AB' 
t  h  -T-        th  -- 
A:  A 

c'est-à-dire  que  la  valeur  connu  une  de  ces  deux  rap- 
ports ne  dépend  pas  des  longueurs  AB  ou  AC,  mais  seu- 
lement de  l'angle  A  :  c'est  cette  valeur  qu'on  appelle  le 
cosinus  de  l'angle  A,  de  sorte  que 

,  BG         ,  AB    ^  AG         ,  AB    ,  AG 

ch  -r-  =  ch  -j-  en  ~ sh  -j—  sh  -—  cos  A. 

k  A"  A"  A"  A 

En  supposant  l'angle  A  obtus,  on  arriverait  à  la 
même  formule,  à  condition  de  définir  le  cosinus  d'un 
angle  obtus  comme  égal  au  cosinus  du  supplément  de 
cet  angle  précédé  du  signe  — . 

Ainsi  les  côtés  «,  h^  c  et  les  angles  A,  B,  C  d'un 
triangle  sont  liés  par  les  relations 

ch  V  =  ch  y  ch  v  —  sh  j  sh  -   cos  A, 

K  i\  K  K         A" 

ch  V  =  ch  V  ch  -T  —  sh  v  sh  -r-  cosB, 
k  k       k  k       k 

ch  7;  =  ch  y  ch  J  —  sh  y  sh  j  cos  G. 
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COIVSTRUCTIO^  DU  CENTRE  DE  COIJRBIIRE 
DE  CERTAINES  COIRRES; 

Par    m.    R.    GODEFROY, 

Ancien    élève   de   l'École    Polytechnique. 


Considérons  une  courbe  quelconque  rapportée  à  un 
systèmes  d'axes  rectangulaires  .vOy.  En  un  point 
\{x,  j)  de  la  couibe,  le  centre  de  courbure  est  C;  la 
normale  AG  rencontre  Ox  au  point  B(X,  o)  sous 
l'angle  a;  les  perpendiculaires  en  B  et  C  à  Ox  et  à  AC 
se  coupent  au  point  M. 

On  a 


mais 


GA        d{X) 

BM  =  -^  , 

sina 

d{B)  =  dX, 

d{X)  =  -. —  ; 
sina 


ces  valeurs,  portées  dans  la  formule  ci-dessus,  la  trans- 
forment en  celle-ci 


GB  _  ^   .  ., 

GA        dx 


dont  nous  allons  faire  usage. 


Les  courbes  que  nous  avons  en  vue  sont  celles  dont 
les  distances  /',  ;'  d'un  quelconque  de  leurs  poinls  à  un 
point  fixe  O  et  à  une  droite  fixe  PQ  sont  liées  par  la 
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(86  ) 
relation 


—-  =  consl., 


m  et  n  étant  quelconques. 

Prenons  respectivement  pour  axes  de  coordonnées 
Ox  et  Oy  la  perpendiculaire  et  la  parallèle  à  PQ,  me- 
nées par  le  point  O. 

Conservons  d'ailleurs  les  notations  du  lemme. 

On  aura 


f^'=z  X  -h  <7, 

et  l'équation  de   la  courbe   pourra  toujours   se   nieltre 
sous  la  forme 

On  a  ici 

X  —        '-  —  ; 

•ly  'X 

la  formule 

GB       «r/X   .    , 


deviendra 

GB        p{p-\) 


GA  2  ^  ^ 


mais,  de  l'équation  de  la  courbe,  on  tire 


K(.r-f-a)/'-2  = 


or 

X^  H-  JJ/2  ^2 

{x-{-  a)^  ^  72' 
donc 

GB         p{p—t)       r^ 


■)  > 


GA  2  r'2 


sin'^  a 


Soit  /  la  longueur  du  segment  de  la  tangente  com- 
pris entre  son  point  de  contact  A  et  son  point  de  ren- 


(  87  ) 


coiUrc  T  avec  PQ,  un  a 


sin-^a 


par  suite 


GÂ 


Cette  relation  conduit  à  la  construction  suivante  : 
Prendre    sur    AO    le    segment   AD=l/-^— ^ 


/■; 


joindre  TD,  mener  du  point  A  la  droite  AE  perpendi- 
culaire à  TD  jusqu'en  E,  où  elle  rencontre  la  droite  BE 


parallèle  à  AF.  Cette  dernière  est  symétrique  de  AE  pai- 
rapport  à  la  bissectrice  de  l'angle  OAT.  La  perpendicu- 
laire à  AO  menée  du  point  E  rencontre  la  normale  AH 
au  centre  de  courbure  C. 

En  effet,  les  triangles  CBE,  CEA  sont  tous  deux  sem- 
blables au  triangle  ADT. 

Il  en  résulte  les  proportions 

d'où 
c'est-à-dire 


GB 

CE 

AD 

GE 

GA  ~ 

AT' 

GB 

GA 

AD 
"AT 

2 

GB 

= 

PiP  — 

1)  r 

GA 

•>. 

l 

(  88  ) 

Cette  ooiistriiction  est  la  généralisation  d'une  eon- 
struction  bien  connue  du  centre  de  courbure  des  sec- 
tions coniques. 


LE  RESTE  DE  LA  SERIE  DE  TVYLOR; 

Pau  m.  E.  AMIGUES. 


1.  M.  Darboux  a  démontré  depuis  longtemps  que  le 
reste  de  la  série  de  Taylor,  dans  le  cas  d'une  fonction 
de  variable  imaginaire,  est  susceptible  de  prendre  une 
forme  tout  à  fait  analogue  à  celle  qu'on  obtient  dans  les 
Cours  élémentaires  d'Analyse,  pour  le  cas  particulier 
d'une  fonction  de  variable  réelle  (  Journal  de  M.  Resal, 
1876).  Nous  pensons  qu'il  y  a  quelque  intérêt  à  dé- 
duire le  résultat  de  M.  Darboux  de  l'intégrale  curvi- 
ligne qui  sert  de  reste  dans  la  méthode  de  développe- 
ment de  Cauchy.  C'est  ce  que  nous  nous  proposons  de 
faire  dans  cette  Note. 

Nous  commencerons  par  généraliser  une  formule 
donnée  par  M.  Darboux  dans  le  Mémoire  déjà  cité. 

Soit  L  un  contour  quelconque  décrit  par  la  variable  z 
et  une  intégrale  prise  le  long  de  ce  contour 


I  =Jf{z)^{z)dz. 


Le  module  de  l'intégrale  est  au  plus  égal  à  la  somme 
des  modules  de  ses  éléments.  On  a  donc,  en  désignant 
par  9  un  nombre  compris  entre  o  et  i , 


111 


od  1  =  0   /   motl/(-3)  1110(1  cp(.3)  mo(\dz, 


(  89  ) 
ui  étant  une  valeur  eonvenable  comprisiî  entre    la  plus 
grande  et  la  plus  petite  valeur  de  mod  f(z).)  on  a 


m 


ocl  J  =6|ji  /   tnod'^i z)  mod  dz. 


Mais,  (juand  la  variable   z  décrit  l'arc  L,  il  y   a  au 
moins  un  point  Ç  de  cet  arc  pour  lequel 

mod/(0=[a. 
La  formule  peut  donc  s'écrire 

modl  =  6  mod/(^)  /   modcp(  s)  modo?2. 

Soit 

/(t)  =  eto^mod/(0. 
On  a  alors 

mod  I  =  0e-'**''/(^)  /  moA^{z)  moàdz, 

d'où  l'on  conclut 

f  =  Oe(a'-w^'/(^)  /  mod^{z)  mod dz, 
OU  bien,  en  posant 

(A)  l  =  IJX^)  fmod^{z)mod dz, 


•^L 


X  étant  un  facteur  dont  le  module  est  moindre  que  i. 

Supposons  le  cas  d'une  variable  réelle,  c'est-à-dire 
imaginons  que  la  ligne  L  soit  un  segment  de  l'axe  des  x 
compris  entre  a  et  h  (a  <i  h).  Alors  on  a 


mod^5  =  dr. 


Supposons,  en  outre,  que   la  fonction  'f  (x)  soit  une 
fonction  réelle,  qui  demeure  positive  entre  a  et  b^  de 


(  90  ) 
façon  (jue  Ion  ail  également 

motlcp(^)  =  ^(x-).- 

La  formule  (A)  devient,  dans  ce  cas, 

et  5  est  l'abscisse  d'un  point  du  segment  de  l'axe  des  x. 
La  formuJe  (B)  est  la  formule  de  M.  Darboux. 

2.  f{z)  étant  une  fonction   monodrome  avec  dérivée 

finie,  dans  une  courbe  fermée  G  contenant  un  cercle  de 

rayon  R  et  de  centre  a,  on  sait  que  l'on   a  pour  tout 

point 

X  =  a  -h  t 

situé  dans  ce  cercle  ' 

-^   ^  /        y  V     /  I    ''     ^     '  1.2.  .  .(M—  l)-^         -  ^ 

la  valeur  de  R  étant  donnée  par  la  formule 

Y{=  -L    f  t"f(z)dz  ^ 

'-i^i  Je  {z  —  ay'{z  —  a—t)' 

l'intégrale  étant   prise  dans  le  sens  direct  et  le  long  de 
la  courbe  qui  contient  le  cercle.  On  peut  écrire 

(G)  R  = -î-    f  ( ^l^Z^Y -iSll^ . 

iTzi  J^   \z  —  a/       z  —  iP 

M.  Hermile,  partant  de  cette  expression,  en  déduit, 
pour  le  ca««  des  variables  réelles,  la  forme  du  reste  con- 
nue sous  le  nom  dii  foririp.  de  Lagrange.  Nous  imiterons 
d'abord  le  calcul  de  M.  Hermite  (Cours  d'Analyse, 
4*^  édition,  p.  72).  Puis  nous  appliquerons  notre  for- 
mule (A). 

La  formule  (C)  persiste  quand  on  déplace  le  centre  a 


(  9-  ) 
(lu  cercle  sans  changer  x,  pouivu  que  le  cercle  ne  cesse 
pas  (le  contenir  x  ni  d'être  contenu  tout  entier  dans  la 
courbe  C.  On  peut  donc  dilî(^'rentier  les  deux  membres 
delà  formule  (C),  en  regardant  a  comme  variable  et  H 
comme  fonction  de  a.  On  a  ainsi 

dK  _  —ri{x  —  a)'^-^     r    f{z)dz 
da  •2Tzi  J^.  (z — a)«^-' 

c'est-à-dire,  par  une  formule  connue, 

dR  _  —(x--a)'^-if'^(x) 
da  i  .1.  .  .  {n  —  I ) 

En  d'autres  termes,  en  posant 

G(„)  =  -^,  r(isLiL)"  f(^i^, 

2TU    Jç.\Z  Il  /  Z  X 

on  a 

dG{u)  _  —{x—  u)'^-\f'^{u) 
du  i  .'2.  .  .  (n  —  i ) 

On  peut  alors  intégrer  les  deux  membres,  en  faisant 
décrire  à  la  vaiiable  u  une  ligne  quelconque  située  dans 
la  courbe  C.  Nous  prendrons  pour  ligne  d'intégration  la 
droite  ax 


G(x) 


~G{a)=  f 


—  {x  —  uY-\f'^ {u)  du 


i.i...{n  —  i) 

mais  on  a 

G(^)  =  o,        G(a)=:R. 
Donc 
/n^                    R        r    (^-i^r-'f"{^)du       . 
^^^  ^='J  i.2...(n-i) 

On  peut  écrire  ceci 

i.i..  .{n  —  i)\\  =  I    (x  —  u)"-nfn(u)(x  —  u)P-^du. 

Désignant  par  \  un  point  convenable  du  s(^gment  d(^ 


(9^  ) 
droite  ax  cl  ap[)li(]uaiil  la  forinuK;  (A),  ou  oblieiil 

Or  ou  a 

et  Je  produit  AeP'  est,  comme  1,  uu  facteur  de  module 
inférieur  à  i,  que  uous  représenterons  par  X'.  La  for- 
mule devient  alors 


.2...  (/i  — i)R  =  V{x\)"-Pf''\\)  j    moô{x  —  u)P-^  mod 


du. 


Le  point  ii   décrivant  «x,  soit  a  la  distance  variable 

xii,  on  a 

mod(:r  —  u)  ;=  a,         mod  du  =  doc. 

D'autre  part,  en  désignant  par  p  le  module  de  {x  —  a), 
c'est-à-dire  la  longueur  a.r,  et  par  9  un  nombre  compris 
entre  o  et  i ,  on  a  aussi 

:r^  =  p(r-e). 

La  formule  devient  alors 

rP 

I.2.3...(/l  — l)R  =  À'p«-/^(l—  e)«-/y«(0    /       OLP-^da^ 

Jq 

ou  bien  enfin 

1.2.  .  .(/l  —  l)  p 

C'est  la  formule  de  M.  Darboux.  On  voit  qu'elle  ne 
diffère  que  par  le  facteur  V  de  la  formule  relative  au  cas 
de  la  variable  réelle. 

On  trouve  d'autres  formules,  soit  en  suivant  le  che- 
min rectiligne  ax,  soit  en  suivant  d'autres  chemins.  Mais 
elles  ne  m'ont  pas  paru  intéressantes. 


(  9-^  ) 
rUOPRIÉTÉ  DT^E  CLASSE  DE  COIRBES; 

Par  m.  W  I^ILL. 


Théorème.  —  Si  Von  coupe  la  courbe  qui  a  pour 
équation  j'^  =  xP  par  une  droite  quelconque^  et  si  l'on 
mène  les  tangentes  à  la  courbe  aux  points  d'intersec- 
tion^ elles  forment  un  poljgone  dont  tous  les  sommets 
sont  sur  une  courbe  qui  a  pour  équalion  y"^  r=zl\xP  \ 
en  particulier j  si  la  droite  est  tangente  à  la  courbe, 
on  ah  =  I . 

Un  point  de  la  courbe  a  pour  coordonnées 

X  =  6'",        y  =  ^P. 

L'équation  qui  donne  les  valeurs  de  B  relatives  aux 
points  de  rencontre  d'une  droite  jr  =  Ay  H-  B  et  de  la 

courbe  est 

0"^  =  XOp  -{-  B. 

La  tangente  au  point  0  a  pour  équation 
{p  —  jn)(i"'  —  px  -^  /tiy^f"-P  =  o. 

Considérons  deux  points  de  rencontre  9,  8',  et  posons 

^)P=  "X,  ^'P  =z  Vp,  nous  aurons 


d'où 


0'«  =  AO/'  -h  B, 
0'»'  =  A0'-P4-  B. 

(00')'"/'  =  [(XOp  -h  n)(Aa'/'+  B)]P 


ou 

(I)  (XX')'"  =  [(AX  +  r.)(A6'+B)]/'. 

D'autre  part,  les  tangentes  aux  deux  points  ont  pour 
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équations 

{p  —  /;?,)0'"  —  px  ^  niyO"'-/>  —  o, 

remplaçons  dans  ces  équations  B/'  par)v  et  8'"  par  AX-f-B, 

nous  aurons 

-  , .  ^        1.  X                             A  X  -I-  B 
(p  —  m)  [A A  -h  H)  —  px  <i  iny  ^ =  o 

ou 

(2)  AX2(y?  —  m)  -1-  X  [B(/?  —  //i)  —  px  +  Amy\-\-V>my  =0; 

dans  cette  équation,  x,  y  sont  les  coordonnées  du  point 
de  rencontre  des  deux  tangentes,  et  cette  équation  admet 
pour  racines  X  et  V^  donc 

A  (  />  —  in) 
.        , ,  _  B  (  /?  —  m  )  —  /?  .r  H-  A  m  y 

transportons  ces  valeurs  dans  l'équation  (i),  nous 
voyons  que  les  coordonnées  (x,  y)  vérifient  l'équation 

r       ^my      I'"_r    A2B/«j  \^{p — m)~-px  -^  kmy  cal'' 

LA(jo  — m)J      ~  L^(/?— ''Ô  k{p  —  m)  "^       J 


ou 


»/'(/?  —myn-p^m-p 

•^  /?i'«  B'» 

Il  est  facile  de  vérifier  que  le  coefficient  de  xP  est  i 
si  la  droite  est  tangente  à  la  courbe  donnée. 

Remarques.  —  1°  En  transformant  la  courbe  en  elle- 
même  par  polaires  réciproques,  on  a  l'énoncé  suivant  : 
Si  d'un  point  du  plan  on  mène  à  la  courbe  des  tan- 
gentes, les  droites  qui  joignent  deux  à  deux  les  points 
de  contact  sont  tangentes  à  une  courbe  de  même  es- 
pèce. 


(  9^  ) 
•>/*    Km    Uaiisfoiriiaut    liomogia|)lii(jiH3mcnt,   on    a    la 
courbe 

a,  |3,  Y  désignant  trois  fonctions  linéaires;  en  applifjuaiit 
ensuile  Ja  transformation  du  deuxième  ordre  définie 
par  les  formules 

(jui  transforme  la  courbe  en  elle-même,  on  a  un  énoncé 
où  les  droites  sont  remplacées  par  des  coniques  passant 
par  les  trois  points  fondamentaux. 

^^  L'équation  j"^=  x^  peut  s'écrire j'  =  .r^,  A  étant 
quelconque,  entier  ou  fractionnaire;  mais  le  théorème 
est  encore  vrai  si  l'on  suppose  k  incommensurable  :  la 
courbe  est  alors  transcendante,  et  le  nombre  des  som- 
mets du  polygone  demeure  infini. 

4"  Lorsque  la  droite  jo  =  Aj  -h  B  se  déplace  en  res- 
tant tangente  à  la  courbe 

si,  aux  points  où  elle  coupe  la  courbej  "'=  xP^  on  mène 
les  tangentes,  le  lieu  des  sommets  du  polygone  formé 
par  ces  tangentes  est  la  courbe 

5"  Si,  aux  points  où  une  droite  x  =  A j'  -f-  B  coupe  la 
courbe  j/'"  =  xP,  on  mène  les  normales,  les  sommets  du 
polygone  formé  par  ces  normales  sont  sur  la  courbe 
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CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  CENTRALE  EN  1892 
(DEIIXIÈIIE  SESSION). 


Géométrie  analytique. 

On  donne  deux  axes  rectangulaires  et  un  point  A  dont  les 
coordonnées  sont  p  et  q.  Par  ce  point  on  fait  passer  deux 
cercles,  dont  l'un  a  pour  centre  l'origine  et  l'autre  un  point  G 
de  Taxe  des  x  dont  l'abscisse  est  a. 

Par  le  point  A  on  mène  deux  sécantes  DAE,  FAG  ayant  une 


longueur  commune  donnée  il  (les  points  D  et  F  sont  sur  l'une 
des  circonférences,  et  les  points  E  et  G  sont  sur  l'autre). 

1°  Former  l'équation  générale  des  coniques  A  passant  par 
les  points  d'intersection  des  deux  sécantes  DAE,  FAG  avec 
l'axe  des  j^  et  la  parallèle  à  cet  axe  menée  par  le  point  G; 

1°  Si  l'on  assujettit  une  des  coniques  A  à  passer  par  un 
point  P  du  plan,  reconnaître  le  genre  de  cette  conique  d'après 
la  position  du  point  P; 

3°  Déterminer  le  lieu  du  centre  des  coniques  A. 

4""  En  faisant  varier  /,  trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre 
des  cordes  DF,  EG. 
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Calcul  trlgononiclrique . 

Calculer  les  cotés  d'un  triangle  et  la  surface  de  ce  triangle, 
connaissant  le  rayon  r  du  cercle  inscrit  et  deux  angles  A,  B. 

r  =347-",  5432, 
A  =  io2"23'43",7, 
B  =    4^^-" 3;' 24",  5. 

PJiysique. 

I.  Deux  vases,  A  et  B,  d'une  profondeur  de  6"",  sont  réunis 
par  un  tube  MNP  de  grande  longueur  rempli  de  mercure;  les 
ouvertures  M  et  N  sont  dans  un  même  plan  horizontal.  On  verse 
dans  le  vase  A  de  l'eau,  jusqu'à  ce  qu'il  en  soit  complètement 


rempli:  l'eau  refoule  le  mercure  du  tube  en  M'  d'un  coté,  en 
N'  de  l'autre. 

On  demande  d'évaluer  la  distance  h  des  niveaux  M',  N',  sa- 
chant que  le  rapport  -  des  sections  du  tube  MNP  et  du  vase  B 

est  égal  à  J^  et  que  la  densité  du  mercure  est  i3,59. 

fl.  Un  rayon  de  lumière  jaune  tombe,  sous  une  incidence  i, 
de  l'air  sur  la  surface  plane  de  séparation  de  l'air  et  d'un  mi- 
lieu M  dont  l'indice  de  réfraction  relatif  à  l'air  est  m. 

On  demande  d'expliquer  la  construction  d'Huygcns  permet- 
tant de  trouver  la  position  du  ravon  réfracté. 


(  9»  ) 


C  h  unie. 


I.  De  l'eau  oxygénée. 

II.  Établir,  à  l'aide  de  l'eudiomètre  à  mercure,  la  composi- 


tion du  gaz  des  marais. 


Épure. 


On  donne  une  sphère  pleine,  on  la  coupe  par  un  cylindre, 
or  enlève  de  la  sphère  la  partie  qui  est  dans  l'intérieur  du  cy- 
lindre, on  demande  de  représenter  par  ses  projections  la 
sphère  solide  dans  laquelle  on  a  pratique  ainsi  une  entaille  cy- 
lindrique. 


Le  centre  de  la  sphère  est  projeté  en  O,  O';  les  points  o 
et  o'  sont  à  o'",i02  de  la  ligne  de  terre  et  la  droite  00' est  au 
milieu  de  la  feuille;  le  rayon  de  la  sphère  à  o"',09'2  de  lon- 
gueur. 

La  surface  cylindrique  de  l'entaille  est  engendrée  par  la 
droite  («6,  a' 6')  qui  tourne  autour  de  l'axe  {cd,  c'd').  On  a 

Oa  =  o'",o6r,  06  =  Orf  =  o'",o3i. 


(  m  ) 

On  indiquera  à  l'encre  rouge  les  conslrucliijns  eni|)loyées 
pour  déterminer  : 

1°  Un  point  quelconque  de  l'intersection  et  la  tangente  en 
ce  point  ; 

2°  Les  points  situés  sur  les  contours  apparents  de  la  sphère 
et  du  cylindre  ; 

3°  Le  point  le  plus  haut  en  projection  verticale; 

4°  Le  point  le  plus  à  droite  en  projection  verticale. 

Titre  extérieur  :  Intersection  de  surfaces. 

Titre  intérieur  :  Sphère  entaillée  par  un  cylindre. 

Les  titres,  en  lettres  dessinées,  sont  de  rigueur. 
Le  cadre  a  o"',45   sur  o'",27.  La  ligne  de  terre  est  parallèle 
aux  petits  côtés  du  cadre  et  à  o'",9.o5  du  petit  côté  inférieur. 


SOLUTION,  PAR  LA  GÉOMÉTRIE  VECTORIELLE,  Dl  PRORLEME 
DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES  DOÎV^É  Ali  CONCOURS 
D'AGRÉGATION  DES  SCIENCES  MATHÉMATIOUES  EN  1892; 

Par  m.  E.  GENTY  (i) 


Soient 

l'équation  de  Tellipsoide  E,   le  centre  O  de  cet  ellip- 
soïde étant  pris  pour  origine;  a-  le  vecteur  du  sommet  S 

du  cône  Q  ; 

S(p_a)t];(p  — cr)  =  o 

Téquation  de  ce  cône;   a,   p  et  y  les  vecteurs  de  trois 
diamètres  conjugués  de  l'ellipsoïde  E. 

Le  plan  diamétral  conjugué,  dans  le  cône,  du  vecteur  a 

a  pour  équation 

S(p  —  a)4^3c  =  o, 

et,  si  koL  est  le  vecteur  du  point  A,  on  déterminera /r  par 

(•)   Voir,  pour  renonce,  Nouvelles  Annales,  pa£;e  3i4,  année  189^. 


(  »««  ) 

l'é(jualion 

S(A  a  —  o')t|;a  =  o, 
d'où 

Les  points  A,  B  et  G  ont  donc  respectivement  pour 
vecteurs 

en  sorte  que  le  plan  ABC  aura  pour  équation 

Mais,  a,  [^  et  y  étant  trois  diamètres  conjugués  de  l'el- 
lipsoïde E,  on  a 

oii,  en  projetant  avec  a, 

^, 

On  aura  donc 

V^Y  =  ?^  SapY' 
Vy^^^  ?l^Sa!âY' 
Va3  =  cpYSa^Y- 

D'après  cela,    l'équation    (i)    du   plan    P   pourra    se 
mettre  sous  la  forme 


ou 


Je  dis  maintenant  que  la  somme 

Sa'];a-f-S|3^P-f-SY<l>Y 
est  constante. 

Rn  eiïet,  a,  jb  et  y  étant  trois  diamètres  conjugués  de 


(  'O,  ) 

'cllipsoulc,  si  l'on  pose 


d'où 


1 

?' 

a  ^ 

«1, 

I 

p- 

0 

1 

T  = 

Yi; 

a  - 

=    O 

1 

y- 

-  o 

1 

•2  ''J 

1 

T^ 

=  cp 

'yu 

a,,   1^1,  y,  seront  trois  orienteurs  rectangulaires,  et  l'on 
aura 

Sa^x  +  Sj3<|;p-t-SY[3Y 

nio  étant  une  constante  ('). 

Ceci  établi,  on  voit  immédiatement  que  le  plan  re- 
présenté par  l'équation  (2)  passe  par  le  point  fixe  F 
ayant  pour  vecteur 

ma 

Si  le  cône  Q  se  déplace  en  restant  égal  et  parallèle  au 
cône  fixe  K  ayant  pour  équation 

la  droite  FS  ne  dépend  que  du  vecteur  o-,  c'est-à-dire  de 
trois  paramètres   arbitraires,   et,   par  suite,    elle  décrit 
un  comj)lexe  dont  il  est  facile  de  trouver  l'équation. 
Si,  en  effet,  u  et  Vau  sont  les  coordonnées  de  cette 


(  '  )  La  condition  m,  =  o  exprime  que  le  cône  ayant  pour  équation 

_  i      _  J- 

Sp'f    2^9    2  p  =  o  est  équilatère. 

Ann.  de  flfathé/nat.,  i"  série,  t.  XII.  (Mars  i8ij3.)  b 


(     ÏO^'    ) 

droite  (^),  on  aura 

d'où 

(x  =^  { in-i  —  cp  -1  (j;  )  - 1  u  : 
on  a  d'ailleurs 

Saua  ^  o 
et,  par  suite, 

(3)  Sa'j(m2 — cp-i  (]>)"!  u  =  o, 

équation  d'un  complexe  du  second  ordre. 

Soient  OL,  OM  et  ON  les  vecteurs  racines  de  l'équa 
tion  vectorielle 

(4)  (m2— ?~*4')~*'^  =  So, 

on  peut  énoncer  immédiatement  les  propriétés  suivantes 
du  complexe  représenté  par  l'équation  (3). 

Toute  droite  passant  par  l'origine,  ou  parallèle  à 
l'une  des  arêtes  du  trièdre  OLMN,  fait  partie  du  com- 
plexe. 

Toute  droite  située  dans  l'une  des  faces  de  ce  trièdre, 
ou  dans  le  plan  de  l'iniini,  fait  aussi  partie  du  com- 
plexe. 

La  surface  singulière  du  complexe  se  compose  donc 
des  trois  faces  de  ce  trièdre  et  du  plan  de  l'infini. 

L'équation  (4)  donne  d'ailleurs 

OU 

çpu  =  S(  ni^o  —  ']j)'j 

OU 

,  m-2  S  —  I 

'!>'j  =  ô ^'^' 

et  l'on  voit  que  les  vecteurs   OL,   OM  et   ON  ne  sont 


(')  'j  est  parallèle  à  la  direction  de  la  droite,  et  a  le  vecteur  de 
riin  queicon(|ue  de  ses  points  [(voir  Mémoire  sur  les  complexes  du 
second  ordre  (Gknty,  Journal  de  Besol,  p.  299:  1882)]. 


(    '"S  ) 
autres  que  les  diarnèlres  conjugués  communs  de  l'cllip- 
soïdc  E  et  du  cône  K. 

Nous  obtiendrons  l'écjuaLÎou  du  cône  du  complexe 
ayant  le  point  de  vecteur  to  pour  sommet,  rappoité  à 
ce  point  pris  pour  origine,  en  remplaçant  dans  l'équa- 
tion (3)  u  par  p  et  a  par  (o,  ce  (jui  donne; 

Sojp(m2  —  cp-it]/)-i  p  =  () 
ou 

Sa)p(m2cp  —  i|;)-icpp  =  o 
ou  encore 

S  Op  (  //l2  '-0  —  ^  )  f^"  (  ^^2  '■?  —  4*  )  P  —  O 

OU  en  lin 

Scpp4>p(m2  9  —  ']^)tO  =  O, 

équation  d'un  cône  du  second  ordre,  qui,  ainsi  que  cela 
doit  être,  passe  par  le  centre  de  rdlipsoïde  E  et  con- 
tient les  parallèles  menées  par  son  sommet  aux  diamètres 
conjugués  communs  de  cet  ellipsoïde  et  du  cône  K. 

Cherchons  maintenant  la  courbe  G,  enveloppe  des 
droites  du  complexe  situées  dans  un  plan  H,  ayant  pour 

équation 

S  vp  =  p, 

où  V  est  or  lenteur. 

Si  nous  remplaçons  u  par  Vpv  et  Vau  par  p  dans 
l'équation  (3),  il  vient 

(5)  Sp(m2— cp-U)-iVpv  =  o. 

C'est  l'équation  d'un  cône  quadrique  R,  réciproque  du 
cône  C  ayant  son  sommet  à  l'origine  et  pour  base  la 
courbe  G. 

Cette  courbe  G  est  évidemment  une  parabole,  puisque, 
d'après  ce  que  nous  avons  vu  ci-dessus,  l'une  de  ses 
tangentes  est  située  tout  entière  à  l'intini.  On  le  re_ 
connaît  d'ailleurs  directement,  en  remarquant  que  le 
cône  R  contient  la  perpendiculaire  v  abaissée  de  son 
sommet  sur  le  plan  H. 


(  ">4  ) 

Soient  a  le  vecteur  du  foyer  de  cette  pai'a])ole,  A  et  [x 
deux  orieiiteurs  rectangulaires  situés  dans  son  plan  ;  le 
plan  mené  par  le  vecteur  a  et  l'un  des  points  isotropes 
du  plan  H  doit  être  tangent  au  cône  G  ;  ou,  ce  qui  est  la 
même  chose,  la  normale  à  ce  plan,  qui  a  pour  vecteur 

Va(X  +  iix), 

doit  être  située  sur  le  cône  R. 

Or  l'équation  (5)  de  ce  cône  peut  s'écrire 

Spv(//i2 ^^~^)~^  p  =  O 

OU 

(6)  Spv<ï>p  =  o, 

en  posant 

et  si  l'on  remplace  dans  l'équation  (6)  p  par 

Va(X  +  ifji), 
on  aura 

S(X  4-  iix)  (f^VaX  -j-  i^\oLix)  =  o 

ou,  en  développant  et  égalant  séparément  à  zéro  la  partie 
imaginaire  du  premier  membre  de  l'équation, 

S  X  <i>  V aX  —  S  [JL  4^  V  a;ji  =  o, 
S{jL<i>  VaX  -h  SX<î>  Va[Ji.  =  o. 

ou  enfin,    en  remplaçant   a  par   p,    et  désignant  selon 
l'habitude  par  <ï>'  la  fonction  conjuguée  de  <E>, 

\  Sp(VX*'X— V[jL<i>';jL)-.o, 
^''^  (  Sp(VX*V-^^\'^*'^0  =  o. 

Eu  joignant  à  ces  deux  équations  la  relation 

/\ 
(8)  vp=;?, 

on   aura   trois   équations  du  premier  degré  pour  déter- 
miner 0. 


(  '^^5  ) 

Les  équations  (7)  élaiU  indépendantes  de  />,  la  droite 
qu'elles  représentent  est  le  lieu  des  foyers  des  eourbes 
du  eomplexe  situées  dans  les  plans  parallèles  au  plan  (8). 

De  ces  deux  équations  on  tire 

p  =  A  V(  V[jL<ï>'X  -t-  VÀc^'[Jl)(vX4''X  —  v.jt4>'|jL) 

=  /v(1>'XSÀ[jL<i>'X  —  •^Six^h'la^'ix 

—  XSX<1>'X*';jl  +  *'.uSX|jl<Ï>'[jl), 

ou,  en  désignant  par   77/   l'invariant  bien  connu  de   la 
fonction  ^, 

P  =  A[4>'XSX'I>v  +  <^';JlS|J^<î>v  —  /7i(XSX*-iv  H-  ;x  S  [JL^I'-i v)] 

=^   k  [  *'  (  ^>  V  —  V  S  V  'J'V  )  —  77Z(  <i>-l  V  —  V  s  V  *-l  V  )] 

i^  A- (  <!>'  V  V  V  *!>  V .  V  —  /7i  V\'  V  <î>~  1  V .  V  ) . 

Si  l'on  porte  cette  valeur  de  p  dans  l'équalion  (8),  il 
vient 

/>  =  /,T'2Vv<ï>V, 

d'où 

A-   __Z__. 

on  a  donc,  pour  le  vectenr  du  foyer, 

7?l  V  V  V  V  <ïï-l  V  —  *'  V  V  V  V  «Î>V 


9^P 


T2Vv<I>v 


Cherchons  maintenant  le  lieu  des  foyers  lorsque  le 
plan  H  se  déplace  en  restant  parallèle  à  une  droite 
donnée. 

On  peut  supposer  que  \  est  l'orienteur  de  cette  droite, 
et  l'on  obtiendra  le  lieu  cherché  en  éliminant  [jl  entre 
les  équations  (7)  et  les  deux  équations  suivantes  : 

(9)  SX[j.  =  o, 

(10)  T^jj.  =  F. 

De  la  seconde  des  équations  (7)  et  des  é(j nations  [ç)) 
et  (i  o),  on  lire 

_  vX(4>VpX  — vpc^'X) 

^'  ""  Tvxi^vpx  —  xp'^ry 


(  '^'<i  ) 

Portant  cette  valeur  de  a  dans   la  première  des  é(jna- 
tions  (7),  il  vient 

S  pX  *'  X  T2  V  X  (  ^I^  VpX  —  Vp  <l>'  X  ) 

=  SpVX(*VpX—  Vp*'X)«^'vX(<i>VpX  — yp<i>'X), 

équation  d'un  cône  du  troisième  oidre. 


^  THÉORÈMES  SUR  LES  CONIOUES. 

(applications  de  la  méthode  des  polaires  réciproques); 

Par  m.  R.  GODEFROY, 
Ancien  élève  de  l'Ecole  Polytechnique. 


11  est  question,  dans  ce  qui  suit,  de  diverses  applica- 
tions de  la  méthode  des  polaires  réciproques.  Nous  étu- 
dierons la  transformation  d'une  coni(|ue  quelconque  en 
prenant  un  cercle  pour  conique  auxiliaire  et  supposant 
le  centre  du  cercle  d'abord  en  dehors  du  périmètre  de 
la  conique  puis  sur  la  courbe.  Les  résultats  obtenus 
conduiront  à  d'élégants  théorèmes  sur  les  sections  co- 
niques. 

J.  Soient  V  une  conique  quelconque,  et  V  sa  polaire 
léciproque,  le  centie  O  du  cercle  auxiliaire  n'étant  pas 
sur  la  conicjue  V.  Nous  nous  proposons  de  chercher  la 
solution  du  pi'oblème  suivant  : 

Déterminer  les  points  du  plan  de  la  conique  V  aux- 
quels correspondent  les  axes  de  In  conique  V. 

Aux  extrémités  A',  B'  d'un  diamètre  de  V  corres- 
pondent deux  tangentes  «,  Z>  de  V.  Leurs  points  de  con- 
tact A  et  B,  correspondant  aux  tangentes  parallèles  <?/,  h' 
de  V,  sont   sur  une  droite  passant  par  O.  Le  point  de 


(  ■^>7  ) 
iL'iu'ontre  P  i\v,  rt,  Z>  coiics^xnid  à  la  dioilc  A' IV.  Si  iitlUt 
clroiLc  est  un  axe  de  V,  Je  diamèlre  A'  B'  est  perpcMidi- 
ciilaire  aux  tangentes  a',  h'  en  ses  extrémités;  par  suite, 
Ja  droite  AB  sera  perpendieulaire  au  rayon  OP.  Soit  1 
le  eentre  de  la  eonicjue  V^  le  point  M  eorrespondant  à 
un  axe  de   V  se  trouve  à  l'intersectiou   d'un  diainètre 


li\l  et  d'une  perpendieulaire  OIM,  issue  du  point  lixeO, 
au  diamètre  eonjugué  de  IM.  Le  point  M  est  par  suite 
sur  l'hyperbole  d'Apollonius  relative  à  la  conicjue  \  et 
au  point  O  (Chasles,  Traité  des  sections  coniques, 
p.  142).  Il  appartient  du  r<ste  à  la  polaire  de  O  pai 
rapport  à  V.  Donc  : 

Les  axes  de  la  polaire  réciproque  d'une  conique 
correspondejit  aux  points  uii  la  polaire  de  l'origine 
coupe  l'hjperhole  d' Apollonius  relative  à  ce  //oint. 

La  polaire  de  l'origine  correspond  nalurellcuient  au 
centre  de  la  polaire  récipro(|ue. 


(  ">S  ) 
Soient  M  cl  ]N  les  deux  points  correspondant  aux  axes. 
OlM,  ON  sont  l(îs  diieetions  axiales  de  \'.  Ces  droites 
correspondent  aux  points  à  l'infini  sur  les  axes  de  V. 
Si  E,  F,  G,  H  sont  leurs  points  de  rencontre  avec  V, 
les   axes  de  \  '  sont  prO[)ortionnels  à 

JL       _L  ^  L 

0£  "*"  OF     ^^     OG  "^  OTl* 

Voici,  en  outre,  quel(|ues  reinarcpies  intéressantes. 

L'angle  droit  MON  est  inscrit  à  l'hyperbole  d'iVpollo- 
nius  :  cette  hyperbole  étant  équilatèie,  il  résulte  du 
théorème  de  Frégier  que  la  droite  IMN  est  parallèle  à  la 
normale  en  O  à  cette  courbe.  On  letrouve  ainsi  cetle 
propriété. 

L'hjperbole  d' jépoLlonias,  relatwe  à  une  conique^ 
et  à  un  point  O,  a  sa  normale  en  O  paTaUèle  à  la  po- 
laire de  O  par  rapport  à  la  conique  V. 

Nous  avons  uniquement  supposé  jusqu'ici  que  le  point 
O  n'était  pas  sur  la  conique  V;  si,  en  particulier,  il  se 
trouve  à  l'extérieur  du  périmètre  de  V,  les  points  M  et  N 
correspondant  aux  axes  de  V  sont  les  points  d'intersec- 
tion de  la  polaire  de  O  avec  les  bissectrices  des  angles 
formés  par  le  système  des  tangentes  issues  de  O.  On 
peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Les  polaires  d'un  point  fixe  par  rapport  à  une  série 
de  coniques  Jioniotliétiques  sont  divisées  liarnionique- 
nient  par  ces  courbes  et  leur  hyperbole  d' Apollonius 
relative  au  point  fixe. 

Considérons  (')  une  conique  V  et  un  point  fixe  O. 


(')   Le  lecteur  est  prié  de  faire  les   figures  relati^es  au  reste  de  la 

Note. 


(  '09  ) 
Apjxîloiis  P'  riiyperb(jl(î  d'Apollonius  rn^lative  à  cm'  point. 
Elle  passe  par  les  j)oinLs  siiivanls  :  le  point  O,  le  centre 
r  (le  V,  les  pieds  A',  LV,  C,  Jï  des  normales  à  V  issues 
de  O  et  les  points  M',  jN'  eoi  r(îsponclanL  aux  axes  d(;  \ , 
polaire  réciproque  de  V  '  [)ar  i'ap[)ort  au  [)oint  O.  Dans 
la  transfoiniation,  riiyperboK;  é(juilalère  V  passant  par 
l'origine  correspond  à  nne  parabole  P  dont  les  tangentes 
issues  de  O  sont  parallèles  aux  asymptotes  de  l'hyper- 
bole, c'est-à-dire  aux  axes  de  W .  Les  points  I',  A',  IV,  C, 
D',  M',  ]N' correspondent  à  d'autres  tangentes  de  cette 
parabole.  Ce  sont,  respectivement,  la  polaire  de  O  par 
rapport  à  V,  les  tangentes  à  la  conique  V  menées  par  les 
pieds  de  ses  normales  issues  de  O  (')  et  les  axes  de  V. 
On  a  ainsi  ce  théorème  : 

La  I? a?' aboie  qui  touche  les  /an pentes  à  une  co- 
nique V,  menées  par  les  pieds  des  noi  nulles  à  cette 
conique  issues  d'un  point  O,  est  également  tangente  à 
la  polaire  du  point  O,  aux  axes  de  la  conique  et  aux 
parallèles  menées  par  le  point  O  aux  axes  de  la  co- 
nique polaire  réciproque  de  V  par  rapport  à  ce  point. 

Cette  paiabole  est  celle  dont  il  est  (juestion  dans  ce 
théorème  de  Chasles  : 

Si,  autour  d'un  point  pris  dans  le  plan  d  une  section 
conique j  on  fait  tourner  une  transversale,  et  que  par 
son  pôle  on  mène  une  perpendiculaire  à  cette  droite, 
ces  perpendiculaires  successii^cs  enveloppent  une  para- 
bole qui  est  tangente  à  la  polaire  du  point  Jixe  et  aux 
tangentes  à  la  conique  menées  par  les  pieds  de  ses  nor- 


(')  D'après  cette  remarque  :  «  Une  conique  et  sa  polaire  réciproque 
par  rapport  à  une  circonférence  de  centre  Oont  les  nièmes  normales 
partant  de  O.  »  (Manmielm,  Messenger  of  Matkeniatics,  new  séries, 
n"  Q'^O:  iSf^o.) 


(no) 

nulles  abaissées  de  ce  point.    (  Traiié  des  sections  co- 
nif/ues,   p.    i45). 

Et  dans  une  Note  de  M.  Mannlieitu  :  Su/'  une  para- 
bole liée  à  une  conique  par  certaines  propriétés  remar- 
quables {^Messenger  of  MaOïenialics ^  new  séries,  n"^31, 
1890),  dans  laquelle  sont  citées,  outre  les  axes  de  V  et 
la  ])olaire  de  O,  (Miiq  autres  tangentes  remarquables  de 
la  parabole. 

Il  est  intéressant  d'arriver  par  le  procédé  exposé  ci- 
dessus  à  une  partie  des  résultats  connus,  et  de  montrer 
en  outre  que  les  tangentes  issues  de  O  sont  parallèles 
aux  axes  de  la  polaire  réciproque,  ce  qui  permet 
d'ajouter  : 

La  directrice  de  la  parabole  considérée  est  La  droite 
qui  joint  le  point  fixe  au  centre  de  la  conique. 

On  pourrait,  poui'  établir  les  différents  lésultats  du 
commence  m  eut  de  cette  Note,  prendre  comme  point  de 
départ  la  démonstration  de  M.  Mannheim  et  opérer  en 
sens  inverse  la  transformation  précédente. 

II.  Supposons  maintenant  que  le  centre  O  du  cercle 
auxiliaire  se  trouve  sur  la  conique  V.  La  transformée  V 
est  une  parabole  dont  l'axe  est  parallèle  à  la  normale 
en  O  à  V  et  qui  est  tangente  aux  perpendiculaires  menées 
de  O  aux  asymptotes  de  V. 

Cherchons  à  quels  éléments  du  système  de  V  corres- 
pondent le  foyer  et  la  directrice  de  \'. 

A  un  système  de  deux  tangentes  rectangulaires  «',  b' 
de  V  correspond  un  système  de  deux  points  A,  B  de  V. 
tels  (jue   l'angle   AOB   est  droit.  A  la  directrice  de  V 
correspond  donc  le  point  iixe  par  où  [)asse  la  droite  AB, 
c'est-à-dire  le  point  de  Frégier  relatif  au  point  O  de  \  . 


(  "•  ) 

Au  (oyev    de    \',    correspond   ja   polaire    du    poiiiL    de 
Frégier. 

Celte  Iraiisfoiinatioii  démon  Ire  \c  lliéorèiue  di^  Frégier 
et  iiidicjiKî  eu  nièincî  temps  (jik;  Icîs  propriétés  de  la  para- 
bole relatives  an  foyer  et  à  la  diieetrice  se  traduiront 
dans  les  théorèmes  transfoiniés  par  des  pro[)iiélés  des 
coniques  (juelcon(|ues  relativ(*s  à  un  point  de  Frégier  et 
à  sa  polaire,  que  nous  appellerons  droite  de  l' relier,  \ 
pour  abréger  le  langage. 

Ajoutons  que  la  dioite  à  l'infini,  la  tangente  au  som- 
met  cX  l'axe  de  M'  correspondent  respectivement,  dans 
le  système  de  la  conique  V  ,  au  point  O,  au  deuxième 
paint  d'intersection  de  la  normale  en  O  avec  V  et  au 
pôle  de  cette  normale. 

Nous  obtiendrons  un  éléiifant  théorème  sur  la  droite 
de  Frégier,  eu  transformant  cette  propriété  de  la  para- 
bole. 

Par  deux  points  A',  B'  d'une  parabole  H',  ou  uièue 
les  rayons  focaux  et  les  parallèles  à  l'axe.  Ces  quatre 
droites  sont  tangentes  à  un.  cercle  ajant  pour  centre  le 
pôleO  de  A'B'. 

Prenons  comme  cercle  auxiliaire  le  cercle  de  l'énoncé. 
A  la  parabole  H'  coriespond  une  hyperbole  H  passant  par 
le  point  O.  Aux  points  A'W  correspondent  les  asym- 
ptotes de  la  courbe,  aux  vecteurs  focaux  de  A',  IV  et  aux 
parallèles  à  l'axe  menées  de  ces  points,  correspondent 
lespectivement  les  points  où  les  asymptotes  rencontrent 
la  droite  de  Frégier  relative  au  point  O  et  la  tangente  à 
l'hyperbole  en  ce  point.  Quant  au  cercle,  il  se  transforme 
en  lui-même.  11  est  donc  dé<nontré  que  la  circonférence 
ayant  pour  diamètre  le  segment  d'une  tangente  à  l'hy- 
perbole compris  entre  les  asymptotes  admet  comme 
deuxième  corde  d'inteisection  avec  le  système  des  asym- 


(     M2     ) 

ploies    la  (lroil(3   do    Frégier    relative    à    son    point    de 
coiitael,  ee  qui  pinil  s'éiioneer  : 

La  droite  de  Fiégiei-,  relative  à  un  point  d'une 
hyperbole,  passe  par  les  projections  sur  les  asymptotes 
des  points  où  ces  droites  rencontrent  la  tangente  au 
point  considéré. 

Pour  une  liypeil)ole  équilalère  de  centre  I,  la  droite 
de  Frégier  d'un  point  G  de  la  couibe  est  la  perpendi- 
culaire en  là  01.  Le  point  de  Frégier  est  alors  à  l 'in- 
fini sur  la  normale  en  O. 

Voici  une  démonstration  analytique  fort  simple  du 
théorème  énoncé  ci-dessus,  sous  une  forme  un  peu 
plus  générale. 

Prenons,  comme  axes  de  coordonnées,  la  tangente  et 
la  noiniale  à  l'hyperbole  en  O. 

L'équation  de  l'hyperbole  est 

ax--\- Q.bxj' -\- cj'- ■+- ley  —  o, 

celle  d'une  hyperbole  homolhétique  sera 

(  I  )  a x"^  ^  '1  b cry  -+-  cy'^  -h  2 ey  -4-  X  —  o. 

Le  point  de  Frégier  ayant  pour  coordonnées 

ie 
X  =  0,         7  =  — 


a  -f-  c 
la  droite  de  Frégier  a  pour  équation 

(  2  )  {a  —  c)  y  —  ibx  —  2  e  =  o. 

Quant  h  la  tangente,  son  équation  est 

(3)  y  =  o.- 

Par  l'intersection  de  la  conique  (i)  et  des  droites  (  9.  ) 
et  (3)  passe  la  courbe 

a X-  --{-  2  b xy  -f-  ry-  -+-  2  cy  h  l  -\-  (a  —r  )y2  —  -2  b xy  ~  2  cy  =  o . 


(  "'i  ) 

qui  n'est  autre  que  \c  cercle 

a  {x^-\-y'^)  -4-  X  =  o. 
Donc  : 

La  tangente  en  un  point  d' une  hyperbole  coupe  une 
hyperbole  homothétique  en  deux  points.  La  deuxième 
corde  d'intersection  de  cette  courbe  a^ec  le  cercle 
ajant  pour  diamètre  le  segment  compris  entre  ces  deux 
points  est  la  droite  de  Frégier  relati^>e  au  point  de 
contact  de  la  tangente. 

On  peut  tirer  de  là  une  conséquence  intéressante. 

Une  corde  quelconque  AB  d'une  hyperbole  équi- 
latère  H  est  tangente  à  une  hyperbole  équilatèie  homo- 
thétique H'.  Considérons  le  cercle  décrit  sur  cette  corde 
comme  diamètre.  Il  coupe  l'hyperbole  H  en  deux  nou- 
veaux points  C  et  D.  La  corde  Cl)  est  la  droite  de  Frégier 
relative  au  point  de  contact  de  AB  et  de  H'.  Cette  droite 
passe  donc  au  centre  commun  des  deux  courbes;  par 
suite  : 

Si  l'une  des  cordes  communes  à  un  cercle  et  à  une 
hyperbole  équilatère  est  un  diamètre  du  cercle,  sacon- 
juguée  est  un  diamètre  de  V hyperbole. 

Proposition  bien  connue  (  '  ). 


(')  Voici  encore  à  ce  sujet  une  remarque  curieuse  : 

Une  élimination  très  simple  conduit  au  théorème  suivant: 

Le  centre  des  moyennes  distances  des  points  d'intersection  d'une 
hyperbole  équilatère  et  d'un  cercle  est  le  milieu  de  la  droite  des     ' 
centres. 

On  en  déduit  : 

Les  droites  qui  joignent  les  milieux  de  deux  cordes  d'inter- 
section conjuguées  au  centre  de  l'une  des  courbes  sont  égales  et 
parallèles  aux  droites  joignant  les  mêmes  points  au  centre  de 
l 'autre  courbe. 

En  particulier, 

Si  l'une  des  cordes  communes  est  un  diamètre  de  l'une  des 
courbes,  sa  conjuguée  est  un  diamètre  de  l'autre. 


(  "i) 

Prenons  ce.  théorème  sur  la  parabole  : 

Le  carde  circonscrit  nu  triangle  formé  par  trois 
tangentes  passe  par  le  foyer . 

Il  donne  par  transformation  : 

Un  triangle  étant  inscrit  à  une  conique ,  pour  tout 
point  de  la  courbe  il  existe  une  conique  aj  ant  un  foyer 
en  ce  point  et  touchant  la  droite  de  Frégier  du  point 
et  les  trois  côtés  du  triangle. 

Il  suffit  de  remarquer  que  les  projections  d'un  foyer 
d'une  conique  sur  ses  tangentes  appartiennent  à  un 
cercle,  pour  déduire  de  renoncé  précédent  ce  théorème  : 

Les  projections  d' un  point  quelconque  d'une  conique, 
^G  sur  les  trois  côtés  d'un  triangle  inscrit  à  la  courbe  et 

e^AJ^lH        sur  la  droite  de  Frégier  du  point,  appartiennent  au 
niénie  cercle. 

Cinq  points  quelconques  étant  sur  une  conique,  on 
aura  le  théorème  suivant  : 

Quatre  points  pris  trois  à  trois  forment  quatre  tri- 
V    angles  :  les  quatre  cercles  passant  respectivement  par 
les  projections  dhin  point  quelconque  sur  les  côtés  de 
ces  triangles  se  coupent  en  un  même  point. 

Lequel  s'obtient,  du  n'ste,  par  liansformalion  directe 
du  théorème  bien  connu  concernant  les  cercles  circon- 
scrits aux  triangles  formés  par  les  côtés  d'un  quadrilatère 
^  pris  trois  à  trois. 

Nous  pourrions  donner  ici  différents  théorèmes  sur 
le  point  et  la  droite  de  Frégier,  transformés  de  théorèmes 
concernant  le  foyer  et  la  directrice  de  la  parabole,  mais, 
ceci  ne  présentant  aucune  difficulté,  il  parait  inutile 
d'insister   outre  mesure  sur   ce    sujet.    Nous  nous  bor- 


(    "5  ) 
lierons,  pour  Icrmiiicr,  à  considérer  Je  cas  paiticulier  de 
r hyperbole  équilalère. 

Voici  les  propriétés  spéciales  à  cette  transformation 
supposée  toujours  faite  dans  les  mêmes  conditions.  Les 
perpendiculaires  issues  de  O  aux  asymptotes  de  l'hyper- 
bole écjuilatère  H  sont  rectangulaires;  h^  point  O  appar- 
tient à  la  directrice  de  la  parabole  H';  l'axe  de  cette 
courbe  étant  parallèle  à  la  normale  en  O  à  11,  la  tan- 
gente de  H  en  O  est  la  directrice  de  la  paiabole.  Le  centre 
de  riiyperboîe  écjuilatère  correspond  à  la  corde  de  con- 
tact des  deux  tangentes  rectangulaires  de  la  parabole; 
la  perpendiculaire  menée  du  centre  I  de  l'hyperbole  équi- 
latère  au  rayon  01  correspond  au  foyer  de  la  parabole. 

C'est  cette  dernière  propriété  que  nous  allons  immé- 
diatement utiliser. 

On  transforme,  en  effet,  la  propriété  bien  connue, 
déjà  rappelée  ci-dessus,  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
formé  par  trois  tangentes  de  la  parabole,  en  c<'lle-ci  : 

Un  triangle  étant  inscrit  à  une  hyperbole  équila- 
tère  de  centre  l,  tout  point  O  de  la  courbe  est  le  foyer 
d'une  conique  touchant  les  trois  côtés  du  triangle  et 
la  perpendiculaire  en  I  a  OL 

Les  projections  de  O  sur  ces  tangentes  appartiennent 
à  un  même  cercle,  mais  l'une  d'elles  est  le  centre  de  la 
courbe  :  par  conséquent, 

Le  cercle  passant  par  les  projections  d' un  point 
quelconque  de  V hyperbole  êqinlatère  sur  les  côtés  d'un 
triangle  inscrit  passe  aussi  par  le  centre  de  la  courbe. 

Théorème  qui  n'est  qu'un  cas  particulier  d'un  théo- 
rème sur  l'hyperbole  énoncé  ci-dessus.  On  aurait  })ii 
l'en  déduire  immédiatement,   en   remarquant  qu'ici    la 


(   "T.  ) 
droite  de  Fréi> ici"  du  poiiil  O  ii'csl  aiilre  (juo  la  perpen- 
diculaire en  là  01. 

Le  point  de  concours  des  hauteurs  de  lout  triangle, 
inscrit  à  une  hyperbole  équilatère,  étant  un  point  de  la 
courbe,  on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Le  cercle  des  neuf  points  d'un  triangle  inscrit  à 
une  hyperbole  équilntère  passe  par  le  centre  de  la 
courbe. 

Ce  cas  particulier  n'est  pas  nouveau. 
On  aura  aussi  le  théorème  suivant  : 

Les  quatre  cercles  passant  respectivement  par  les 
projections  de  chacun  des  sonnnets  d'un  quadrilatère 
quelconque  sur  les  côtés  du  triangle  formé  par  les 
trois  autres  concourent  en  un  même  point ^  centre  de 
Vhjperbole  équilatère  circonscrite  au  quadrilatère. 

En  particulier  : 

Quatre  points  estant  pris  sur  un  cercle,  les  droites 
de  Simpson  de  chacun  de  ces  points  relatii^ement  au 
triangle  formé  par  les  trois  autres  se  coupent  au 
même  point. 


SUR  LES  FO\CTIOA'S  SYMÉTRIOUES; 

Par  m.  WORONTZOFF. 


i.   En  désignant  respectivement  par  jt?i,  JCo,  »  .  .,  x,i 
et  par  .r, ,  x'^^  •  •  •  ,  ^'^^^  les  racines  des  équations 


(mSn), 


F(x)  = 

a^T'i  - 

{-  ay  r"-i  -h. 

.  .^an-\OP^ 

-  a,j  =  o, 

f{or)  = 

b^^x'"-^ 

h  bix»'-'^-^. 

.  .  +  /j,/,_icrH 

-  b,„  =  o 

{  "1  ) 

posons 

Sq  ^^  ^  j   — r~  3/2    •  <  •  "I     -^  fi  j  S  q  ^^^  ^  \      i"  '^  1    "■"  •  •  •  ~\~  '^  ifiy 

k  =  n 

kcj-r  =  —  «0  ds  ,,_=  2^aQ  - -__- 

q-r 

où  la  somme  ^  xf' x^- . .  -^î"  se  rapporte  à    toutes  les 
solutions  entières  positives  de  Téquation 

qi->rq2-h...-{-qn  =  q       r. 
Comme 

(1)  —  qa^  =  a^Sq  +  a^Sq-i  +.  .  .-h  a^-^s^  +  «^-i5,   |(^  >o), 

(2)  «oA^  4- «1  A,y_i  H-. . .+ a^_i  At  +  a^Ao  =  o        (Aq  =  i), 

(3)  <jrA^  =  Ao5y-i- Al  5,^-1 +.  ..+  A^_i  5-2 +  A^_2  5i    (1), 


(')  En  posant,  pour  abréger, 

k  =  k  li  =  q  h=q 

adnmettons  que,  pour  toutes  les  valeurs  entières  et  positives  de  q, 
u^^^  =  qA.q^^:  on  obtient  alors,  pour  toutes  les  valeurs  entières  posi- 
tives de  q, 

h=q 

„ik+\)  —  Vs^^'+l^/'  v(/'-'  r'J^^'  -4-  4'A'  7-7-/i-l     ,  ,    \{k)  v(A->,  \ 

h  =  l 
k  =  q 

—  q  /^A(j-h^k+l  —  q '^q 
k  =  0 

Comme  m',/  '  =  q  M/  '  ou  ^f  +  xi"  '  .r,  +  . . .  +  J7,  x'/~  ^  =  qx^,  q 
étant  un  entier  positif  quelconque,  on  a,  pour  toutes  les  valeurs  en- 
tières positives  de  q, 

,.(2)  _^*  (2)  ,,(fl)   _  ^A  («) 
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(  >>8  ) 
on  trouve 


(4) 


(5) 


(G) 


A 


^f/  ff  1 1  a2  •  •  •  •  ^^9  ■ 
/!  A^'Af'A«'-...A^ 


oq        -^ ^ySl^'-'S;^'! 


ai  !  aa! .  .  .ol,i  ! 


aj  !  «2  !  •  •  •  ^ 


;<^i2'^^.  .  .q^'i  Œj  !  Œo  !  .  .  .  ^q 


t  rr     '  _rT_!' 


où  0", ,  o-o,  . . .,  0-^,  a, ,  ao,  .  . . ,  a,;   sont  les  solutions  en- 
tières positives  des  équations 

ai  +  2<72 +.  .  .4- ^a<y  =  ^,  ai  H- '2a2 +.  .  .+ /la,»  =  ^, 

•   et  OÙ  £  =  ai  +  a2  +  . .  .  +  a,/. 
En  vertu  des  relations 

dxk  _         ^^~  *  dafc  _       «/t-/-  <:/A/,-  _  A/^_,. 

^«/i  F'(a7;^)  6/5,.  /•  dSr  r 

on  obtient  aussi 

^1       (^  — 1)\       daci  da\  da^        '    '  '^  daa-\j 

l              I    r                             dao-i  dan-i 

{    ag=  -  \—  sia^-i-h  S2  —j^ 1-253 


(8) 


(9) 


ds". 


1  ^       daç-i  daq-il 

{Nouvelles  Annales^  p.  828;  1891.) 


(">>    \ 


(  l'i)  ) 

2.   l^eiioiis  l'c(jualioii 

=:   y  ni  _|_    11 "^  y/rt— l   _^ 

•^  I  .  5!  .  .  .  (  /?î  —  I  )  -^ 

H-  D  a„  *  (  a,,  )7  +  *  (  a„  ) 


ou 


'r  =      7 :      «/i  =  o  ; 

Li.'2...(m  — r)J 


(  //i  — , 
alors,  d'après  la  formule  (5),  ou  a 

(il)  =y -  ^'  ^^  '■■^" 


(o-]  -h  9, 0-2  + ...  -H  />i  (y„i  =  ni  ) 


et  aussi 


(12) 


(i3) 


ou 


^(an)=F(x\)F{x',)...¥(x',„) 


Gr 


(ïj(//i-/0(o) 

I  .•>...  .  {/n  —  /■) 


[)'^^{—-i)'^-i.  .  .(— r)'^'-  ai  !  ao  !.  .  .  a,. ! 

(  OTi  -4-  2  0-2  +  ...  -f-  rCr  =  ''  ) 


/>•  =:  /« 


(14) 


S./-(-i)^^2[F(-^'a)J'^ 


A— 1 


^  .1^^  ay!  a,  !...a„! 


(aj  +  ..  .+  a„  =  </), 


À-  =  ?>t 


(i5) 


s:,=(-~i)^/2f^^^''"'^^-^"''"^' 


/.■=i 


/loc, 


l-{-2X;,_2+-.---+-''  '''o 


(  '^-^  ) 


k  =:  m 


A  -  1 

(|3i4-2^.2+-  ..+  '^'[^m  =  <7,    i  =  Hi  +  ^2  +.  ..  ?m)- 

En  faisant 

//?  — /i  —  r,         bQ^=na(f,         bi  =  (n  —  i)«i,  •••, 

b;i-^  =  'ici/i—i,         bfi-^i  =  a,i—i, 

nous   pouvons  ap[)li(|UL'i'  les    foriuules    prétédcnlcs    au 
calcul  du  dlscriniiuaut  de  l'cquatiou  F(x)  =  o, 


1 

0 


3.   Posons 

5 

F„_i(a7;)F„_i(.r'2)...F,,_i(a-;„)  =  *,,_,(«„_!  ), 

Si  l'on  connaît  ^u-\{^/i^\)i  ^^  valeur  de  <P,i(a,i)  s'en 
déduit  immédiatement  par  de  simples  diflérentiations. 
En  eiïet,  on  a 

*« (du)  =  K'  -+-  Cl  a;r~^  + . . .  +  G,n-i  a,i  +  C,n 
où 

G,„  =*,,(o)  =  (-1)'"  -^-  *„_i(a«-,). 
En  veitu  de  la  relation 


daa~m  dan- 


m+1 


I 


ou 


dan  bni  L 


aati—ni 

d^\,(a,/)  .  J'ï>„Crt,;)] 

0\  — h  .  .  .  +  0,„  —  i ■ — 

"  n—\     J 


dct,i—in-¥\  (ici  fl- 

ou, plus  géiiéralcintîDt, 

d'-^n{ci„)  I     r,         d        d>-i<ly„(an) 


bt 


da'.,    .  bnA       dcin^ni         da'n   ^ 

d  d''-^^n{an) 


dO,n  —  iii->r\  dci,i 

h  ^  d'-^^nian)'\ 

'"~*  da,i-\         da'-^        J 


ou  trouve 


\d^nian)'\ 

I       da,i     Jrt„  =  o 


I     [  J       dÇiffi  ,         ddin  J  dx^m 

—  J-(bo  -J H  61  -^ h. ..-h  l),n-\  -,- 

o„i  \      aa,i—ni  aa,i—m+i  aafi—x 


'in—1 


1     Vd-^^,{an)~\ 
1.2  [       dal       Jrt„  =  o 


—r—     ^0  -} ^  bi h.  .  .-^b,n-[ 


2b„i    \        da,i-m  dcia^m^X  '"  dfln-x 


1 .2. .  .  r  L       da'n        \ 


'In  =  0 


Oo    —J H  bi   -J h.  .  .+  b,„-i 


f'b,n  \        da,i^m  da,i    ,n\'\  da,i-\ 


ç,     ^  I  \d"'-^<^n{an) 


I)  L       da'/r'        J, 


1.1.  ..{m  — i)  L       da',['-    '        J  ,,,^^0 

I  /,        dCi  ,  <^C.>  ,  «iCo 

-      60  -, h  6,  -, : h...+  ^,;,-l 


{ni  —  \)b„i\       daa-m  dcia-m-^x        '"  dan-i 

En  désiguant  respccLivemeut  par  \,i  et  A//_,  les  dis- 
crimiuauls  des  équations  F„[x)^=o,  Vn_\  (j')  =  o,  et 
en  faisaul 

m  ^  n  —  I ,  ^0  =  fi(H,         b^  =z  {n  —  \)  ft ^,  .  .  .  , 

b,t-i=?.an~î^  bn     \—(fn     1, 


(     '22    ) 

on  obtient 

A„=n(.r  1—^.2)2 

=  (-0    ^    '    ^T7F^(F'^i)F(^2)--.F(-<-i) 

=(-!)"  (~^)  ^  («r^  H-  G,«r2  +  G2«r^' +. . .  +  g,,_2«,,  +  c«._i) 
=  G'o«r  '  +  g;  «r-  +  g',  «r^ +. . .+ c;,_2  «„  +  g',_,, 

où 


«n 


et,  en  vertu  de  la  relation 


k:=n 


/;-=i 


k  =  n 


=  o 


/.    :=1 


OU 


k  =  n—i 


d     d'--'^  ^n 


—r-  =  —  ■ 7  ( Al  —  A-  +  i)a/c-i  -T—      ,    ,.    , 

a',i  a„-i  Aid.  dau    da\,  ^ 


k-\ 


g: 


= na^        "       +  ( 

««-1  L  ^«1 

r     /d^\,, 


Il  —  \)ci\ 


dC',^_i 


ôa^ 


ian-i  -r h 


/^-:J 


/lar 


^«1 


{n  —  i)ai 


^G/^_2 


+  .  .  .-I-  ia,i-% 


C  — 


1.2. . .( /i— 2)  V  ^«'r  -  /".=o 

I         r      da,     ,      ,     t^?G'./ 

—  , Airto  — -^    +(A2 l)«i 


dC, 


ÔŒ' 


Oa= 


+  .  .  .+  2«rt-2  -— --      , 


^     ''  ,/t~i 

0 


C'o=(-i) 


a', 


(J.-A.  Serret,     Coiu'S  cV Al^hhvo,   supérieure,    t.    I, 
p.  461;  i885.) 
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SIR  L'ORIENTATION  DES  SYSTÈMES  DE  DROITES  C); 

Par    m.    g.  HUMBERT. 


V.  —  Lieu  des  foyers  d'un  faisceau  tangentiel 

DE    coniques. 

20.  Soient  deux  coniques  A  et  B  ayant  respective- 
ment pour  foyers  réels  les  points  f  et  /"',  ^  et  ^'  :  le 
lieu  F  des  foyers  des  coniques  inscrites  dans  le  même 
quadrilatère  que  les  coniques  A  et  B  est,  d'après  la  théo- 
rie générale,  le  lieu  des  points  M  tels  que  les  systèmes 
de  droites  M/  et  Mf,  M  g  et  M  g'  aient  mêmes  bissec- 
trices, y 

Rien  n'est  plus  facile  que  d'obtenir,  en  partant  de  là, 
l'équation  du  lieu  :  on  trouverait  une  cubique,  passant 
par  les  points  cycliques  du  plan,  et  ayant  une  asymptote 
parallèle  à  la  droite  qui  joint  les  milieux  des  segments 
//'  et  gg\   c'est-à-dire  les  centres  des  coniques  A  et  B. 

Cette  cubique  peut  être  déterminée  par  points  d'une 
manière  très  simple. 

La  conique  A  a  deux  foyers  imaginaires,  qui  s'obtien- 
nent en  joignant  /  et  /'  aux  points  cycliques  1  et  J,  et 
en  prenant  les  intersections  des  droites  ainsi  obtenues^ 
ces  deux  nouveaux  points,  /*,  et  /'^.  sont  aussi  sur  le 
lieu  des  foyers  F. 

De  même,  si  l'on  joint  les  points  y  et^^'  aux  points  g 
et  g\  les  droites  fg  ^^  f  g',  /g'  ^^f  g  se  coupent  rcspec- 


(')    Voir  même  Tome,  p.  ?>-j. 


{  >M  ) 

livLMiiciit  l'u  deux  nouveaux  poiuls,  A  (;l  k\  (|ui  sont 
sur  F,  d'après  la  propriété  foudamentaltî  de  ce  lieu. 

Il  y  a  plus  :  les  couples  de  points  y,  et  /\ ,  A"  et  A' jouent 
le  môuïe  rôle  que  les  couples /" et/'  ou  g  et  g-',  l.a  pro- 
position est  évidente  pour  les  points  /,  vl/\  qui  sont  des 
foyers  d'une  des  coniques  du  faisceau^  on  peut  montrer 
de  même  que  A"  et  A'  sont  aussi  les  foyers  d'une  de  ces 
coniques  :  en  elfet,  une  conique  du  faisceau  a  un  foyer 
en  A',  puisque  k  est  sur  F;  le  second  foyer  réel  de  cette 
conique  est  nécessaiiement  en  Ar',  car  soit  A^  ce  foyer  : 
les  systèmes  de  dioites  fg^  f^  et  y  A,  fl\\  ont  même 
orientation,  d'après  la  piopriété  fondamentale  de  F; 
les  droitesy^  et/A^  coïncidant,  il  en  est  de  même  de  fg^ 
QXfk\^  ce  qui  prouve  que  1\\  est  sur  la  droite/A';  il  est 
également  sur  la  droite  f^k'  et  coïncide  par  suite  avec  A'. 

En  d'autres  termes,  le  lieu  F  peut  être  défini,  au 
moyen  des  trois  couples  de  points /et/*',  g  ^^  ^  ■>  I  et  J, 
de  la  manière  suivante  :  on  joint  deux  à  deux  les  points 
de  deux  de  ces  couples-,  on  obtient,  parles  intersections 
des  droites  ainsi  construites,  un  nouveau  couple^  en 
opérant  de  la  même  manière  sur  ce  nouveau  couple  et 
sur  le  troisième,  on  obtient  un  cinquième  couple,  et  l'on 
continue  ainsi  indéfiniment  en  combinant  deux  quel- 
conques des  couples  obtenus  ;  tous  ces  couples  sont  sur  F. 
On  reconnaît  la  construction  discontinue  donnée  par 
Schroter  pour  les  courbes  du  troisième  ordre  -,  les  couples 
de  points  considérés  sont  des  couples  d<^  pôles  conju- 
gués ou  couples  steinériens ;  ils  jouissent  de  la  propriété 
que  les  tangentes  menées  à  la  cubique  aux  deux  points 
d'un  couple  se  rencontrent  sur  la  courbe. 

21.  On  peut  dire  d'après  cela  que  Le  lieu  des  foyers 
(les  coniques  inscrites  dans  un  quadrilatère  est  une 
cubique  circulaire  y  dont  les  tangentes  aux  points  cy- 
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cliques  se  coupent  sur  la  couihe ;  ou,  plus  sunpletnentj 
une  cuhicfue  civculaire  cjui  passe  par  son  foyer  singu- 
lier. 

Réciproqueineiil,  toute  cubique  ciiculaire  passant  par 
son  foyer  singulier  peut  être  considérée  comme  le  lieu 
des  fojers  de  coniques  inscrites  dans  un  quadrilatère  :  il 
suffit  de  prendre  sur  cette  cubique  deux  couples  steiné- 
riens  quelconques,  /^ety',  ^  et  g^ ^  du  même  système  que 
le  couple  formé  par  les  points  cycliques,  et  la  cubique 
est  le  lieu  des  coniques  du  faisceau  tangentiel  déterminé 
par  deux  coniques,  quelconques  d'ailleurs,  ayant  respec- 
tivement pour  foyers  les  points^ety,  g  ^^  §'- 

2^.  Les  propositions  démontrées  plus  haut  relative- 
ment aux  centres  harmoniques  prennent  une  forme 
assez  simple  si  l'ou  observe,  avec  Laguerre,  que  le 
centre  harmonique  a  de  deux  points  /"et/'  par  rap- 
port à  un  point  M  est  sur  la  circonférence  passant 
par  M.  /et/',  et  que  les  points  M,  a,f  f  divisent  liar- 
moniquement  cette  circouférence. 

Par  un  point  M,  du  lieu  F  des  coniques  inscrites 
dans  un  quadrilatère,  et  par  les  foyers  f  et  f  de  V  une 
quelcojique  de  ces  coiiiques,  faisons  passer  un  cercle  et 
prenons,  sur  ce  cercle,  le  point  a,  qui,  a^ec  les  points 
M,  f  f\  divise  harmoniq uement  la  circonférence  : 
d'après  un  théorème  établi  plus  haut,  le  point  a  décrit 
un  cercle  tangent  en  M  à  la  courbe  F. 

On  voit  aisément  que  ce  cercle  passe  par  le  point 
obtenu  en  prolongeant  d'une  longueur  égale  à  elle- 
même  la  droite  qui  va  de  M  au  foyer  singulier  de  la 
cubique. 

Si  la  courbe  F  a  un  point  double,  le  centre  harmo- 
nique des  deux  points  d'un  même    couple  /  et/' par 
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rapport  à  ce  point  double  est  un  point  lixe  :  d'après  ce 
qui  a  été  dit  au  n"  19,  la  courbe  F  n'aura  de  point  double 
que  si  le  faisceau  de  coniques  qui  sert  à  la  définir  con- 
tient un  cercle^  le  point  double  est  alors  le  fojer  ou 
centre  du  cercle.  Donc  : 

Si,  par  les  foyers  f  et  f  de  Vune  quelconque  des 
coniques  inscrites  dans  un  quadrilatère  circonscrit  à  un 
cercle  de  centre  o,  et  par  le  point  o,  on  mène  une  circon- 
forence,  cette  circonférence  passe  par  un  second  point 
fixe  o  qui^  ai^ec  les  points  o,  J  et  f'^  la  divise  liar- 
rnoniquement.  Le  segment  oo'  a  pour  milieu  le  foyer  sin- 
gulier de  la  cubique  lieu  des  foyers /,y. 

La  courbe  F  est  alors  ce  que  Quételet  appelle  une 
focale  à  nœud',  une  focale  à  nœud  est,  d'après  ce  qui 
précède,  une  cubique  unicursale  passant  par  les  points 
cycliques  et  par  son  foyer  singulier.  On  peut  la  définir 
aussi  comme  le  lieu  du  sommet  d'un  angle  de  grandeur 
variable  dont  les  côtés  passent  par  deux  points  fixes  J"  et 
f  ^  el  la  bissectrice  par  un  troisième  point  fixe  o. 

23.  On  rencontre  cette  courbe  dans  un  problème 
assez  intéressant  de  la  Géométrie  de  l'espace. 

Cliasles  a  fait  voir  que  le  lieu  des  pieds  des  normales 
à  un  système  de  quadriques  liomofocales,  contenues 
dans  un  plan  donné  P,  est  une  focale  à  noeud,  et  nous 
avons  démontré  que  le  lieu  des  foyers  des  sections  faites 
par  le  plan  P  dans  les  quadriques  liomofocales  coïncide 
avec  le  lieu  de  Cliasles.  On  peut  d'ailleurs  établir  direc- 
tement que  le  lieu  des  foyers  est  une  focale  à  noeud, 
en  s'appuyaiit  sur  les  principes  généraux  énoncés  au 
commencement  de  ce  travail,  et  en  déduire  quelques 
propriétés  géométriques  simples. 
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24.  Cherchons,  en  effet,  l'équation  tangentielle,  dans 
le  plan  P,  des  coniques  communes  à  ce  plan  et  aux  sur- 
faces homofocales. 

Il  y  a  deux  quadriques  du  système  homofocal  qui  tou- 
chent une  droite  donnée  5  donc  deux  des  coniques,  dans 
le  plan  P,  touchent  une  droite  de  ce  plan,  et  l'on  en 
conclut  aisément  que  l'équation  générale  cherchée  con- 
tiendra un   paramètre  8  au    second  degré.  Elle  sera  de 

la  forme 

A62-f-B0-+-G  =  o, 

et  l'on  pourra  supposer  que  les  coniques  A  =  o  et 
G  =  o  sont  deux  quelconques  des  coniques  du  système. 
Or  parmi  ces  coniques  figure  celle  qui  se  compose 
des  deux  points  cycliques  du  plan  P,  puisque  le  cercle  à 
l'infini  fait  partie  du  système  homofocal  5  on  peut  donc 
supposer  que  l'on  a 

et  l'équation  devient 

(M2_{_p2)e2-|-   BO-f-G  =  0. 

Les  coniques  ainsi  représentées  sont  homofocales  aux 

coniques 

Be-^G  =  o, 

qui  appartiennent  à  un  même  faisceau  tangentiel. 

Cette  remarque  suffit  pour  étahlir  que  le  lieu  des 
foyers  des  coniques  est  une  cubique  circulaire,  passant 
par  son  foyer  singulier;  observons  maintenant  qu'une 
des  quadriques  du  système  homofocal  touche  le  plan  P, 
et,  par  suite,  une  des  coniques  se  réduit  (au  point  de 
vue  tangentiel)  au  point  de  contact  compté  deux  fois^ 
ce  point  est  donc  un  point  double  de  la  cubique,  qui 
est  dès  lors  une  focale  à  nœud. 

Si  maintenant   on  désigne  par  f  et  /',  g  et    «',  les 
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loyers  de  lieux  des  coniques,  la  foeale  à  nœud  peut  être 
considérée  comme  le  lieu  des  foyers  des  coniques  tan- 
gentes aux  droites /^>-,  fg\f'g,  J' g',  et,  puisqu'elle  a  un 
point  double,  ces  quatre  droites  doivent  nécessairement 
toucher  un  cercle  déciit  du  point  double  comme  centre. 

25.  On  peut  donc  énoncer  les  propositions  sui- 
vantes : 

Le  lieu  des  foyers  des  sections  faites  dans  une  série 
de  quadriques  Jioniofocales  par  un  plan  P  est  une  fo- 
cale à  nœud,  dont  le  point  double  est  le  point  de  con- 
tact o  du  plan  P  avec  la  quadrique  du  système  qui 
touche  ce  plan. 

Si  par  le  point  o  et  les  foyers  f  et  f  de  Vune  des 
coniques  d' intersection  on  fait  passer  un  cercle,  ce 
cercle  passe  par  un  second  point  fixe  o'  qui,  a^ec  les 
points  o,  f  et  f\  divise  harmonie uenient  la  circonfé- 
rence. 

Le  segment  oo'  a  pour  milieu  le  foyer  singulier  <ï> 
de  lajocale;  ce  point  <ï>  est  le  foj  er  de  la  parabole  qui 
figure  parmi  les  coniques  d'i/itersection. 

Les  quatre  droites  qui  joignent  les  foyers  réels  de 
Vune  des  coniques  d  intersection  aux  foyers  réels  d'une 
autre  de  ces  coniques  touchent  un  même  cercle  qui  a 
pour  centre  le  point  o. 

En  particulier  : 

Les  droites  qui  joignent  deux  à  deux  les  points  oii 
deux  coniques,  focales  Vune  de  l'autre,  sont  coupées 
par  un  même  plan  forment  un  quadrilatère  circon- 
scriptihle  à  un  cercle. 
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\l.     PllOPIUK'li:      DKS      lOYKRS      DES     C0URBF:S 

APPAin'KN.VNT    A    UJV    FAISCEAU     T AJN  GENTIEL . 

26.  Nous  avons  démontré  au  n°  18,  connue  consé- 
quence d'une  proposition  fondamentale,  que  le  centre 
harmonique  des  n  foyers  réels  d'une  courbe  ap|)artenant 
à  un  faisceau  tangentiel  de  classe  «,  par  rapport  à  un 
point  du  lieu  F  correspondant,  reste  sur  un  cercle,  tan- 
gent en  ce  point  à  la  courbe  F. 

Par  des  considérations  d'un  autre  ordre,  on  arrive  à 
un  résultat  qui  complète  le  précédent  : 

Le  centre  harmonique^  par  rapport  à  un  point  du 
plan,  des  foyers  réels  de  chacune  des  courbes  d'un 
faisceau  tangentiel  décrit  un  cercle  (^). 

Ce  théorème  peut  recevoir  une  (orme  plus  élégante  si 
l'on  observe  avec  Laguerre  que  le  centre  harmonique 
des  foyers  réels  d'une  courbe  par  rapport  à  un  point 
coïncide  avec  le  centre  harmonique  des  points  de  con- 
tact des  tangentes  qu'on  peut  mener  de  ce  point  à  la 
courbe.  Ainsi  : 

Le  centre  hannonique^  par  rapport  à  un  point  du 
plan,  des  points  de  contact  des  tangentes  qu'on  peut 
mener  de  ce  point  à  chacune  des  courbes  d'un  même 
faisceau  tangentiel  décrit  un  cercle. 

Vif.  —  Extension   a  l'espace. 

27.  Il  ne  parait  pas  possible  d'introduire,  pour  un 
système  de  plans  disposés  d'une   manière  quelconque 


(')  M.  Franklin,  dans  le  Mémoire  cité,  a  démontré  cette   proposi- 
tion que  nous  nous  étions  borné  à  énoncer. 
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dans  l'espace,  de  nolloii  géométrique  analogue  à  celle 
de  V orientation  d'un  système  de  droites  tracées  sur  un 
même  plan;  aussi  nous  bornerons-nous,  dans  ce  qui  suit, 
au  cas  où  tous  les  plans  considérés  passent  par  une 
même  droite  :  on  peut  alors  étendre  à  l'espace,  sous 
cette  forme  restreinte,  un  grand  nombre  des  résultats 
qui  précèdent  et  arriver  ainsi  à  des  propositions  inté- 
ressantes. 

On  dira  que  deux  systèmes  de  plans,  passant  tous  par 
une  même  droite,  D,  ont  même  orientation  lorsque  les 
systèmes  de  droites  obtenus  en  coupant  les  plans  par  un 
plan  perpendiculaire  à  D  ont  même  orientation.  Cela 
posé,  des  théorèmes  des  n°*  3,  4  et  5  résultent  presque 
immédiatement  les  conséquences  suivantes  : 

Pour  quiin  système  variable  de  n  plans  passant  tous 
par  ujie  droite  fixe,  et  dont  V équation  contient  algé- 
briquement un  nombre  quelconque  de  paramètres, 
consery^e  une  orientation  fixe,  il  faut  et  il  suffit  que 
lorsqu'un  ou  plusieurs  des  plans  du  système  'viennent 
à  toucher  le  cercle  imaginaire  de  V infini  en  un  point  \, 
d'autres  plans  du  système,  en  même  nombre,  touchent 
au  même  instant  ce  cercle  en  un  autre  poijit  J. 

Les  points  I  et  J  sont  ceux  où  les  plans  normaux  à  la 
droite  lixe  coupent  le  cercle  à  l'infini. 

Soit  une  fandlle  de  surfaces  dontV  équation  dépend  al- 
gébriquement d' un  nombre  quelconque  de  paramètres  : 
pour  que  l' orientation  du  système  des  plans  tangents 
qu  on  peut  mener  par  une  droite  donnée,  D,  à  cha- 
cune de  ces  surfaces  demeure  constante,  il  faut  et  il 
suffit  que  les  surfaces  de  la  fandlle  qui  touchent  un  des 
plans  isotropes  passant  par  Yi  touchent  l'autre  pla/i 
isotrope  mené  par  cette  droite. 
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Pav  [Aan  isol ropf\  nous  ('iitcinlons  un  [)laii  langdil  au 
cercle  de  l'iiidui. 
En  parli(*ii]i('r  : 

Soil  lui  faisceau  tangent  ici  de  cônes  algêhiiques  de 
classe  /?,  ayant  même  sommet  ;  par  une  droite  focale^  f, 
de  Van  d'eux,  menons  les  n  plans  tangents  à  V un  quel- 
cofK/ue  des  autres  :  tous  les  systèmes  ainsi  obtenus  au- 
tour de  la  droite,  f  ont  même  orientation. 

Réciproquement, 

Si  une  droite  f^  passant  par  le  sommet  commun  des 
cônes,  jouit  de  cette  propriété,  c'est  une  focale  de  l'un 
des  cônes  du  faisceau. 

Le  système  des  plans  tangents  menés  à  un  cône  algé- 
brique de  classe  n  par  une  droite  issue  de  son  somm^et 
et  le  système  des  plans  qui  passent  par  la  droite  et 
chacune  des  n  focales  réelles  du  cône  ont  même  orien- 
tation, (Laguerre). 

De  la  combinaison  des  deux  dernières  propositions 
résulte  celle-ci  : 

Le  lieu  des  focales  d' un  faisceau  tangentiel  de  cônes 
algébriques  de  même  sommet,  déterminé  pa?-  deux 
cônes  A  et  )^  de  classe  ri.,  est  un  cône  tel  que  si,  par  une 
de  ses  génératrices  et  les  n  focales  de  A,  puis  les  n 
focales  de  B,  on  fiit  passer  des  plans,  les  deu.T  sys- 
tèmes de  plans  ainsi  obtenus  aient  même  orientation . 

En  coupant  les  cônes  considérés  par  une  sphère  ayant 
pour  centre  leur  sommet  commun,  on  établit,  comme 
au  n°  16,  le  théorème  suivant  : 

Si  une  courbe  sphérique  est  telle  que  de  chacun  de 
ses  points   n  arcs  de  grand  cercle  soient  vus  sous  des 
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angles  dont,  la  soni/n.":  est  un  multiple  de  tc,  elle  con- 
serve la  même  propriété  avec  une  infinité  d^ autres 
groupes  de  n  arcs  ayant  tous  leurs  extrémités  sur  la 
courbe.  (Dauboux). 

Celle  courbe  peut  ètie  considérée  d'une  infinité  de 
façons  comme  le  lieu  des  foyers  d'un  faisceau  tangentiel 
de  courbes  spliériques  de  classe  «,  et,  en  particulier, 
comme  le  lieu  des  foyers  des  courbes  spliériques  de 
classe  n  tangentes  aux  /z-  grands  cercles  (jui  joignent 
n  points  de  la  splière  à  n  autres  points  de  cette  surface. 

Les  deux  systèmes  de  n  points  ainsi  introduits  sont 
les  extrémités  d'un  môme  système  de  n  arcs  de  grand 
cercle  convenant  à  la  première  définition  des  courbes 
qui  nous  occupent,  et  réciproquement. 

28.  11  est  aisé  de  trouver  l'ordre  du  cône,  lieu  des 
focales  des  cônes  de  même  sommet  et  de  classe  n  appar- 
tenant à  un  faisceau  tangentiel.  Ces  cônes  sont,  en  effet, 
coupés  par  le  plan  de  l'infini  suivant  des  courbes  ap- 
partenant aussi  à  un  faisceau  tangentiel,  et  le  problème; 
revient  évidemment  au  suivant  :  étant  donné  un  fai- 
sceau tangentiel  de  courbes  planes  de  classe  n  et  une 
conique  (le  cercle  à  l'infini),  on  mène  les  tangentes 
communes  à  la  conique  et  à  une  quelconque  des  courbes 
du  faisceau^  trouver  le  degré  du  lieu  engendré  par  les 
points  de  concours  de  ces  tangentes  deux  à  deux,  lorsque 
l'on  fait  varier  la  courbe  dans  le  faisceau. 

Soient  /une  tangente  quelconque  de  la  conique^  A  la 
courbe  du  faisceau  qui  touclie  t  :  il  est  clair  que  les 
points  du  lieu  situés  sur  t  sont  à  l'intersection  de  cette 
droite  avec  les  2.n — i  autres  tangentes  communes  à  la 
conique  et  à  la  courbe  A^  le  lieu  est  donc  d'ordre  2/2 —  i . 

On  voit  facilement  que  ce  lieu  n'a,  en  général,  de 
point  double  que  si  une  même  courbe  du  faisceau  touche 
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la  conique  en  deux  points;  le  point  double  est  alors  le 
pôle,  par  rapport  à  la  conicpie,  de  la  droite  qui  joint  les 
deux  points  de  contact.  Donc  : 

Le  lieu  des  Jocales  des  cônes  d' un  même  faisceau 
famrentiel  de  classe  n  est  un  cône  d'ofdre  2n  — i:  ce 
cône  n^a,  en  général,  de  génératrice  double  que  si  un 
des  cônes  du  faisceau  est  doublement  tangent  au  cercle 
de  l'infini. 

29.  Si,  au  lieu  d'un  faisceau  langentiel  de  cônes 
ayant  même  sommet,  on  considère  un  faisceau  tangeti- 
tiel  de  surfaces  quelconques  de  classe  /î,  les  résultats 
précédents  peuvent  encore  si^  généraliser. 

11  est  aisé  d'établir  tout  d'abord,  comme  au  n''  o,  que  : 

Si  les  plans  tangents  menés  par  une  droite  à  deux 
surfaces  de  classe  n  forment  deux  systèmes  de  même 
orientation,  les  n  plans  tangents  menés  par  cette  droite 
à  une  quelconque  des  surfaces  du  faisceau  tangentiel 
déterminé  par  les  deux  premières  forment  encore  un 
système  de  même  orientation  que  les  deux  systèmes 
pr  in  à  tifs. 

On  en  conclut,  étant  donné  un  faisceau  tangentiel  de 
surfaces,  que  les  droites  qui  jouissent,  par  rapport  aux 
surfaces  du  faisceau,  de  la  propriété  précédente,  for- 
ment un  complexe. 

11  est  aisé  de  déterminer  les  cônes  et  la  surface  des 
singularités  de  ce  complexe. 

Soit,  en  effet,  iM  un  point  quelconque  del'i^space^  h.'s 
cônes  de  sommet  M  circonsciils  aux  surfaces  du  faisceau 
forment  eux-mêmes  un  faisceau  tangentiel  de  classe  «, 
<'t  les  droites  du  complexe  issues  de  M  sont  évidem- 
ment, d'après  ce  qui  a  élé  dit  aux  n"'  27  et  28,  les  fo- 
cales de  ces  cônes. 
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Les  cônes  du  complexe  sont  donc  des  cônes  de  degré 
2n — I,  et  chacun  d'eux  coupe  une  sphère  ayant  son 
sommet  pour  centre  suivant  une  des  courbes  remar- 
quables rencontrées  plus  haut. 

Pour  qu'un  cône  du  complexe,  de  sommet  M,  ait  une 
génératrice  double,  il  faut,  en  général,  et  il  suflit  dans 
tous  les  cas,  qu'un  cône  de  sommet  M,  circonscrit  à 
Tune  des  suifaces  A,  du  faisceau,  touche  deux  fois  le 
cercle  de  l'inlini  (n"  28);  ou,  en  d'autres  termes,  que 
la  sphère  de  rayon  nul  ayant  M  pour  centre,  soit  bitan- 
gente  à  la  surface  A.  Le  point  M  est  alors,  par  défini- 
tion, un  foyef  de  A,  c'est-à-dire  est  situé  sur  une  des 
focales  de  A,  en  appelant  focales  d'une  surface,  selon 
l'usage,  les  lignes  doubles  de  la  développable  circonscrite 
à  la  surface  et  au  cercle  de  l'infini. 

On  peut  donc  énoncer  ce  théorème  : 

Soit  un  faisceau  tangentiel  de  surfaces  de  classe  n  : 
les  droites  qui  jouissent  de  la  propriété  que  V orienta- 
tion du  système  des  n  plans  tangents  menés  par  l'une 
d'elles  à  une  surface  du  faisceau  demeure  fixe,  quand 
la  surface  lyarie  dans  le  faisceau ,  forment  un  complexe 
d'ordre  in  —  i . 

La  surface  des  singularités  du  complexe  est  le  lieu 
des  focales  des  surfaces  du  faisceau;  les  droites  singu- 
lières du  complexe  sont  les  tajigentes  de  ces  focales. 

Tout  cône  du  complexe  coupe  une  sphère  ayant  son 
sommet  pour  centre  suis^ant  une  courbe,  qui  peut  être 
considérée  comme  le  lieu  des  points  d'où.  Von  voit,  sur 
la  sphère,  n  arcs  de  grand  cercle  sous  des  angles  dont 
la  somme  est  un  multiple  de  n. 

Le  cas  particulier  d'un  faisceau  tangentiel  de  qua- 
driques  est  intéressant^  on  verrait  aisément  que  le  lieu 
des  focales  des  quadriques  de  ce  faisceau  est  une   sur- 
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face  du  iiuitièine  ordre,  l.e  complexe  précédent  est  ici 
d'ordre  trois,  il  coïncide  avec  celui  que  déterminent  les 
génératrices  recti lignes  des  quadriques  homofocales  à 
celles  du  faisceau;  c'est  donc  un  cas  particulier  du 
complexe  formé  par  les  génératiices  des  quadriques  en 
nombre  doublement  infini  qui  touchent  sept  (et,  par 
suite,  huit)  plans  :  ce  complexe  et  sa  surface  des  singu- 
larités sont  bien  connus;  JM.  il.  Sturm,  en  particulier, 
a  fait,  dans  le  Tome  70  du  Journal  de  Crelle,  une 
étude  détaillée  du  complexe  réciproque  , formé  par  les 
génératrices  des  quadriques  (jui  passent  par  huit  points. 

30.  Pour  terminer,  nous  indiquerons  une  propriété 
intéressante  des  surfaces  algébriques  qui  ont  toutes  Leurs 
focales  à  V infini.  L'équation  de  ces  surfaces,  en  coor- 
données tangentielles  lectangulaires,  est  semblable  à 
celle  des  courbes  planes  analogues,  étudiées  au  n"  6^  si 

ux  -^  vy  -^  wz  -}-  y?  =  o 

est  l'équation  du  plan,  l'équation  des  surfaces  considé- 
rées est  de  la  forme 

(6)      F,i(a,  V,  «v)  — (w2-f-  v'^-^^  w''-)f^.^{u,  (^  w,/>)=  o; 

où  F,/  G^lfn-2  sont  des  polynômes  homogènes  d'ordres 
/i  et  n  —  2,  dont  le  premier  ne  contient  que  m,  p»,  w. 

Menons  à  la  surface  (6)  des  plans  tangents  par  une 
droite  quelconque,  que  nous  pouvons  supposer  être 
l'axe  Oz,  puisque  l'équation  (6)  ne  change  pas  de  forme 
pour  une  transformation  rectangulaire  des  coordonnées. 
Les  valeurs  proportionnelles  de  u  et  v  qui  correspondent 
à  ces  plans  tangents  s'obtiennent  en  faisant  w  =  o  et 
p  =z  o  dans  (6);  on  trouve  ainsi 
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L'orienlalion  du  syslèine  des  plans  tangents  considé- 
rés est  donné(î  [)ar  r<^x pression 


c'est- à-dire  i)ar 


F„(i.  —  t,  o)' 


L'Ile  est  donc  la  nièine  (jue  celle  du  système  des  plans  tan- 
gents menés  pai*  Oz  à  la  surface 

F,,(«,  p,  (^)=  o, 

qui  est  une  courbe  de  la  classe  ii  située  dans  le  plan  de 
l'infini.  Or  l'orientation  du  système  des  plans  tangents 
menés  à  cette  courbe  par  la  droite  Oz  est  celle  des  plans 
tangents  menés  par  Oz  au  cône  de  sommet  O  dont  les 
génératrices  s'appuient  sur  la  courbe,  et,  par  suite  (n°  27), 
cette  orientation  est  la  même  que  celle  des  plans  menés 
par  Oz  et  par  les  n  focales  réelles  du  cône  précédent. 

La  direction  de  ces  focales  est  d'ailleurs  indépen- 
dante du  point  qu'on  a  choisi  pour  sommet  du  cône, 
puisque  les  (;ônes  qui  passent  par  une  môme  courbe  à 
l'infini  sont  parallèles  entre  eux.  En  d'autres   termes  : 

Si  une  surface  algébrique  de  classe  n  a  toutes  ses 
focales  à  l'infini,  l' orientatio/i  du  système  des  n  plans 
tangents  quon  peut  lui  mener  par  une  droite  quel- 
conque de  l'espace  est  la  même  que  celle  du  système 
des  n  plans  qu'on  peut  mener  par  la  droite  parallèle- 
ment à  n  directions  fixes. 

fiCs  n  directions  fixes  sont  évidemment  celles  des  n 
focales  réelles  du  cône  qu'on  peut  circonscrire  à  la  sur- 
face à  partir  d'un  point  quelconque  de  l'espace. 
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DEMONSTRATIONS  ÏÏM  THÉORÈME  DE  STEI\ER 
ET  DTN  THÉORÈME  DE  NEWTOX; 

Par  m.  R.  GODEFROY, 

Ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 


I.   Le  ihéorème  do  Steiner  est  le  suivant  : 

Le  point  de  cojicoiws  des  haulears  de  tout  Lriangle 
circonscrit  à  la  parabole  est  sur  la  directrice. 

La  démonstration  cjue  nous  allons  en  donner  repose 
sur  ces  deux  propositions  connues  : 

i*'  Si  par  chaque  point  d\ine  tangente  à  une  para- 
bole P,  on  mène  la  perpejidiculaire  à  la  deuxième 
tangente  issue  de  ce  point,  toutes  ces  perpendiculaires 
et  la  tangente  elle-même  enveloppent  une  paraboleV . 
Les  axes  de  P  et  V  sont  rectcuigulaires. 

2°  Un  triangle  étant  circonscrit  à  une  parabole,  le 
diamètre  correspondant  au  point  de  contact  d\in  côté 
et  les  parallèles  menées  de  ses  extrémités  aux  côtés 
opposés  du  triangle  sont  concourantes. 

Voici  cette  démonstration  :  le  triangle  ABC  {fig.  i) 
étant  circonscrit  à  une  parabole  P,  la  parabole  P',  dont 
il  est  parlé  ci -dessus,  qui  touclie  les  perpendiculaires 
BB',  ce  à  AB,  AG  est  tangente  à  BG  au  point  D,  où  la 
tangente  de  P  perpendiculaire  à  BC  rencontre  cette 
droite.  Le  dianiètie  de  P'  issu  de  ce  point,  étant  paral- 
lèle à  l'axe  de  P'est  perpendiculaire  à  l'axe  de  P;  mais, 
il  passe  par  le  sommet  d'un  angle  droit  circonscrit  ri  P  : 
c'est  donc  la  directrice  de  cette  courbe.  Cette  droite  doit 
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pasvser  au  point  de  rcncoiitie  des  parallèles  menées  de  B 
et  G  aux  tangentes  BB',  CC  de  P'.  Ces  parallèles  étant 
deux  des  hauteurs  dn  triangle  ABC,  il  est  démontré  que 

l'ig.   I. 


le  point  de  concours  des  hauteurs  du  triangle  est  sur  la 
direcirice  de  la  parabole. 

Nous  ne  donnons  ici  cette  démonstration  qu'en  raison 
de  sa  nouveauté;  elle  n'a  pas,  il  faut  l'avouer,  une 
grande  simplicité.  Il  n'en  est  pas  de  même  des  résultats 
qui  suivent. 

II.   Ces  deux  théorèmes  ; 

Le  centre  de  toute  conique  inscrite  à  un  quadrilatère 
est  sur  la  droite  qui  joint  les  milieux  des  diagonales 
(Newton); 

Les  hauteurs  de  tout  triangle  circonscrit  à  la  para-^ 
h  oie  se  coupent  sur  la  directrice  (Steiner) 

peuvent  se  déduire  l'un  de  l'autre.  Nous  allons  d'abord 
établir  cette  relation,  donner  ensuite  du  théorème  de 
Newton  une  démonstration  directe,  et  énoncer  en  ter- 
minant une  propriété  projective  des  sections  coniques 
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qui  aura  cléj^i  iiaLurelleineiiL  apparu  parmi  le^s  rcsullals 
que  nous  allons  d'abord  obtenir. 

Partons  du  théorème  de  Steiner.  Nous  projetons  la 
parabole  suivant  une  conique  dont  le  centre  O  {/Ig-  2) 
est  la  projection  du  loyer  de  la  parabole.  La  directrice 
se  projette  suivant  une  droite  à  l'infini  et  le  triangle  cir- 
conscrit à  la  parabole  suivant  le  triangle  AB(^  circonscrit 

Fig.  2. 


C",' 


à  la  conique-  La  tangente  au  sommet  de  la  parabole  et  la 
droite  de  l'infini  de  son  plan  se  projettent  respectivement 
suivant  les  tangentes  parallèles  A'B^C,  A'^B^'C"  de  la 
conique.  Les  rayons  focaux  des  points  où  cette  tangente 
au  sommet  rencontre  les  côtés  du  triangle  donnent  dans 
la  projection  les  droites  OA',  OB',  OC  Les  hauteurs  du 
triangle  sont  parallèles  à  ces  rayons  :  leurs  transformées 
seront  les  droites  A  A'',  BB^',  CC  passant  aux  points  où 
OA',  OB',  OC  rencontrent  la  tangente  A"B"C".  Les 
hauteurs  se  rencontrant  sur  la  directrice,  les  droites 
AA'^,  BB'^,  GC"  se  rencontrent  sur  une  droite  à  l'infini, 
autrement  dit,  sont  parallèles.  Ce  résultat  équivaut  au 
théorème  de  New^ton.  On  eu  déduit,  en  effet  (en  consi- 
dérant les  triangles  AA'A%  BB'B'',  CC'C  dans  lesquels 
O  est  le  milieu  commun  des  trois  côtés  A' A",  B'B",  C/C/), 
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qu'une  iuènic  droile  contient  le  cenLie  de  la  coni(|ue  et 
les  milieux  des   diai^onales  du   quadrilatère  circonscrit 
ABCA'B'C. 

[M.  John. -G.  Moore  a  donné  du  théorème  de  Steiner 
une  démonstration  remarquable  qui  permet  de  le  re- 
gard(!r  comme  une  conséquence  immédiate  du  théorème 
de  ih'ianchon  (voir  Salmon,  Sections  coniques.  Cl». 
XI\  ,  p.  4*4)-  Ce  procédé,  ne  faisant  usage  que  de  pro- 
priétés projectives,  est  ap[)licable  au  théorème  de  New- 
ton.  Nous  avons  ainsi  la  démonstration  suivante. 

Soit  le  quadrilatèrt;  ABCA'B'C  {fig.  2)  circonscrit  à 
une  conique.  Les  droites  qui  joignent  chaque  point  de 
rencontre  de  deux  cotés  au  point  dtî  rencontre  des  tan- 
gentes parallèles  aux  deux  autres  sont  parallèles.  Ainsi 
BB'^,  ce  sont  parallèles  en  vertu  duthéorème  de  Bi  ian- 
clion  appliqué  à  l'hexagone  ce  HC  coB^'Cco  formé  par 
les  six  tangentes  issues  des  points  B,  C,  B'',  C.  Les  trois 
droites  BB",  C(/,cooc  sont  concourantes,  autrement  dit 
BB^'',  ce/  sont  parallèles:  même  démonstialion  pour  la 
droite  A  A''  associée  à  l'une  des  précédentes. 

Ceci  établi,  le  théorème  de  Newton  s'en  déduit  de 
suite  comme  ci-dessus. 

On  peut  même  éviter  d'invoquer  le  théorème  de 
Brianchon,  en  procédant  de  la  manière  suivante. 

Les  droites  BB^',  CC  {fiS-  ^)  tingend^ent,  lorsque 
B'''C''^  roule  sur  la  conique,  des  faisceaux  homographiques 
où  trois  couples  sont  formés  de  rayons  parallèles  (pour 
les  positions  ou  B''C^^  coïncide  avec  un  côté  du  triangle 
ABC);  par  suite,  BB'',  QQ"  sont  parallèles,  d'où  se  con- 
clut immédiatement  le  théorème  de  Newton. 

Ces  deux  dernières  démonstrations,  et  surtout  la 
seconde,  se  développent,  comme  on  le  voit,  en  quelques 
lignes  :  elle  sont  d'une  simplicité  (jui  ne  laisse  rien  à 
désirer. 
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Ce  fait  que  les  droites  AA",  Bli'',  CC"  sont  parallèles 
ij'esL  en  déiinitive  qu'une  forme  projeelive  spéciale  du 
théorème  de  Newton.  On  en  déduit  de;  suite,  par  pro- 
jection, le  théorème  suivant  : 

Deux  quadrilatères  A  BCAMVC,  aj^va'j^'y'  étant 
cii'conscrits  à  une  conique',  si  les  points  de  rencontre 
des  côtés  homologues  sont  en  ligne  droite,  cette  même 
droite  contient  le  point  de  concours  des  six  droites 
Aa',  B^y,Cy',  A'a,  B'fi,  C'y, 

et  son  corrélatif  que  nous  n'énonçons  pas. 

Ces  deux  théorèmes  sont  susc(iptibles  d'être  [)résentés 
sous  une  forme  ditlerente;  on  peut  dire  en  effet  : 

Deux  triangles  homologiques  étant  circonscrits  à 
une  conique,  les  droites  qui  joignent  les  sommets  de 
l'u?i  aux  points  oit  une  tangente  quelconque  coupe  les 
côtés  correspondants  de  L'autre  concourent  sur  Vaxe 
d'homologie, 

et  corrélativement  : 

Deux  triangles  homologiques  ètajit  inscrits  à  une 
conique,  les  rayojis  menés  d'un  point  quelconque  de 
la  conique  aux  sommets  de  Vun  rencontrent  les  côtés 
correspondants  de  l'autre  en  trois  points  en  ligne 
droite  a^ec  le  ceiitre  d'honiologie. 

Ces  théorèmes  se  démontrent  directement,  de  la  ma- 
nière la  plus  simple,  au  moyen  des  théorèmes  de  Brian- 
chon  et  de  Pascal.  Il  n'expriment  pas  autre  chose,  du 
reste,  que  ces  propriétés  fondamentales,  mais  appliquées 
à  des  systèmes  de  tangentes  et  de  points,  combinés  de 
manière  à  présenter  à  l'esprit  une  image  différente. 


f^^er^T 
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APPLICATION  DU  CALCUL  DES  RÉSIDUS  ; 

Par  m.  K.  AMIGUES. 


1.  Je  me  propose,  daiis  cette  Note,  d'étendre  aux 
variables  imaginaires  une  formule  donnée  par  M.  Weier- 
strass  pour  les  variables  réelles,  et  de  montrer  qu'avec 
cette  formule  plus  générale  on  peut  trouver  les  coor- 
données de  certains  centres  de  gravité  au  mojeu  du 
calcul   des  résidus. 

Supposons  cpie  le  point  qui  représente  une  variables 
décrive  une  courbe  C.  Le  point  qui  représente  la  fonction 

décrira  une  courbe  C^  et  celui  qui  représente  la  fonction 

décrira  une  courbe  C'^ 

On  appellera  naturellement  points  correspondants 
les  trois  points  donnés  par  une  même  valeur  de  z,  et 
éléments  correspondants  trois  éléments  limités  à  chaque 
bout  par  trois  points  correspondants. 

A  chaque  élément  de  la  courbe  Q'  on  applique  un 
poids  égal  à  l'élément  correspondant  de  la  courbe  Q!'  et 
l'on  se  propose  de  trouver  le  centre  de  gravité  d'un 
pareil  système. 

Soient  Xo,  jKo  les  coordonnées  de  ce  centre  de  gravité 
et  soit  {i.  une  quantité  ayant  ce  point  comme  affixe,  de 
telle  sorte  que  l'on  ait 

10.  =  .To-f-joi- 
Posons 
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ce  qui  montre  que  Pel  Q  sont  les  coordonnées  du  point 
de  la  courbe  C  qui  correspond  au  point  z  de  la  courbe  G. 
On  a  les  deux  équations  suivant(;s 

Xo  I  mo(\[o'( z)  dz]  =    I  P  moâ[o'{z)  dz\, 

Ko  /   mod  [cp'(-3  )  c/a  I  —     /   Q  mod[o'(  z)  dz\; 
-  c  '  «t. 

iiiultij)liant  la  seconde  équation  [)ar  /  et  ajoutant 

(  A  )         [X  I   mod  [o'(z)dz]=    1  f(^)  i»oc^  [  ?'  (  -  )  dz  j-s,^^ 

Supposons,  en  particulier,  que  la  courbe  G  soit  un 
segment  de  l'axe  des  x  compris  entre  les  abscisses  a  et  Z>, 
a  étant  la  plus  petite.  Supposons  aussi  que  la  courbe  C 
soit  appliquée  sur  Ox.  Supposons  enfin  que  la  quantité 
o' [x)  reste  positive  quand  x  varie  de  a  à  b.  Dans  ces 
conditions 

mod  dz  =  dx,         mod<û'(z)  =  <û' (x) 

et  la  formule  (A)  devient  la  formule 

(B)  [x  j     o'{x)dx^    I     f{x)o'{x)dx. 

C'est  la  formule  de  M.  Weierstrass,  dont  on  trouvera 
une  démonstration  directe  dans  le  Cours  d' jtnaljse  de 
M.  Hermite. 

!2.  Nous  allons  mettre  la  formule  (A)  sous  une  autre 
forme,  en  supposant  que  lacourbeCet  la  courbe  G^' soient 
connues,  la  courbe  G' demeurant  arbitraire.  La  courbe 
G  étant  connue,  la  quantité 

z  =:  X  -^  y  l 

est  une  fonction  connue  de  t.  On  a  donc,  d'une  part. 


ino 


d dz  ~  ^dx'^ -^  dy^  =  A{  t)dl. 
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crautre  pari 

(Jz  =  (Lv  -H  idy  —  p{(  )  c//. 

Ou  en  conclut 

mod dz        K  t)  ^ 

dz       "  'pin' 

éliminant  t  entre  cette  équation  et  celle  qui  donne  z 
en  fonction  de  ^,  on  a 

(.)  -^^  =  F(^). 

D'un  antre  côté,  la  courbe  C''^  est  connue,  c'est-à-dire 
que  la  fonction  ^  (z)  est  donnée;  il  en  est  de  même  d(; 
^'(z).  Alors  z  est  une  fonction  comiue  de  ï,  ^'{z)  est 
aussi  une  fonction  connue  de  t  et  le  module  de  cp'  (3) 
également.  On  a  donc 

modcp'(^)  =  t(^). 

Eliminant  if  entre  cette  équation  et  celle  qui  donnez 
en  fonction  de  t,  on  obtient 

modcp'(z)  =  ^  (z). 

La  formule  (A.)  peut  alors  s'écrire 

(G)  IX  f^{z)F{z)dz==    ff{z)^{z)¥{z)dz. 

On  voii  que  [jl  est  le  quotient  de  deux  intégrales;  et,  si 
la  courbe  C  est  fermée,  le  quoticnit  de  deux  résidus. 

3.   Supposons,  en  particulier,  que  l'on  ait 

^{z)~z, 

c'est-à-dire  que  la  courbe  Çl'  soit  confondue  avec  la 
courbe  C  et  que  les  points  correspondants  de  ces  deux 
courbes  soient  confondus.  Supposons  en  outre  que  la 
variable  z  décrive  un  cercle  ayant  pour  rayon  R  et  pour 
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centre  l'alHxe  de  la  quaulilé  a.  On  a  alors 

modo' (5)  —  1, 
et,  commo  on  a  aussi 

z  —  a  =  Y\  e'% 

on  obtient 

Kdz 

moclrt^  =  — 


i{^z  —  a) 


La  formule  (A)  devient  aîors^  en  intégrant  le  long  de  la 
circonférence  entière  et  dans  le  sens  direct, 


rKf{z)dz 

2'jrRuL=    /     .;  ^     


OU  bien 

I     rf(z)dz 

•iT.i ,/,    z  —  a 
De  là  le  théorème  suivant  : 

Si  une  variable  z  décrit  un  cercle  de  rayon  R  et  de 
centre  <7,  une  fonction  uniforme  quelconque 

u=f{z) 

décrit  une  courbe  fermée  ;  et  si  à  chaque  élément  de 
la  courbe  décrite  par  la  fonction  u  on  applique  un 
poids  égal  à  l'élément  correspondant    du  cercle,    le 

centre  de  gravité  du  système  est  Vaffixe  du  résidu  inté- 

f(z) 
gral  de  la  fonction  - — ^^  par  rapport  au  cercle. 


z  —  a 


En  particulier,  silafonctiony(^)  estliolomorplie  dans 

le  cercle,  on  a 

[x=/(a). 

4.  Supposons  que  la  variable  z  décrive  un  polygone 
fermé  dans  le  sens  direct.  Soit^  la  portion  de  périmètre 
qui  sépare  un  point  fixe  pris  sur  ce  périmètre  et  un  point 
de  coordonnées  x  al  y  mobile  sur  ce  périmètre;  celte 

Ann.  de  Mathémat.,  3*  série,  t.  M.   (Avril  1898.)  il 
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longueur  s  étant  regardée  comme  positive  dans  le  sens 

direct. 

Soit  dès  lors  AB  un  côté  du  polygone,  le  sens  AB  étant 

le  sens  direct  et  soit  a  l'angle   tiigonométrique  de  Ox 

avec  AB.  x  et j^  étant  les  coordonnées  d'un  point  de  AB, 

on  a,  en  grandeur  et  en  signe,  AB  étant  le  sens  positif 

du  segment  ^5, 

dx  =  ds  cosa, 

dy  =  ds  sina  ; 
on  en  conclut 

dz  =  dx  -+-  idy  =  dse^K 

Considérons  maintenant  une  fonction  uniforme  quel- 
conque 

u=f{z) 

Le  point  u  décrit  un  polygone  à  côtés  curvilignes.  A 
chaque  élément  de  ce  polygone  curviligne  appliquons  le 
poids  de  l'élément  correspondant  du  polygone  rectiligne 
et  cherchons  le  centre  de  gravité. 

Nous  aurons  pour  le  côté  AB 

{x  f  e-^^dz  =    I    e-^if{z)  dz 

et,  en  simplifiant, 

^  f  dz=   ff{z)dz, 

«/ad  t^'AB 

[ji  étant  le  centre  de   gravité  de  l'arc  qui    correspond 
àAB. 

Ecrivant  les  égalités  analogues  pour  les  autres  côtés 
et  ajoutant,  on  a 

|jL  /    dz  -h  {i.'   j    dz  -{-,.,  =:    I  fi^)  dz^ 

l'intégrale  du  second  membre  étant  prise  tout  le  long  du 
polygone. 
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Eli    appelant  /,   /',   l" , ...    les   longueurs    des    côtés 
AB,  BC, ...  du  polygone  et  a,  a',  a", ...  les  angles  deOx 
avec  ces  côlés,  on  peut  écrire 

{ji/e^'H-  ^'re'=^'i-\-  [jL"r'ea"'-h  ...  =  ff(z)dz; 

si  le  polygone  est  un  parallélogramme,  la  formule  devient 

(D)         (^-^")le^i+(^'-^-)l'e^'i=    ff{z)dz', 

si  la  fonction  y"( 2)  est  doublement  périodi([ue  et  que 
l'on  prenne  le  parallélogramme  des  périodes,  on  voit 
que  chaque  côté  donne  une  couibe  fermée,  que  deux 
côtés  opposés  donnent  la  même  courbe  tracée  dans 
Tordre  inverse  et  ayant  chaque  fois  le  même  centre  de 
gravité,  c'est-à-diie  que  l'on  a  ^"  =.  ^  et  uJ"  =  jj:.  Le 
premier  membre  delà  formule  (D)  est  alors  nul,  ce  qui 
est  conforme  au  principe  signalé  par  M.  Hermite. 

5.   Le  cas  le  plus  intéressant  serait  celui  où  l'on  au- 
rait 

<,{z)^f{z), 

La  formule  (A)  deviendrait  alors 

^f  moà[  f{z)dz]:=    ff{z)moà[f'{z)dz] 

et  donnerait  le  centre  de  gravité  de  la  courbe  C supposée 
homogène.  Mais  dans  ce  cas  on  ne  peut  exprimer 
mody(^)  en  fonction  de  z  que  si  l'on  se  donney(^)  et 
par  suite  y  (^j).  On  ne  peut  donc  avoir  que  des  résultats 
particuliers  et  non  des  théorèmes  généraux.  jNous  signa- 
lerons les  deux  exemples  suivants. 

La   variable   z  décrit   un  arc  de  cercle  de  centre  a  et 
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de  rayon  R.  Trouver  le  centre  de  gravité  de  la   courbe 
homogène  décrite  par  la  fonction 

u  =  \  {z  —a)r-i-  B. 

(Cette  dernière  courbe  est  aussi  un  arc   de  cercle  et 
l'on  arrivera  facilement  au  résultat  connu.) 
Même  question  pour  la  fonction 

a  =  Ae'"-+  B. 


CORRESPONDANCE. 


Extrait  d^ une  lettre  adressée  à  M.  Rouché. 

Je  me  pcTmettrai  de  vous  soumettre  quelques  remar- 
ques sur  le  curieux  article  de  M.  Lemoine,  relatif  à  la 
simplicité  des  constructions.  Il  semble  donner  prise  à 
une  grave  objection. 

Supposons  que  dans  une?  épuie,  où  la  direction  des 
lignes  de  rappel  est  connue,  on  en  ait  à  tracer  22  :  c'est 
une  opération  qui  demande  environ  deux  minutes.  Ap- 
pliquons les  conventions  et  les  résultats  de  M.  Lemoin(>. 
La  simplicité  (je  dirais  plutôt,  ce  me  semble,  la  com- 
plication) du  tracé  d'une  parallèle  étant  représentée 
par  9,  celle  de  notre  construction  serait  9  x  22,  ou 
ig8.  Elle  serait  donc  supérieure  à  celle  du  tracé  des 
liuit  cercles  tangents  à  trois  cercles  donnés,  par  la  mé- 
thode de  M.  Mynnheim.  Il  résulte  de  cet  exemple  que 
les  conclusions  de  M.  Lemoine,  très  intéressantes  au 
point  de  vue  théorique  spécial  qu'il  a  choisi,  ne  corres- 
pondent pas  à  la  complication  plus  ou  moins  grande 
des  tracés  dans  le  sens  que  l'on  donne  à  ce  mot  en  pra- 
tique. 
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La  raison  de  ceLIci  diiï'érence,  c'est  cjiic  M.  Lemoiiie 
ne  fait  aucun  usage  de  l'équerre;  or,  si  elle  ne  doit  pas 
être  employée  à  la  construction  des  perpendiculaires, 
elle  s'applique  d'une  façon  très  simple  et  très  exacte  à 
celle  des  parallèles.  Pour  rétablir  la  concordance,  il 
semble  (ju'il  faudrait  ajouter  aux  opérations  élémen- 
taires les  deux  suivantes  :  i"  appliquer  la  règle  contre 
l'équerre;  2^  faire  passer  le  bord  de  l'équerre  par  un 
point  donné.  L'opération  de  tracer  la  ligne  suivant  le 
bord  de  l'équerre  ne  dilïère  pas  de  l'opération  analogue 
pour  la  règle;  il  n'y  a  pas  lieu  de  lui  aO'ecter  un  sym- 
bole spécial. 

On  voit  ainsi  disparaître  la  diiïérence  énorme  que 
M.  Lemoine  trouve  entie  la  solution  de  Gergonne  et 
celle  de  M.  Mannlieim,  différence  qui  l'a,  dit-il,  bien 
surpris  lui-même.  II  suffit,  pour  s'en  rendre  compte,  de 
remarquer  que  la  solution  de  M.  Mannlieim  n'exige 
aucun  tracé  de  parallèle,  et  que  c'est  pour  ce  tracé 
qu'il  y  a  désaccord  entre  la  théorie  de  M.  Lemoine  et 
la  pratique.  Ainsi,  la  construction  classique  des  quatre 
axes  de  similitude  a  pour  coefiicient  de  com[)lication  3j^ 
celle  qui  est  proposée  comme  plus  avantageuse  a  42. 

Il  semble,  en  outre,  que  dans  l'énoncé  de  la  construc- 
tion de  Gergonne  M.  Lemoine  fasse  quelques  construc- 
tions inutiles.  Il  n'esi  pas  nécessaire  de  déterminer  les 
douze  pôles  :  il  suffit  d'un  seul  pour  chaque  axe,  en 
abaissant  du  centre  radical  une  perpendiculaire  sur  cet 
axe  de  similitude.  J'ai  fait  un  tracé  dont  le  coefficient 
de  complication  est  200.  Ce  résultat  placerait  la  solution 
de  Gergonne  bien  près  de  celle  de  M.  Mannlieim  au 
point  de  vue  de  la  simplicité-,  mais,  comme  M.  Lemoine 
le  fait  observer,  quand  on  commence  à  appliquer  cette 
méthode,  on  n'y  apporte  pas  toujours  toutes  les  simpli- 
fications possibles;  il  se  peut  donc  que  le  chiffre  de  200 
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doive    encore  être   abaissé;  d'autant  plus  cjue  j'ai  fait 
la  construction  telle  qu'elle  se  présente,  sans  réfléchir 
longuement  aux  nioyeus  de  la  réduire. 

R.  Soudée, 

Professeur  au  lycée  d'Angoulêine, 

Extrait  d'une   lettre   à  M.  Bouché. 

M.  Emile  [Lemoine  fait  une  discussion  très  intéres- 
sante de  la  valeur  pratique  des  solutions  de  Yiète,  de 
Bobillier  et  Gergonne,  de  M.  Fouelié  et  de  M.  Mann- 
lieim.  L'avantage  reste  à  la  méthode  de  M.  Mannheim. 

Or  il  est  à  remarquer  que,  au  point  de  vue  tliéorique, 
les  trois  dernières  solutions  se  ramènent  facilement  à  la 
même  idée.  Prenant  la  figure  de  M.  Fouché  (Nouvelles 
annales,  juin  1892,  p.  2.35)  on  reconnaît  qu'elle  con- 
tient à  la  fois  les  trois  solutions.  Les  couples  de  points 
que  M.  Lemoine  appelle  a^a^-)  ^2^'^  (p*  47^)  sont  ap- 
pelés MN,  IVL  N<  par  M.  Fouché.  Au  lieu  de  KK'  on  a 
la  droite  PR. 

La  démonstration  est  évidente.  Partant  d'un  point  M, 
M.  Mannheim  construit  les  antihomologues  M'  et  M''; 
puis  il  prend  l'antihomologue  W  de  M'  relativement 
aux  cercles  O'  et  O^'. 

Ainsi  les  deux  points  a2'^a^à^  la  solution  de  M.  Mann- 
heim ne  sont  autre  chose  que  les  deux  points  où  un 
cercle  isogonal  coupe  un  des  cercles  donnés.  M.  Fouché 
indique  donc  précisément  la  construction  de  M.  Mann- 
heim à  la  fin  de  sa  Remarque  II  {^-  23^)  pour  le  cas 
où  l'axe  de  similitude,  ou  simplement  le  point  H,  est 
en  dehors  des  limites  de  l'épure. 

La  construction  de  M.  Fouché  s'appliquant  au  cas 
d'un  cercle,  une  droite  et  un  point  (p.  241),  il  nie 
semhle  que  l'on  doit  pouvoir  appliquer  aussi  à  ce  cas  la 
méthode  de  M.  Mannheim. 
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Pour  terminer,  je  vous  envoie  à  tout  hasard  une  so- 
lution (peut-être  déjà  eonnue)  du  problème  d'élémen- 
taires de  l'agrégation  de  1886,  que  j'ai  trouvée  de  mon 
côté  lors  de  la  lecture  de  l'article  de  M.  Fouché. 

On  donne  un  cercle  et  deux  points  P  et  Q  sur  un 
diamètre  ^  on  joint  PA,  QB  et  l'on  demande  le  lieu  de  M 
qui  est  un  cercle,  Q  et  P  étant  ^les  deux  centres  de  si- 
militude. On  demandait  comme  troisième  partie  du 
problème  :  3"  A'  et  B'  étant  les  deuxièmes  points  d'in- 
lersection  des  droites  MA  et  MB,  de  trouver  le  lieu  du 
centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  MA'B'. 

Or,  passant  par  A'  et  M,  le  cercle  est  isogonal  du 
groupe  correspondant  au  centre  de  similitude  extrême 
P;  passant  par  B'  et  M,  il  appartient  aussi  au  groupe  du 
centre  Q.  Appartenant  aux  deux  groupes,  ce  cercle 
coupe  ortliogonalement  le  cercle  donné  O,  de  sorte  que 
son  centre  est  l'intersection  des  tangentes  en  A'  et  B'  au 
cercle  O. 

L'ensemble  des  cercles  circonscrits  à  A'B'M  est  donc 
le  faisceau  des  cercles  coupant  ortliogonalement  le 
cercle  donné  et  le  cercle  lieu  de  M.  C'est  le  faisceau 
bien  connu  étudié  par  Poncelet,  composé  de  cercles 
admettant  PQ  comme  axe  radical,  faisceau  réciproque 
de  celui  défini  par  le  cercle  O  et  le  cercle  lieu  de  M.  Le 
lieu  du  centre  est  une  droite,  etc. 

E.  Marchant, 

Professeur  au  lycée  de  Versailles. 


ERRATA. 


Page  81,  fig.  \,  lisez  A'  au  lieu  de  X,  B'  au  lieu  de  l>  et  in  ver 
sèment. 
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AU  SUJET  ïïm  LIVRE  RÉCENT  (^)  SUR  AUGUSTE  COHITE; 

Par    m.    J.    BERTRAND, 

de  rAcadémic  française, 
Secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  des  Sciences. 


L'auteur  de  ce  livre  est  un  catholique  convaincu;  il  ré- 
prouve, par  conséquent,  et  condamne  la  doctrine  philoso- 
phique et  sociologique  qui,  plus  qu'aucune  autre,  suivant  lui, 
caractérise  notre  époque.  II  veut,  cependant,  dans  le  récit  de 
la  vie  d'Auguste  Comte,  aussi  bien  que  dans  l'exposé  de  ses 
idées,  rester  impartial  jusqu'à  l'indifférence.  C'est  un  rôle  dif- 
ficile. Lorsque,  comme  le  P.  Gruber,  on  réussit  à  le  jouer,  il 
diminue  l'intérêt  du  récit.  Le  P.  Gruber  est  sérieux  et  sincère, 
mais  il  faut  en  avoir  acquis  l'assurance  pour  ne  pas  soup- 
çonner quelquefois,  dans  le  choix  des  citations,  toujours 
exactes  et  textuelles,  une  ironie  malignement  cachée.  Lorsque, 
suivant  l'opinion  de  quelques  juges  très  attentifs  et  très  pré- 
venus en  sa  faveur,  tels  que  Littré,  apparaissent  dans  la  con- 
duite et  dans  les  idées  de  Comte  des  symptômes  d'aliénation 
mentale,  le  P.  Gruber  rapporte,  en  même  temps  que  leurs 
craintes  et  leurs  tristesses,  les  protestations  des  admirateurs  et 
des  disciples  constants  dans  leur  foi.  Lui-même  ne  dira  son  opi- 
nion qu'à  la  fin  et  avec  une  grande  réserve.  En  rapportant, 
sans  les  discuter,  les  renseignements  puisés  aux  sources  les 
plus  diverses,  l'auteur  ne  peut  manquer  d'accepter  plus  d'une 
appréciation  contestable.  Mon  seul  but  est  ici  d'en  signaler 
quelques-unes.  Ceux  auxquels,  dans  l'histoire  de  leur  maître, 
aucun  détail  ne  semble  indifférent,  entendront  sans  doute  avec 
satisfaction,    sur   quelques    points  de   sa    vie    racontés  par  le 


(')  Auguste  Comte,  fondateur  du  positivisme,  sa  vie,  sa  doc- 
trine, par  le  R.  P.  Gruber,  S.  J.  (Traduit  de  l'aileniand  par  M.  l'abbé 
Ph.  Mazoyer,  du  clergé  de  Paris;  précédé  d'une  préface  par  M.  Ollé- 
Laprune,  maître  de  conférences  à  l'École  normale  supérieure.  Paris, 
Lethielleux,  1892.  ) 
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P.  Gi'uber,  le  témoignage  d'un  contemporain  dont  les  souve- 
nirs sont  précis  et  les  informations  très  assurées. 

La  disgrâce  de  Comte  à  l'Ecole  Polytechnique  a  exercé  sur 
la  situation  et  sur  le  caractère  du  philosophe,  pendant  les  der- 
nières années  de  sa  vie,  une  grande  et  triste  influence.  Le  P. 
Gruber  en  a  mal  connu  les  véritables  causes. 

Après  avoir  rem|)li  pendant  vingt  ans  les  fonctions  de  répé- 
titeur d'Analyse,  réunies,  de  (837  à  1844»  à  la  mission,  très 
importante  alors,  d'examinateur  d'admission,  Comte,  soumis, 
d'après  les  règlements,  à  une  réélection  annuelle,  se  vit  en- 
lever successivement  ces  deux  fonctions,  dont  les  émoluments 
formaient  sa  seule  ressource.  Les  motifs  allégués  par  le 
P.  Gruber  sont  fort  incomplets. 

«  Là  encore,  dit-il,  sur  ce  terrain  assez  étranger  à  la  Philo- 
sophie, ses  opinions  particulières  lui  attirent  des  antipathies. 
Le  respect  avec  lequel  il  parlait  des  institutions  du  moyen 
âge,  l'énergie  qu'il  mettait  à  condamner  le  criticisme  ratio- 
naliste, la  vivacité  de  ses  remarques  sur  les  défectuosités  de 
l'enseignement  des  Sciences  exactes,  la  façon  dont  il  combat- 
tait l'anarchie  intellectuelle,  comme  l'anarchie  politique,  et 
dont  il  défendait  la  nécessité  d'un  pouvoir  spirituel,  toutes  ces 
choses  le  recommandaient  mal  auprès  des  savants  qui  étaient 
alors  imbus  des  idées  libérales.  » 

J'ose  affirmer  que  l'énergie  apportée  par  Auguste  Comte  à 
condamner  le  criticisme  rationaliste,  non  plus  que  son  admi- 
ration pour  les  institutions  du  moyen  âge,  n'ont  joué,  ni  di- 
rectement ni  indirectement,  aucun  rôle  dans  les  décisions  qui 
ont  attristé  la  fin  de  sa  vie. 

Le  P.  Gruber  ajoute  : 

«  II  avait  en  horreur  un  enseignement  mathématique  qui 
développait  uniquement  la  Science  technique  sans  donner  aux 
élèves  une  intelligence  plus  approfondie,  qui  formait  à  une  ha- 
bileté toute  mécanique  en  négligeant  d'élever  l'esprit  à  des 
conceptions  plus  larges,  qui,  enfin,  oubliait  complètement 
l'idée  pour  s'arrêter  aux  formules  et  aux  calculs.  » 

Auguste  Comte  se  croyait  plus  capable  qu'aucun  autre,  et 
ne  le  cachait  pas,  de  guider  l'esprit  des  élèves  vers  des  con- 
ceptions larges  et  élevées;  mais  il  connaissait  mieux  que  per- 
sonne l'enseignement  de  l'École  Polytechnique  et,  particulière- 
ment, celui  des  Mathématiques,  auquel  il  était  personnellement 
associé.  Jamais  le  jugement  qu'on  vient  de  lire  n'a  été  le  sien. 
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Comte  rendait  hommage  aux  talents  et  à  la  sagaeité  de  Poinsot, 
d'Ampère,  de  Navier,  de  Duhamel  et  de  Liouville,  qui,  suc- 
cessivement, ont  occupé  la  chaire  d'Analyse.  Il  n'y  a  pas  seu- 
lement exagération,  mais  invention  complète,  à  laisser  croire 
qu'il  a  pu  les  accuser  d'oublier  l'idée  pour  s'attacher  aux  for- 
mules et  aux  calculs.  C'est  le  contraire  de  la  vérité.  Comte  le 
savait,  il  ne  l'a  jamais  contesté. 

Bien  loin  de  rencontrer  de  l'antipathie  à  l'Ecole  Polytech- 
nique, Comte,  dès  son  entrée  dans  le  corps  enseignant,  en  i832, 
s'y  trouva  estimé  et  respecté.  Les  directeurs  des  études,  Du- 
long  et  Coriolis,  l'ont,   en  toute   circonstance,  aidé   de  toute 
leur  influence.  Lamé,  Chasles,  Savary,   Babinet   et  Duhamel, 
ses  anciens  camarades,  Poinsot,  son  ancien  maître,  siégeaient 
dans  les   conseils   et   rappelaient   volontiers   à   ceux  qui  blâ- 
maient ses  écrits,  ou  qui  souriaient  de  son  orgueil,  que,  pen- 
dant son  séjour  à  l'École,  Auguste  Comte  était  considéré  par 
ses  camarades  et  par   ses  maîtres  comme  la  plus  forte  tête  de 
sa  promotion.  Le   P.  Gruber,  entrant  dans   le  détail,  assigne 
pour  cause  de  la  non-réélection  de  Comte  aux  fonctions  d'exa- 
minateur  d'admission   la  Préface  personnelle  (c'est  le  titre 
qu'il  lui  donnait)  placée  en  tête  du  sixième  Volume  du   cours 
de  Philosophie  positive.  Comte  s'y  plaint  «  des   dispositions 
irrationnelles  et  oppressives  adoptées  à  l'Ecole  Polytechnique 
sous  la  désastreuse  influence  d'Arago  ».  Cette  phrase  agressive 
naissait  d'une  lutte  depuis  longtemps  engagée,  elle  ne  pouvait 
être  la  cause  de  la  décision  prise.   La  disposition   irrationnelle 
et  oppressive  contre  laquelle  Auguste  Comte  n'a  jamais  cessé 
de  protester  était  précisément  la  réélection  annuelle  des  exa- 
minateurs d'admission.  La  cause  principale  de  cette  mesure, 
où  Arago  n'était  pour  rien,  avait  été  l'indignité  présumée  de  l'un 
des  prédécesseurs  de  Comte,  dont  l'inamovibilité  avait  rendu  la 
révocation  difficile.    La  décision,  ne  pouvant  avoir  d'effet  ré- 
troactif, s'appliquait  au  nouvel  élu  seulement;  elle  avait  assu- 
rément des  inconvénients,  mais  l'inamovibilité,  on  en  avait  eu 
plus  d'une  preuve,  présentait  des  dangers  plus  grands  encore. 
La  Préface  personnelle  était  une  sommation  d'avoir  à  décider 
une  fois  pour  toutes.  Comte  invitait  impérieusement  le  conseil 
à  ne  pas  le  réélire  si  l'on  n'était  pas  décidé  à  le  considérer  dés- 
ormais comme  inamovible.  A  cette  mise   en  demeure  s'ajou- 
taient des  réflexions  blessantes  sur  plusieurs  membres,  les  uns 

ndiff'érents,  les  autres  très  favorables  à  sa  caus.e.'Il  regrettait 
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que  Poinsot,  son  ancien  maître  et  son  protecteur  aflectueux 
depuis  près  da  trente  ans,  n'eût  |)as  montré  dans  une  élection 
récente  un  caractère  digne  de  son  talent,  La  composition  irra- 
tionnelle du  conseil  était  critiquée  avec  raillerie.  N'était-il  pas 
absurde  d'y  voir  siéger  tous  les  professeurs,  quelle  que  fût  leur 
incompétence,  et  il  ajoutait  en  note  :  «  Les  maîtres  de  danse 
et  d'escrime  ne  votent  pas,  ceux  de  français  et  d'allemand  ont 
voix  dclibérative.  »  De  telles  attaques  étaient  faites  intention- 
nellement pour  amener  sans  retard  le  dénouement  d'une  crise, 
dont  la  menace  lui  enlevait  pour  ses  travaux  toute  liberté 
d'esprit.  On  l'accusait  de  mal  faire  les  examens.  Ses  amis,  une 
partie  du  public,  plus  d'un  juge  compétent,  Comte  lui-même 
surtout,  ne  voulaient  voir  dans  cette  allégation  qu'un  odieux  et 
ridicule  prétexte.  D'autres  lui  adressaient,  de  très  bonne  foi, 
des  reproches  très  sérieux.  C'était  là  la  question  véritable. 
Pour  quelques  membres  du  conseil,  l'exclusion  de  Comte  était 
considérée  comme  un  devoir  pénible,  qu'ils  hésitaient  à  accom- 
plir. 

Nommé  examinateur  en  1887,  Comte  se  montra,  pendant  sa 
première  tournée,  excellent  à  tous  égards,  très  patient,  très 
attentif,  très  ingénieux;  ses  questions  imprévues  semblaient 
couler  de  source.  Non  seulement  il  jugeait  bien,  mais  il  savait 
rendre  évidentes  pour  tous  la  faiblesse  ou  la  force  des  esprits 
qu'il  éprouvait.  Si  la  question  d'inamovibilité  s'était  posée 
après  cette  première  épreuve,  personne  n'eût  hésité  à  assurer 
pour  toujours  à  l'Ecole  le  meilleur  examinateur  dont  on  eût 
souvenir.  Professeurs  et  élèves  s'accordaient  à  lui  reconnaître, 
au  plus  haut  degré,  les  qualités  d'un  excellent  juge.  On  citait 
même  un  colonel  d'artillerie  qui,  ayant  assisté  aux  examens 
dans  l'une  des  premières  villes  de  sa  tournée,  le  suivit  dans  la 
ville  suivante,  attiré  seulement  par  le  désir  de  l'admirer  plus 
longtemps.  L'influence  sur  l'enseignement  fut  des  plus  heu- 
reuses, et,  dès  l'année  suivante,  les  professeurs  trouvaient 
dans  l'étude  des  questions  de  Comte,  soigneusement  recueil- 
lies, d'utiles  exercices  pour  leurs  élèves.  Lorsque  Comte,  pour 
la  seconde  fois,  fut  appelé  à  faire  les  examens,  il  y  apporta  la 
même  patience,  la  même  attentipn,  la  même  bienveillance 
pour  tous,  mais  malheureusement,  non  pas  seulement  le  même 
genre  de  questions,  mais  les  questions  mêmes  de  l'année  pré- 
cédente, qui,  connues  des  candidats,  avaient  perdu  leur  prin- 
cipal mérite.  La  mission  de  Comte  fut  renouvelée  six  fois;  son 
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rcpcrloirc  ne  changea  pas.  Dans  toutes  les  classes  de  Mallic- 
matiques  spéciales,  la  préparation  aux  «  colles  de  Comte  » 
jouait  un  rôle  important,  et  tout  élève  qui,  après  le  tirage 
au  sort  qui  se  faisait  alors  entre  les  examinateurs,  savait  qu'il 
aurait  Comte  pour  juge,  se  faisait  exercer  aux  questions 
proposées  comme  imprévues  et  aux  difficultés  ingénieuses 
que  leur  solution  faisait  naître.  Les  petits  pièges  Mathéma- 
tiques étaient  toujours  tendus  avec  le  même  art,  mais  les  can- 
didats, instruits  à  les  éviter,  l'étaient  aussi  à  y  tomber  avec 
grâce  pour  se  montrer  habiles  à  en  sortir.  Comte  n'ignorait 
pas  l'existence  de  cet  enseignement  très  bien  organisé,  dont 
le  but  avoué  était  de  mettre  sa  perspicacité  en  défaut,  mais  il 
acceptait  la  lutte,  se  croyant  certain  d'y  triompher.  Il  est  vé- 
ritable que,  pour  le  tromper,  il  fallait  de  l'habileté;  quelques 
élèves  la  poussaient  fort  loin  ;  on  les  y  exerçait,  et  ces  finesses 
n'étaient  dignes  ni  de  l'examinateur  ni  des  maîtres;  plus  d'un 
candidat,  dont  le  succès  égayait  ses  camarades,  a  fait  plus 
tard  honneur  à  l'Ecole  et  justifié  le  jugement  favorable  de 
Comte;  mais  le  genre  de  mérite  dont  il  avait  fait  preuve  n'é- 
tait ni  celui  qu'on  exigeait  de  lui,  ni  celui  que  l'examinateur 
croyait  juger.  D'autres,  moins  habiles,  ou  moins  heureux, 
pour  avoir  mal  réussi  à  simuler  l'ignorance  sur  des  questions 
soigneusement  étudiées,  étaient  appréciés  fort  au-dessous  de 
leur  valeur  véritable.  Comte,  souvent  averti,  n'a  jamais  ac- 
cepté ces  reproches.  Plus  l'opinion  devenait  unanime  et  pres- 
sante, plus  il  s'obstinait  à  la  braver.  Toutes  les  plaintes,  sui- 
vant lui,  s'expliquaient  parla  mauvaise  humeur  des  candidats 
refusés  et  le  mécontentement  de  leurs  parents. 

Un  autre  motif  fut  très  sérieusement  et,  peut-être,  justement 
allégué.  Le  P.  Gruber  le  passe  sous  silence.  Les  collègues  de 
Comte  et  ses  prédécesseurs  avaient  presque  tous  publié  des 
Ouvrages  élémentaires  dont  l'étude  s'imposait  aux  candidats. 
Comte  avait  autrefois  flétri  cet  abus  aAcc  une  mordante  iro- 
nie; il  n'ignorait  pas  que  le  désir  d'éviter  à  l'avenir  un  tel 
inconvénient  avait  été  pour  beaucoup  dans  la  décision  prise 
de  soumettre  les  examinateurs  à  une  réélection  annuelle.  Il 
écrivit  cependant  un  traité  de  Géométrie  analytique  et  en 
annonça  la  publication.  Lamé,  son  ancien  camarade,  et 
Chasles,  toujours  bienveillant  pour  tous,  le  supplièrent  de  ne 
pas  donner  suite  à  ce  projet.  Décidés  l'un  et  l'autre  à  le  pro- 
téger de  toute  leur  inilucnce,  ils  j)révoyaient  une  opposition  et 
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voulaient  l'éviter.  Ils  n'obtinrent  licn  de  lui.  Comte  n'a\ait 
rien  promis,  on  ne  lui  avait  rien  imposé,  sa  liberté  restait 
entière,  il  voulait  en  user.  S'il  se  souvenait  que  la  publication 
d'un  traité  d'Arithmétique  par  l'examinateur  Reynaud  lui 
avait  paru  un  scandale,  il  lui  semblait  que  celle  d'un  traité  de 
Géométrie  analytique  par  l'examinateur  Auguste  Comte  serait 
un  service  rendu  à  l'Enseignement.  Ceux  qui  avaient  l'imperti- 
nence de  comparer  deux  choses  aussi  dissemblables  ne  méri- 
taient pas  de  réponse.  Deux  de  ces  collègues,  d'ailleurs,  avaient 
publié  des  traités  de  Géométrie  analytique  parvenus  à  la  hui- 
tième ou  à  la  dixième  édition;  pourquoi  ne  ferait-il  pas  comme 
eux,  lorsque,  sans  grande  présomption,  il  avait  droit  d'espérer 
qu'il  ferait  beaucoup  mieux?  On  lui  répondait  qu'il  s'agissait 
d'un  principe  et  que  l'impossibilité  de  l'appliquer  aux  exami- 
nateurs inamovibles  était  une  raison  de  plus  pour  l'imposer 
sévèrement  aux  autres.  Cet  argument  le  mettait  hors  de  lui. 

Comte,  en  i844j  ne  fut  pas  réélu  examinateur.  Sur  quinze 
membres  qui  composaient  le  conseil,  huit,  en  inscrivant  sur  leur 
bulletin  de  vote  le  nom  de  Wautzel,  obéissaient  à  des  motifs 
très  divers.  Les  uns,  cela  est  vrai,  émus  par  la  Préface,  qui 
les  insultait  et  les  bravait,  irrités  par  le  procès  intenté  à  son 
éditeur,  dans  lequel  Comte,  plaidant  lui-même,  redoubla  la 
vivacité  de  ses  attaques,  étaient  contre  lui  des  adversaires  dé- 
cidés; mais  ils  étaient  loin  de  former  la  majorité  du  conseil. 
Plus  d'un  opposant  se  laissa  guider  par  les  plaintes,  chaque 
année  plus  nombreuses  et  plus  vives,  des  professeurs  mécon- 
tents. Plusieurs  enfin,  sans  vouloir  lire  ni  juger  le  traité  de 
Géométrie  analytique,  y  voyaient  la  renaissance  d'un  abus 
qu'il  fallait  arrêter.  La  destitution  qui  a  si  profondément 
troublé  la  vie  de  Comte  est  présentée  par  le  P.  Gruber  comme 
une  vengeance  :  s'il  entend  par  là  qu'en  s'abstenant  des  atta- 
ques contre  le  conseil  de  l'Ecole  Polytechnique,  Comte  aurait 
aurait  pu  rester  examinateur  quelques  années  encore,  l'asser- 
tion est  plausible;  mais  il  n'en  aurait  pas  moins  été  menacé  et 
discuté  chaque  année.  Si  Comte,  au  contraire,  avait  écouté  les 
remarques  bienveillantes,  souvent  répétées,  sur  les  inconvé- 
nients de  son  système  d'examen,  excellent,  admirable  peut- 
être,  pour  les  cent  premiers  élèves,  mais  qui,  pour  les  milliers 
qui  devaient  suivre,  donnait  de  plus  en  plus  aux  candidats  ha- 
bilement préparés  un  avantage  injuste  sur  des  concurrents  soli- 
dement instruits;  s'il  avait  cédé  aux  prières  amicales  de  Lamé 
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en  s'abstenant  de  publier  son  traité  de  Géométrie  analytique, 
il  aurait  pu  se  livrer  contre  Arago  aux  attaques  les  plus  vives, 
traiter  à  son  aise  son  influence  de  désastreuse,  se  donner  le 
plaisir  d'appeler  M.  Dubois,  de  la  Loire-Inférieure,  maître  de 
français,  et  M.  Hase,  maître  d'allemand,  faire  de  la  chevalerie  du 
moyen  âge  son  idéal,  vanter  ou  attaquer  à  son  gré  le  criticisme 
rationaliste,  s'exposer  enfin,  môme  en  les  aggravant,  à  tous  les 
reproches  allégués  par  le  P.  Gruber,  sans  que  l'on  songeât 
à  lui  opposer  un  concurrent.  L'irritation  de  Comte  renais- 
sait chaque  année  lorsque  quinze  juges  dont  l'hésitation  lui 
démontrait  la  médiocrité  ou  l'indignité  devenaient  les  arbitres 
de  sa  position.  Chacun  d'eux,  en  lui  donnant  des  avertisse- 
ments et  des  conseils,  croyait  user  d'un  droit  et  remplir  un 
devoir;  toujours  sur  le  qui-vive,  Comte  les  recevait  fort  mal. 
Un  autre  souvenir  lui  montrait  en  eux  des  ennemis.  Par  suite 
des  combinaisons  qui  suivirent  la  mort  de  Poisson,  la  chaire 
d'Analyse  était  devenue  vacante  en  1840.  Comte,  examinateur 
d'admission  depuis  iSBy,  répétiteur  du  cours  depuis  i832, 
chargé  en  i835  d'une  suppléance,  dont  il  s'était  brillamment 
acquitté,  regardait  sa  nomination  comme  un  avancement  mé- 
rité. Aucune  hésitation  ne  lui  semblait  possible.  Le  célèbre 
géomètre  Sturm  posa  sa  candidature.  La  correspondance  de 
Comte  avec  son  ami  d'enfance  Valat  fait  paraître,  plus  qu'au- 
cune autre  publication,  la  bonté,  la  droiture  et  le  désintéres- 
sement de  son  esprit,  mais  aussi  l'accroissement  continu  de 
l'orgueil  insensé  qui  devait  tout  perdre.  En  parlant  à  son  ami 
de  sa  candidature,  il  dépasse  toute  mesure. 

Parmi  les  griefs  de  Comte  contre  ceux  qui,  comme  il  le  di- 
sait, l'ont  contrecarré,  un  seul  est  réellement  justifié  :  c'est 
l'indifférence  pour  ses  talents  professionnels,  qu'ilcroyait  in- 
comparables. Les  titres  scientifiques  de  Comte,  au  point  de 
vue  où  se  plaçaient  ses  juges,  étaient  presque  nuls,  ceux  de 
ses  concurrents,  considérables.  Le  résultat  de  la  lutte,  con- 
forme à  toutes  les  traditions  de  l'Ecole,  était  assuré  à  l'avance  : 
Sturm  fut  préféré.  On  est  peiné,  véritablement,  de  la  manière 
dont  Comte  traite,  dans  l'intimité  d'une  correspondance  con- 
fidentielle, il  est  vrai,  l'excellent  et  consciencieux  géomètre, 
le  maître  respecté  de  Puiseux  et  de  Verdet.  Il  le  nomme  son 
indigne  rival,  son  triste  concurrent,  son  étrange  compétiteur. 
Il  désire  que  l'indignation  des  élèves  n'aille  pas  jusqu'à  mettre 
obstacle  à  l'enseignement  de  cet  homme  ;  il  veut  le  voir  pro- 
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fesser  assez  longtemps  pour  que  chacun  de  ceux  qui  l'ont 
si  aveuglément  et  si  immoralemcnt  favorisé  soit  convaincu  de 
son  incapacité  radicale.  Il  espère  cependant  que  cet  homme 
pourra  être  évince  sans  le  moindre  trouble  matériel.  11  paraît, 
dit-il  enfin,  que  de  mémoire  d'homme  il  n'y  a  pas  eu  à  l'Ecole 
Polytechnique  un  aussi  mauvais  enseignement  mathématique, 
même  au  tem.ps  de  Cauchy. 

Les  conseils  de  l'Ecole,  en  retirant  à  Comte  la  position 
d'examinateur  d'admission,  appelèrent  à  ces  fonctions  un  sa- 
vant de  grand  mérite,  dont  la  mort  prématurée  fut  considérée, 
quelques  années  plus  tard,  comme  une  grande  perte  pour  la 
Science.  Ce  jeune  concurrent,  fort  innocent  d'une  préférence 
qu'il  n'avait  pas  sollicitée,  n'est  pas  jugé  par  Comte  moins  in- 
justement que  Sturm.  Wautzel,  âgé  alors  de  trente-trois  ans, 
était  considéré  comme  une  des  gloires  futures  de  l'Ecole.  L'ad- 
miration pour  lui,  dans  la  promotion  de  i83'2,  était  au  moins 
égale  à  celle  que  Comte  inspirait  à  ses  camarades  de  i8t5. 
Esprit  très  vaste  d'ailleurs,  et  fort  éloigné  de  s'absorber  dans 
les  Mathématiques,  Wautzel  avait  tous  les  droits  à  la  sympa- 
thie comme  à  l'estime  de  Comte.  Jl  reste  à  ses  yeux,  cepen- 
dant, «  un  gamin  sans  expérience  et,  au  fond,  sans  valeur  ». 

Comte,  en  toute  circonstance,  dédaignait  ses  concurrents.  Il 
avait  eu  dans  sa  jeunesse  et  confié  à  son  ami  Valat  le  désir  de 
devenir  membre  de  l'Académie  des  Sciences;  se  croyant  déjà 
fort  au-dessus  d'un  tel  honneur,  il  ne  le  recherchait,  il  le  dit 
ainsi,  que  pour  améliorer  sa  position. 

L'Académie,  pour  sujet  de  prix,  n'avait  proposé  aucune 
question  précise,  se  bornant  à  déclarer  qu'elle  couronnerait  le 
m,eilleur  Ouvrage  ou  Mémoii^e  sur  les  Mathématiques. 

«  La  seule  chose,  dit  Comte,  qui  soutienne  en  moi  un  cer- 
tain sentiment,  bien  ou  mal  fondé,  de  ma  valeur,  est  la  fai- 
blesse que  j'aperçois  dans  tous  ceux  qui  pourraient  concourir.  » 
Ceux  qui  pouvaient  concourir  étaient  tous  les  savants  français 
ou  étrangers,  en  exceptant  seulement  les  membres  de  l'Aca- 
démie des  Sciences.  Chacun  pouvait  choisir  son  sujet.  Ponce- 
let,  revenu  de  Russie,  écrivait  alors  son  Traité  des  propriétés 
projectives;  Dupin  préparait  \es  Développements  de  Géomé- 
trie; Jacobi  avait  commencé  les  études  sur  les  fonctions  ellip- 
tiques. Tous  pouvaient  concourir.  Comte  sans  doute  ne  son- 
geait pas  à  eux.  Trois  de  ses  camarades,  Lamé,  Duhamel  et 
Savary,  briguaient  comme  lui,  pour  l'avenir,  les  sufirages  de 


l'Institut,  il  ne  pouvait  manquer  de  les  compter  parmi  les  con- 
currents possibles;  il  savait  que  Ghasles,  son  ancien  à  l'École, 
cultivait  la  Géométrie. 

Tels  sont  les  concurrents'  dont  la  faiblesse  le  rassurait.  Le 
mal  était  déjà  sans  remède. 

Comte,  en  1848,  eut  le  désir  et  l'espoir  de  reprendre  les 
fonctions  d'examinateur  d'admission.  Wautzel  se  retirait  acca- 
blé par  la  maladie.  Arago,  alors  ministre  de  la  guerre  par  in- 
térim, devait  choisir  son  successeur  sur  une  liste  présentée  pur 
le  conseil  de  l'Ecole.  L'un  des  répétiteurs  du  cours  d'Analyse, 
auquel  les  membres  les  plus  influents  du  conseil  avaient  promis 
leurs  suflrages,  dès  qu'il  connut  la  candidature  de  Comte,  alla 
trouver  Arago,  qu'il  savait  pour  lui  plein  d'affectueuse  bien- 
veillance, et  lui  demanda  s'il  avait  contre  lui  des  motifs  d'ex- 
clusion absolue.  «  Pour  ma  part,  dit-il,  je  m'efface  devant  lui, 
et  si  vous  ne  repoussez  pas  sa  candidature,  je  ne  demanderai 
que  le  second  rang.  —  Comme  ministre,  répondit  Arago,  je 
dois  la  justice  à  tous,  plus  encore,  s'il  est  possible,  à  celui  qui 
m'a  insulté.  Si  M.  Comte  est  présenté  par  le  conseil  de  l'École, 
sa  nomination  paraîtra  le  lendemain  di\i  Moniteur.  »  Arago  dé- 
sirait la  présentation  de  Comte;  il  ne  lui  déplaisait  pas  de  se 
montrer  magnanime.  Aucun  de  ses  amis  ne  l'ignorait.  Comte 
cependant  ne  fut  pas  proposé;  il  accusa,  pour  la  seconde  fois, 
le  conseil  de  l'École  de  basse  et  servile  complaisance.  Je  puis 
ajouter  que,  le  lendemain  de  l'élection,  le  directeur  des  études, 
qui  avait  voté  pour  Comte  et  décidé  plusieurs  de  ses  collègues 
à  faire  comme  lui,  reçut  une  lettre  dans  laquelle  son  ancien 
camarade  attribuait  son  échec  aux  sentiments  de  basse  envie 
dont,  depuis  leur  sortie  de  l'École,  il  l'avait  toujours  pour- 
suivi. Comte  ajoutait  quelques  paroles  blessantes  sur  l'égoïsme 
précoce  du  jeune  concurrent  qui,  en  faisant  appel,  à  son  insu, 
aux  sentiments  généreux  d'Ara  go,  avait  cru  rendre  sa  réinté- 
gration certaine. 

Quatre  ans  après,  en  i852,  on  enleva  à  Comte  sa  dernière 
ressource.  Il  ne  fut  pas  réélu  répétiteur.  En  proposant  cette 
mesure  rigoureuse,  adoptée  par  le  conseil  à  une  très  grande 
majorité,  le  directeur  des  études  Bommart,  administrateur 
fort  étranger  aux  intrigues  des  savants  et  indifférent  à  la  Phi- 
losophie, alléguait  des  motifs  très  plausibles. 

Chaque  année,  lorsque  le  professeur  terminait  son  cours  par 
cinq  ou  six  leçons  sur  le  Calcul  des  probabilités,  Comte  ces- 
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sait  (le  venir  à  l'iileole.  Cette  prétendue  science,  suivant  lui, 
reposait  sur  des  sophisnnes,  il  refusait  de  concourir  à  son  en- 
seignement. Un  autre  reproche  lui  était  adressé.  Le  répétiteur 
devait,  trois  fois  chaque  sennaine,  consacrer  deux  heures  à 
l'interrogation  de  huit  élèves.  Comte  accordait  dix  minutes 
seulement  à  chaque  examen  et  souvent  expédiait  les  huit  en 
une  heure.  On  lui  rappela  la  règle;  il  répondit  que,  plus  expé- 
rimenté que  ses  jeunes  collègues,  il  se  croyait  capable,  dans 
un  temps  moitié  moindre,  de  donner  une  note  équitable,  se 
réservant  de  prolonger  l'épreuve  au  cas  où  il  lui  resterait  des 
doutes.  C'était  prêter  des  armes  à  ses  ennemis  et  en  même 
temps  en  accroître  le  nombre.  Le  sentiment  qui  le  guidait 
était  toujours  le  même,  il  voulait  s'affranchir  de  toute  crainte 
de  destitution  et  croyait  y  parvenir  en  poussant  à  l'extrême 
les  griefs  allégués  contre  lui.  Le  succès  obtenu  dans  ces  con- 
ditions l'aurait  rendu  certain  de  triompher  toujours.  Il  se 
trompait.  Chaque  année,  les  reproches  changeaient  de  nature. 
Le  gouverneur  de  l'École  (c'était  le  général  Bizot,  homme  très 
sage  et  bienveillant  pour  tous),  lisant  en  tête  d'une  lettre 
d'Auguste  Comte  :  «  4  Frédéric  II,  5y  »,  demanda  l'explica- 
tion de  cette  énigme.  On  lui  apprit  qu'il  existait  un  calendrier 
positiviste.  Il  trouva  qu'en  en  faisant  usage  dans  sa  corres- 
pondance officielle,  le  répétiteur  d'Analyse  manquait  aux  con- 
venances. Il  regrettait  que  ses  prédécesseurs  eussent  introduit 
dans  le  corps  enseignant  un  collaborateur  aussi  bizarre. 

Comte,  enfin,  avait  espéré  que,  chassé  par  l'indignation  des 
élèves,  Sturm  serait  promptement  forcé  de  lui  abandonner  sa 
chaire.  Les  choses  tournèrent  tout  autrement.  Le  cours  de 
Sturm,  solide  et  consciencieusement  préparé,  était  de  plus  en 
plus  goûté.  La  timidité  et  la  gaucherie  de  l'excellent  géomètre 
inspiraient  la  sympathie.  Sans  chercher  jamais  à  se  faire  ad- 
mirer, il  se  faisait  toujours  comprendre;  ses  élèves  le  respec- 
taient et  l'aimaient,  comme  leurs  prédécesseurs  avaient  aimé 
et  respecté  Ampère.  Ni  l'opinion  ni  les  sentiments  de  Comte 
n'avaient  changé.  Incapable  de  perfidie,  il  l'était  aussi  de  dis- 
simulation. Son  mépris  pour  le  talent  et  ses  appréciations  in- 
jurieuses sur  le  caractère  du  professeur  qu'il  devait  seconder 
étaient  connus  de  tous..  La  situation  était  intolérable.  Une  si- 
tuation into-lérahle  peut  se  prolonger  indéfiniment,  mais  elle 
est  instable.  Sturm,  chaque  année,  proposait  au  conseil  la  réélec- 
tion de  Comte,  sans  songer  même  qu'il  fût  possible  de  faire  autre- 
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ment;  mais,  lorsque  le  directeur  des  études  demanda,  pour  des 
raisons  administratives,  qu'il  ne  fût  pas  renommé,  lorsque  le 
générai  commandant  rÉcole,  qui  n'avait  contre  Comte  aucun 
grief  personnel  d'aucun  genre,  déclara  qu'un  tel  maître,  si  excel- 
lent qu'il  fût  comme  géomètre,  lui  semblait  compromettant  pour 
l'Ecole,  Sturm  ne  le  défendit  pas.  La  condamnation,  réclamée 
au  nom  de  la  discipline  et  du  bon  ordre,  fut  presque  unanime. 
La  décision  rigoureuse,  qui,   vue  de  haut  et   de  loin,  se  pré- 
sente  comme  une    persécution    odieuse   et   brutale,    semblait 
alors  aux  hommes  les  plus  sages   et  les  plus  éloignés  de  toute 
malveillance  une   mesure  pénible,   rendue  inévitable  par  le  ca- 
ractère indomptable  et  les  excentricités  du  fondateur  du  posi- 
tivisme. Un  amour   sénile  pour  une  jeune   femme,  Clotilde  de 
Vaux,   a  troublé,   plus  encore  que  la  pauvreté,  les  dernières 
années  de  Comte.  Le  récit  de  cet  épisode  fort   vulgaire  tient 
une  grande  place  dans  le   livre  du  P.    Gruber.  J'ai  connu   le 
frère  de  Clotilde;  il  a  été,  comme   Comte,  examinateur  d'ad- 
mission à  l'Ecole  Polytechnique.  Comme  Comte,  il  a  compro- 
mis sa  position  par  des  publications  injurieuses  pour  ceux  qui 
méconnaissaient   son  mérite.    Plusieurs   amis,  plus  sensés  que 
lui,  ont  empêché  la  publication  qu'il  voulait  faire  du  récit  des 
relations  de  Comte  avec  sa  sœur.  Admirateur  et  disciple  d'Au- 
guste Comte,  qui  l'avait  reçu  à  l'École  Polytechnique,  ill'avait 
introduit  dans  sa  famille.  Clotilde,  séparée  d'un  époux  indigne 
qu'elle  avait  à   peine  connu,  ne  pouvait  manquer  d'accueillir 
avec    une    orgueilleuse    reconnaissance    les   hommages    d'un 
homme  présenté  par  son  frère  comme  le  plus  grand  génie  du 
siècle.  Dans  les  lettres  que  Maximilien  Marie  voulait  publier, 
Comte  démontrait  à    son  amie,  dans  un   style  mystique,   que, 
sans  offenser  la  morale  positiviste,  elle  pouvait,  quoiqu'ils  fus- 
sent mariés  tous  les  deux,   quitter  sa  famille  et  vivre  avec  lui. 
Le   P.   Gruber,  en  réunissant   sur  l'histoire    de  cette  passion 
tous  les  documents  et  tous  les  témoignages  connus,  conclut  en 
comparant,    malgré  sa   réserve  habituelle,  l'amour  de  Comte 
pour  Clotilde  de   Vaux   à  la  caricature  du  beau  et  du  noble. 
L'appréciation   ne  paraît   pas  exacte.  Comte  était  très   sincère 
et  très  faible  dans  son  rôle  de  vieillard  amoureux.  L'orgueil, 
malheureusement,   l'a  entraîné   à  rendre  ses  faiblesses  et  ses 
illusions  publiques,  en  invitant  l'Occident  à  les  partager.  Clo- 
tilde de  Vaux,  s'il  faut  en  croire  son  frère,  qui  l'aimait  beau- 
coup, était  une  bonne   et  naïve   créature,    d'une   intelligence 
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ordinaire  et  d'un  caractère  faible.  Sa  beauté  n'avait  rien  de  re- 
marquable. Son  esprit  se  trouvait  dépayse  dans  les  hautes  ré- 
gions où  Comte  voulait  l'entraîner  et  mal  à  l'aise  devant  les 
désirs  très  pressants  du  grand  homme  qu'elle  n'aurait  voulu  ni 
désespérer  ni  satisfaire.  Après  la  mort  deClotilde,  le  désespoir 
de  Comte,  comme  autrefois  celui  de  d'Alembert  lorsqu'il  perdit 
M"®  de  Lespinasse,  lui  inspira  des  pages  brûlantes  adressées  à 
la  mémoire  de  son  amie  et,  en  môme  temps,  l'idée  extravagante 
d'en  faire  une  sainte,  patronne  du  nouveau  culte.  L'exaltation 
allait-elle  jusqu'à  la  folie?  En  validant  le  testament  de  Comte, 
attaqué  pour  cause  d'aliénation  mentale,  les  tribunaux  ont 
prononcé.  Le  P.  Gruber  approuve  leur  décision.  «  Le  lecteur 
impartial,  dit-il,  pensera  que  la  seconde  période  philosophique 
d'Auguste  Comte,  comme  du  reste  le  tribunal  l'a  prononcé,  ne 
justifie  pas  l'accusation  de  folie  porté  contre  le  philosophe.  » 
Il  ajoute,  et  c'est  la  conclusion  de  son  livre  :  «  Dans  la  manière 
dont  Auguste  Comte  s'est  efforcé  de  réduire  ses  théories  en 
pratique,  il  y  a  tant  de  singularités  que  le  «  sens  commun  »  est 
complètement  dérouté.  »  Entre  les  actes  taxés  de  folie  et  les 
singularités  qui  déroutent  complètement  le  sens  commun,  la 
ligne  de  séparation  est  mal  définie.  Les  pensionnaires  de  Cha- 
renton  sont  nombreux;  presque  toussont  plus  fous  qu'Auguste 
Comte,  mais  j'en  ai  connu  qui  l'étaient  moins. 

{Journal  des  Savants.) 


BIBLIOGRAPHIE. 


Recueil  de  problèmes  de  Mathématiques  classés  par 
DIVISIONS  scientifiques,  par  M.  C.-yl .  Lnisant,  doc- 
teur es  Sciences,  ancien  élève  de  l'Ecole  Polytecli- 
iiique.  Paris;  Gautliier-Villars  et  fils. 

Cet  excellent  Receuil  est  composé  de  sept  Parties  dont  trois 
ont  déjà  paru.  Les  questions  qu'il  renferme  sont  extraites  des 
principaux  journaux  de  Mathématiques  publiés  en  français 
depuis  la  création  des  Nouvelles  Annales,  qui  ont  d'ailleurs 
fourni  le  plus  fort  contingent.  Aussi,  loin  d'être  une  compila- 
tion incohérente  de  questions  banales,  ce  livre  est  en  quelque 
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sorte  un  résumé  clair  et  méthodique  des  principales  acquisi- 
tions faites  de  nos  jours  par  la  Science  mathématique  dont  il 
permet  de  suivre  pas  à  pas  et  sans  effort  le  développement 
successif  pendant  un  demi-siècle.  Nous  ne  saurions  trop  re- 
mercier le  savant  auteur  d'avoir  de  la  sorte  attiré  l'attention 
sur  un  grand  nombre  de  problèmes  intéressants  dus  aux  géo- 
mètres les  plus  distingués,  et  c'est  avec  le  plus  vif  plaisir  que 
nous  recommandons  à  nos  lecteurs  ce  travail  remarquable,  qui 
est  appelé  à  rendre  d'éminents  services  aux  maîtres  et  aux 
élèves  pour  lesquels  il  sera  un  guide  sûr  et  précieux.       E.  R. 
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Par  m.  Maurice  FOUGUE, 

Agrégé  de  l'Université, 
Professeur  de  Mathématiques  élémentaires  à  Sainle-Barbe. 


La  plupart  des  mathématiciens  sont  aujourd'hui  d'accord 
pour  reconnaître  que  la  différence  essentielle  entre  l'Algèbre 
et  l'Arithmétique  consiste  dans  l'introduction  des  nombres 
négatifs.  Cet  accord  paraît  suffisamment  prouvé  par  ce  fait  que 
dans  le  programme  d'agrégation  pour  l'année  iSgS  figure 
pour  la  première  fois  une  leçon  intitulée  :  «  Première  leçon 
d'Algèbre.  —  Introduction  des  nombres  négatifs.  »  Cette  cir- 
constance nous  a  déterminé  à  publier  la  leçon  par  laquelle, 
depuis  plusieurs  années,  nous  ouvrons  notre  cours  d'Algèbre  à 
l'École  préparatoire  de  Sainte-Barbe. 

Il  y  a  deux  manières  d'envisager  l'introduction  des  nombres 
négatifs.  La  première,  qui  est  la  plus  ancienne,  car  elle  a  été 
élucidée  au  xvii®  siècle  par  Descartes,  consiste  à  les  consi- 
dérer comme  fournis  par  la  nécessité  de  représenter  des  gran- 
deurs comptées  dans  deux  sens  différents,  tels  que  les  segments 
portés  sur  une  droite  indéfinie  de  part  et  d'autre  d'une  origine 
fixe.  La  seconde,  plus  abstraite,  consiste  à  les  considérer 
d'emblée  comme  généralisation  de  l'idée  de  quantité.  Cette 
seconde  méthode  fait  partie  de  tout  un  ensemble  de  doctrines 
qui  ont  été. établies  dans  ces  dernières  années   par   plusieurs 
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<,^éomètres  célèbres  et  qui  ont  conduit  M.  Tannery  à  ce  résultat 
de  haute  portée  philosophique  que  toute  l'Analyse  algébrique 
n'exige  d'autre  postulaturn  que  la  conception  si  simple  du 
nombre  entier.  Ce  remarquable  caractère  de  simplicité  dans 
le  point  de  départ  nous  a  fait  adopter  le  second  point  de  vue 
qui  conserve  à  l'Analyse  algébrique  toute  son  indépendance 
vis-à-vis  de  la  Géométrie  et  des  vérités  d'ordre  expérimental. 
Nous  avons  cru  devoir  rappeler,  au  début  de  la  leçon,  les 
principes  sur  lesquels  doit  reposer  la  généralisation  de  l'idée 
de  quantité,  quoique,  à  vrai  dire,  ces  principes  devraient  être 
expliqués  dès  l'introduction  des  fractions  ou,  au  plus  tard,  des 
nombres  incommensurables,  car  ceux-ci  appartiennent  bien  à 
l'Arithmétique  et  leur  étude  devrait,  à  notre  sens,  précéder 
celle  des  nombres  négatifs.  Mais  la  théorie  des  nombres  in- 
commensurables est  incomparablement  plus  difficile  que  celle 
des  nombres  négatifs,  et  dès  lors  des  raisons  d'ordre  pédago- 
gique la  font  rejeter  beaucoup  plus  loin,  à  tel  point  qu'on  a 
cru  récemment  devoir  la  supprimer  du  programme  d'admission 
à  l'Ecole  Polytechnique.  Malgré  cela,  dans  la  rédaction  de  ce 
qui  suit,  j'ai  supposé  cette  théorie  déjà  faite,  sans  cependant 
y  chercher  aucun  appui.  Mon  but  était  simplement  de  rédiger 
la  leçon  de  telle  sorte  qu'on  pût,  sans  aucun  inconvénient,  la 
placer  soit  avant,  soit  après  la  théorie  des  nombres  incom- 
mensurables, et  dans  tous  les  cas,  si  on  la  place  avant,  profiter 
des  résultats  établis  pour  les  appliquer  sans  aucune  modification 
aux  nombres  incommensurables  négatifs,  le  jour  où  l'on  voudra 
faire  la  théorie  de  ces  importantes  quantités. 


Première  leçoin    d'Algèbiie. 

Introduction  des  nombres  négatifs. 

L'Algèbre  a  pour  objet  la  généralisation  des  théories 
de  l'Arithmétique  et  l'établissement  de  formules  qui 
permettent  de  traiter  d'une  manière  uniforme  tous  les 
problèmes  de  la  même  nature,  et  de  règles  qui  s'appli- 
quent dans  tous  les  cas  sans  aucune  exception.  On  y  est 
arrivé  par  l'emploi  simultané  de  deux  procédés. 

i"  On  représente  les  nombres  par  des  lettres  v[  les 
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opérations  par  des  signes.  Cette  méthode,  quoiqu'elle 
donne  aux  raisonnements  une  allure  partieulière,  ne 
constitue  en  réalité  qu'une  abréviation  de  langage  et  ne 
saurait  à  elle  seule  distinguer  l'Algèbre  de  l'Aritlimé- 
tique. 

C'est  pourquoi  la  signification  des  symboles  d'opéra- 
tions est  expliquée  en  Aritlimétique,  et  l'emploi  des 
lettres  et  des  signes  est  d'un  usage  fréquent  en  Arithmé- 
tique même. 

Par  exemple,  dire  qu'w/z  produit  de  deux  facteurs 
ne  change  pas  quand  on  intervertit  V ordre  des  fac- 
teurs^ ou  écrire 

a  X  6  =  ^  X  a, 

c'est  exactement  la  même  chose. 

2°  On  étend  le  sens  des  opérations  de  l'Arithmétique 
et  l'on  applique  ces  opérations  à  des  objets  qui  ne  sont 
plus  des  nombres  tels  qu'on  les  considère  en  Arithmé- 
tique. C'est  là  ce  qui  distingue  essentiellement  l'Algèbre 
de  l'Arithmétique.  La  nécessité  de  généraliser  le  sens 
et  les  objets  des  opérations  s'introduit  par  la  nécessité 
de  les  rendre  toutes  possibles,  afin  d'éviter  les  excep- 
tions et  les  discussions  plus  ou  moins  pénibles  qui  en 
sont  la  conséquence. 

La  théorie  de  la  soustraction  en  fournit  le  premier 
exemple. 

Supposons  qu'au  nombre  27  nous  voulions  ajouter  la 
différence  7  —  3.  En  Arithmétique  on  peut  retrancher 
3  de  ^  et  ajouter  ensuite  la  différence  à  27,  ou  bien  on 
peut  ajouter  7  à  27  puis  retrancher  3,  ou  encore  retran- 
cher d'abord  3  de  27  puis  ajouter  y  au  résultat. 

Le  fait  que  les  trois  systèmes  d'opérations  conduisent 
au  même  résultat  s'exprime  par  les  égalités 

27  +(-  —  3  j  -  •>-  -f-  7  —  "3  =  -x-  -  3  -+-  7. 
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Si  au  contraire  on  veut  faire  la  suite  des  opéralions 

3-f-(5-4), 

ou  pourra  bien  la  remplacer  par 

3  +  5  —  4, 
mais  non  par 

3  — 4  -h5, 

car  la  première  soustraction  3 —  4  est  impossible. 

On  ne  peut  donc  pas  énoncer  un  lliéorèuie  général 

sur  l'équivalence  des  trois  systèmes  d'opérations,  et  les 

égalités 

a  ->r-{b  —  c)=^  a  -\-  b  —  c  =^  a  —  c  -\-  h 

ne  sont  vraies  qu'autant  que  les  trois  nombres  «,  b^  c 
remplissent  certaines  conditions. 

C'estpour  faire  disparaître  les  difficultés  qui  résultent 
de  cette  absence  de  généralité  qu'on  a  inventé  les 
nombres  négatifs. 

On  appelle  quantité  tout  ce  qu'on  soumet  aux  opéra- 
tions. En  Aiitlimétique,  on  ne  connaît  d'autres  quan- 
tités que  les  nombres  entiers,  fractionnaires  et  incom- 
mensurables. On  peut  donc  dire  que  la  notion  propre  à 
l'Algèbre  et  qui  la  distingue  de  l'Arithmétique,  c'est  la 
généralisation  plus  étendue  de  l'idée  de  quantité. 

Quand  on  généralise  l'idée  de  quantité,  les  nouvelles 
définitions  des  opérations  ne  sont  pas  arbitraires.  Il 
faut  en  effet  réaliser  les  conditions  suivantes  : 

i*^  Il  faut  que  les  quantités  plus  générales  que  l'on 
vient  de  définir  comprennent  les  anciennes  comme  cas 
particuliers.  Par  exemple^  en  Arithmétique  même,  les 
fractions  comprennent  les  nombres  entiers  comme  cas 
particuliers,  et  les  nombres  incommensurables  com- 
prennent les  entiers  et  les  fractions  comme  cas  particu- 
liers; 
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1^  Principe  de  la  permanence  du  sens  des  opéra- 
tions. —  Il  faut  que  les  opérations  appliquées  aux  nou- 
velles quantités  reproduisent  les  aneiennes  opérations 
de  même  nom,  dans  le  cas  où  les  nouvelles  quantités 
se  retrouvent  être  les  mêmes  que  les  anciennes.  Par 
exemple,  en  Aritlimétique,  la  multiplication  des  frac- 
tions n'a  pas  le  même  sens  que  la  multiplication  des 
entiers,  mais  si  les  fractions  se  réduisent  à  des  nombres 
entiers,  la  définition  de  la  multiplication  des  fractions 
reproduit  celle  des  nombres  entiers. 

Ainsi 


•?.       5  2x5 

et 


;j  ^  6  3x6 


•1       5        2x5 

-  X  -  =  

I        I  I 


3°  Principe  de  la  permanence  des  règles  de  calcul. 
—  Il  faut  que  les  nouvelles  opérations  jouissent  des 
mêmes  propriétés  que  les  anciennes  pour  qu'on  puisse 
leur  appliquer  les  théorèmes  de  l'Arithmétique. 

Propriétés  des  opérations.  —  L'étude  de  ces  pro- 
priétés constitue  la  première  et  la  plus  importante 
partie  de  l'Arithmétique,  mais  il  semble  que  toutes  ces 
théories  cessent  d'être  applicables  dès  qu'on  n'opère 
plus  sur  les  nombres  considérés  en  Arithmétique. 

Cependant  les  propriétés  des  opérations  dépendent 
exclusivement  d'un  petit  nombre  d'entre  elles  que  nous 
appellerons  les  propriétés  fondamentales,  de  telle  sorte 
que  si  une  opération  généralisée  jouit  des  propriétés 
fondamentales  de  l'opération  arithmétique  de  même 
nom,  elle  jouira  aussi  de  toutes  les  autres  propriétés 
démontrées  en  Arithmétique.  Quand  nous  introduirons 
une  nouvelle  espèce  de  quantité,  nous  aurons  donc  seu- 
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liMueiil  à  nous  assuiei"  cjue  les  opérations  faites  sui'  ces 
nouvelles  quautilés  possèdent  les  pro[)riétés  fondamen- 
tales. Il  convient  alors  de  rappeler  cjU(dles  sont  les  pro- 
priétés fondamentales  des  opérations.  J'y  joindrai  la 
propriété  fondamentale  de  l'égalité,  quoique  l'égalité  ne 
soit  pas  une  opération. 

Propriétés  fondamentales  des  opérations. 

Eg^alité.  —  Deux  quantités  égales  à  une  troisième 
sont  égales  entre  elles.  Toutes  les  fois  qu'on  inventera 
une  nouvelle  espèce  de  quantité,  il  faudra  en  définir 
l'égalité,  et  vérifier  que  cette  propriété  s'applique  à  la 
nouvelle  définition. 

j4ddition.  —  Toutes  les  propriétés  de  l'addition  dé- 
pendent des  trois  suivantes 

(  l)  a  H-  O  =  AT, 

(2)  a  -\-  b  ^=.  b  ^  a, 

(3)  a  ^  b  ->r  c-=  a  -\-  c  -\-  b. 

On  pourra  donc  appeler  addition  toute  opération 
jouissant  de  ces  trois  propriétés,  et  l'addition  ainsi  dé- 
finie jouira  de  toutes  les  propriétés  de  l'addition  arithmé- 
ti(pie. 

Soustraction.  —  Elle  a  pour  objet  de  trouver  une 
quantité  qui  ajoutée  à  une  quantité  donnée  en  repro- 
duise une  autre  également  donnée.  Elle  est  donc  définie 
en  même  temps  que  l'addition  et  ses  propriétés  dépeti- 
dent  exclusivement  de  celles  de  l'addition.  Il  faudra 
siîulement  vérifier  que  la  soustraction  n'admet  qu'une 
solution. 

Multiplication.  —  Toutes  les  propriétés  de  la  multi- 
Ann.  de  jMathémat.,  3"  série,  t.  Xlt.  (Mai  1893.)  i3 
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plîcation  dépeiidenl  des  cinq  suivantes 

a  X  o  =  o, 

a  X  i  =  a, 

{a  ^  b)  X  c  =  a  X  c  -h  h  X  c, 

(f  X  h  —  b  X  a, 

a  X  h  X  c  =  a  X  c  X  b. 

Si  ces  cinq  propriétés  sont  vérifiées,  toutes  les  autres 
le  seront. 

Division.  —  Elle  a  pour  objet  de  trouver  une  quan- 
tité qui  mullipliée  par  une  quantité  donnée  en  repro- 
duise une  autre  également  donnée.  Elle  est  définie  en 
même  temps  que  la  multiplication  et  ses  propriétés  sont 
des  conséquences  de  celles  de  la  multiplication.  Il 
faudra  donc  seulement  vérifier  que  la  division  n'admet 
qu'une  solution. 

Elévation  aux  puissances.  —  C'est  une  suite  de  mul- 
tiplications. 

Extraction  des  racines.  —  C'est  l'inverse  de  l'éléva- 
tion aux  puissances. 

Nombres  algébriques. 

L'espèce  nouvelle  de  quantité  qu'on  introduit  en  Al- 
gèbre est  l'assemblage  d'un  nombre  et  du  signe  -h  ou  — 
qu'on  place  devant,  et  qui  jusqu'à  nouvel  ordre  ne  doit 
être  considéré  que  comme  un  symbole  de  distinction  et 
doit  être  provisoirement  dépouillé  de  sa  signification 
relative  à  l'addition  ou  à  la  soustraction.  Nous  appel- 
lerons ces  quantités  des  nombres  algébriques.  Les 
nombres  précédés  du  signe  -i-  seront  dits  positifs;  ceux 
qui  sont  précédés  du  signe  — ,  négatifs.  Le  nombre 
arithmétique  qui  figure  dans  le  nombre  algébrique  en 
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est  la  valeur  absolue.  Ainsi  -}- 1  est  un  nombre  positif 
dont  la  valeur  absolue  est  3-;  — |  est  un  nombre  né- 
gatif dont  la  valeur  absolue  est  f.  Il  faut  comprendre 
parmi  les  nombres  algébriques  le  nombre  o  qui  a  le 
signe  qu'on  veut  et  une  valeur  absolue  nulle.  Si  l'on 
convient  de  faire  précéder  tous  les  nombres  considérés 
en  Arithmétique  du  signe  -i-,  on  voit  que  les  nombres 
algébriques  comprennent  les  nombres  arithmétiques 
qui  deviennent  les  nombres  positifs,  ce  (jui  vérifie  la 
première  condition  générale. 

Egalité.  —  Deux  nombres  algébriques  sont  égaux 
(juand  ils  ont  même  valeur  absolue  et  même  signe.  L'é- 
galité ainsi  définie  des  nombres  algébriques  jouit  évi- 
demment de  la  propriété  fondamentale. 

yiddit.Lon.  —  Elhî  est  définie  par  la  règle  suivante  : 
i"  Pour  ajouter  deux  nombres  de  même  signe  on 
ajoute  leurs  valeurs  absolues  et  l'on  conserve  leur 
signe  commun.  2"  Pour  ajouter  deux  nombres  de 
signes  différents  on  retranche  leurs  valeurs  absolues 
et  V on  donne  au  résultat  le  signe  du  nombre  oui  avait 
la  plus  grande  valeur  absolue. 

Il  résulte  d'abord  de  cette  règle  que  l'addition  n'a 
qu'une  solution  et  que  l'addition  des  nombres  positifs 
reproduit  l'addition  arithmétique,  ce  qui  est  la  se- 
conde condition  générale. 

On  remarquera  que  la  somme  de  deux  nombres 
égaux  en  valeur  absolue  mais  de  signes  contraires 
est  o. 

Il  faut  vérifier  que  les  propriétés  fondamentales  de 
l'addition  sont  conservées 

1°  rt  +  o  =  «. 

Les  deux  membres  ont  évidemment  mènuî  valeur  ab- 


solue  ot  même  signe 


a 
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-^  b  =  b 


Dans  la  définition  on  ne  dislingue  pas  l'ordre  des 
termes.  Cette  denxièine  propriété  est  done  vraie. 

3°  a-[-  b  -\-  c  =  a-ir  c-r-  b. 

Si  l'on  eliange  le  signe  des  trois  nombres  a,  Z>,  c,  on 
eliange  le  signe  de  la  somme  a -\- h  et  le  signe  de  la 
somme  a  +  h  -{-  c.  Si  Tégalité  était  vraie  avant  le  chan- 
gement, elle  l'est  done  encore  après.  11  peut  se  présenter 
deux  cas  :  ou  bien  les  trois  nombres  sont  de  même 
signe  ou  bien  il  y  en  a  deux  d'un  certain  signe  et  l'autre 
du  signe  contraire.  D'après  ce  qui  précède,  on  peut  tou- 
jours supposer  que  le  signe  le  [)lus  fréquent  est  le 
signe  -+-. 

Si  l'on  désigne  par  a,  [i,  y  les  valeurs  absolues  de 
a,b,c,  on  n'aura  doue  à  examiner  ([ue  les  quatre  cas 
suivants 


I« 

(H-a)  +  (-^?)H 

K+Y)  =  (+^)- 

^(+7)  +  (+?), 

o" 

(H-a)-f-(+P)- 

h(— Y)  =  (-^a)- 

-(-Y,-t-(+p), 

;>" 

(4-a)  +  (-  ^)H 

-(-h  Y)  =  ('H-a)- 

^H-T)  +  (-3)' 

r 

(_a)-4-(+p)H 

-f4-Y)  =  (— ^^)H 

-(+T)-(+?)- 

La  première  égalité  où  tous  les  nombres  sont  posi- 
li(s  revient  à  l'Arithmétique^  la  troisième  égalité  est 
identique  à  la  deuxième  lue  en  sens  inverse  :  elles  coi- 
respondent  toutes  deux  aux  cas  où  les  deux  derniers 
nombres  ont  des  signes  contraires.  11  suffit  donc  de  dé- 
montrer la  deuxième  et  la  quatrième. 

Je  vais  démontrer  que 

V+a)H-(H-^)4-(-Y)  =  f+a)  +  (-Y)  +  (-H,8). 
Je  suppose  d  abord  y  <[  a  et  a  =:  y  -|-  .r. 
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Le  premier  membre  revient  à 

[+(t  +  ^)1-+-(^-P)+(-t)> 

qui  d'après  la  règle  donne  H- (a:  -h  ^). 

Le  deuxième  membre  donne  aussi  -\-{x  +  |j). 

Mainlenant  je  suppose  y  >a  et  yrrz  a  H-x^  le  pre- 
mier membre  revient  à 

+  («+ p)-f-[— (aH-r)l, 
e'esl-à-dire 

+  (P— .27)     si     13  >  a; 
et 

—  {x  —  '^)     si     P  <  :r. 

Le  deuxième  devient 

ee  qui  donne  aussi 

H-(^— 5-)     on      — (a?— P), 

suivant  les  eas. 

Enfin  démontrons  que 

Le  premier  membre  peut  s'éerire  suceessivement, 
soit  en  changeant  l'ordre  des  deux  premiers  termes, 
soit  en  changeant  l'ordre  des  deux  derniers  quand  ils 
sont  de  signe  contraire,  ce  (jui  est  le  cas  précédent. 

(-hP)  +  (-a)-^(-+-Y) 
==(+P)-h(-t-Y)  +  (--a) 

=  (H-ï)  +  (-«)-^(-^?) 

=  (—  a) -4- (4-  Y)H-(-H^  ). 

L'égalité  est  donc  démontrée  et  les  propriétés  rela- 
tives à  l'addition  sont  démontrées. 
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Soustraclion.  —  Puisque  l'additiou  esl  définie,  la 
soustraction  l'est  aussi. 

Retrancher  h  de  a^  c'est  trouver  un  nombre  c  tel  que 
/^  -f-  c  rir  a.  Par  conséquent  les  deux  égalités 

a  —  b  ^=  c         et         a  =^  b  -\-  c 

veulent  dire  la  même  chose  par  définition. 

Je  dis  que  la  soustiaction  peut  s'effectuer  par  la 
règle  suivante  : 

PoLif  soustraire  un  nombre  algébrique  d'un  autre, 
on  ajoute  le  nombre  qu^on  veut  retrancher  après  en 
avoir  changé  le  signe. 

En  effet,   soit  b   à   retrancher  de  a  et   b'  le  nombre 
obtenu  en  changeant  le  signe  de  b. 
D'après  la  règle,  la  différence  sera 

a  -h  b' . 

Il  faut  donc  démontrer  que 

a-i-  b'  -i-  b  =  o. 
Or 

a  ^  b' -h  b  =  b' -t- b -h  a         et         b'-i-b  =  o. 

On  remarquera  que  la  soustraction  n'a  qu'une  solu- 
tion, car,  s'il  y  avait  deux  différences  inégales,  en  leur 
ajoutant  le  deuxième  terme  de  la  soustraction,,  on  ne 
retrouverait  pas  deux  résultats  égaux. 

Ou  voit  aussi  que,  dans  le  cas  où  les  deux  nombres 
sont  positifs,  et  le  second  plus  petit  que  le  premier  en 
valeur  absolue,  la  soustraction  des  nombres  algébriques 
reproduit  la  soustraction  arithmétique. 

Multiplication.  —  Elle  est  définie  par  la  règle  sui- 
vante : 

Pour  multiplier  deux  nombres  algébriques  on  mul- 
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tiplic  leurs  valeurs  absolues  et  l'on  donne  au  produit 
le  signe  -\-  si  les  deux  facteurs  sont  de  wénie  signe  et 
le  signe  —   si   les  deux  facteurs  sont  de  signes  con- 
traires. 

11  peut  se  présenter  quatre  cas  compris  dans  le  Ta- 
bleau suivant 

(+a)x(+13)  =  -f-ap, 

(+a)x(-;îi)=-afi, 

(-a)x(-p)  =  +a?. 

On  peut  encore  dire  que  le  produit  a  le  signe  du  mul- 
tiplicande si  le  multiplicateur  est  positif,  et  le  signe 
contraire  à  celui  du  multiplicande,  si  le  multiplicateur 
est  négatif. 

On  remarquera  que  la  multiplication  n'a  qu'une  so- 
lution et  que  la  multiplication  des  nombres  positifs 
reproduit  la  multiplication  arithmétique. 

ll^faut  démontrer  qu'ainsi  définie  la  multiplication 
jouit  des  propriétés  fondamentales. 

Ces  propriétés  sont 

rt  X  O  —  O, 

a  X  i  =  a, 
a  X  b  =  b  X  Œy 
a  X  b  X  c  =  a  X  c  X  b, 

(a  -h  b)c  =^  ac  -T-  bc. 

La  première  est  évidente  par  définition. 
Dans  la  deuxième  le  nombre  i  est  positif,  il  convient 
de  le  remplacer  par  -\-  (.  Or  on  a 

a  x(-i-,i)=  a, 
d'après  la  règle. 

La  troisième  propriété  est  démontrée,  car  dans  la 
règle  on  ne  spécifie  pas  l'ordre  des  facteurs. 
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La  qiialrièine  égalité  est  vraie  eu  valeur  absolue. 

Pour  faire  voir  qu'elle  est  vraie  eu  sigue,  il  sullit  de 
remarquer  que  d'après  la  règle  des  sigues  le  produit  de 
plusieurs  faeteurs  est  positif  si  Je  nombre  des  facteurs 
négatifs  est  nul  ou  pair,  et  négatif  si  le  nombre  des  fac- 
teuis  négatifs  est  impair.  Donc  Je  signe  du  produit  ne 
dépend  pas  de  Tordre  des  facteurs. 

Reste  la  cinquième  égalité. 

Si  l'on  cJiange  Je  signe  de  c,  on  change  à  Ja  fois  Je 
signe  du  premier  membre  et  Je  signe  de  chaque  terme 
du  second  membre.  On  change  donc  aussi  le  sigue  du 
deuxième  membre. 

Donc  si  l'égalité  est  vraie  avant,  eJJe  l'est  encore 
après.  On  peut  donc  supposer  c  positif. 

On  fera  la  môme  remarque  si  J'on  change  à  Ja  fois  Je 
signe  de  a  et  Je  signii  de  ^. 

Si  donc  a  el  b  sont  de  même  signe,  on  pourra  Jes 
supposer  positifs  et  l'on  retombe  dans  J'AritJimétique. 
Si  a  et  b  sont  de  signes  contraires,  je  supposerai  po- 
sitif Je  plus  grand  en  valeur  absolue  : 

a  = -4- a,  ^= — p,  a  >  p. 

11  faut  démontrer  que 

[(-f-a)-H(-P)](-hY)  =  (-ha)(H-v)4-(-[i)(^Y^; 
le  premier  membre  donne 

[-(-(«-?)](-+- ï) 

comme  le  second  membre.  c.  q.  f.  d. 

Dwision.  —  La  division  est  définie  en  même  temps 
que  Ja  muJliplication, 

Diviser  a  par  b,  c  est  trouver  un  nombre  c  tel  que 

h  X  c  =  a, 
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les  deux  égalités 

a  , 

■j   =z  c         et         fi  z=  Oc 
à 

veulent  dire  la  même  ehos'e  par  définition. 

11  en  résulte  que  la  valeur  absolue  du  quotient  mul- 
tipliée par  celle  du  diviseur  doit  reproduire  celle  du 
multiplicande.  Elle  est  donc  le  quotient  des  valeurs 
absolues  des  deux  ternies.  Quant  au  signe,  il  lésulte  de 
la  règle  de  jnultiplication  que,  si  le  diviseur  est  positif, 
le  quotient  aura  le  signe  du  dividende,  et  si  le  diviseur 
est  négatif,  le  quotient  aura  le  signe  contraire  à  celui  du 
dividende. 

On  a  donc  les  quatre  cas 


-h  a 

=  ^ 

a 

-f-  a 

-1 

=  — 

a 

—  a 

=  — 

a 

P 

—  a 

=  -t- 

P 

compris  dans  la  règle  suivante  : 

Règle.  —  Pour  diviser  deux  nombres  algébriques, 
on  divise  leurs  valeurs  absolues  et  V on  donne  au  quo- 
tient le  signe  -f-  si  les  deux  nombres  sont  de  même 
signe,  le  signe  —  si  les  deux  nombres  sont  de  signes 
contraires. 

11  résulte  de  ce  qui  précède  que  la  division  n'admet 
qu'une  solution. 

Nombres  inverses.  —  On  dit  qu(^deux  nombres  sont 
inverses  quand  leur  produit  est  -|-  i .  Ils  ont  donc  forcé- 
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ment  le  même  signe.  Au  lieu  de  diviser  un  nombre  par 
un  autre,  on  peut  le  multiplier  par  l'inverse  du  diviseur. 
Si  a  et  a'  sont  inverses 

-  =  N  X  a\ 
a 

cai 

Nrt'  X  r/  =  N  «a'  =  N  X  I  =  I . 

EléwatioJi  aux  puissances.  —  C'est  une  suite  de  mul- 
tiplications. 

Pour  élever  un  nombre  algébrique  à  une  puissance 
quelconque,  on  élève  sa  valeur  absolue  à  cette  puissance 
et  l'on  donne  au  résultat  le  signe  +  si  le  nombre  domié 
était  positif  ou  bien  si,  le  nombre  donné  étant  négatif, 
l'exposant  est  pair.  On  donne  au  résultat  le  signe  —  si 
le  nombre  donné  est  négatif  et  l'exposant  impair. 

Toutes  les  opérations  que  nous  venons  d'examiner 
sont  toujours  possibles  et  n'admettent  qu'une  solution. 
11  n  en  est  pas  de  même  de  la  suivante. 

Extraction  des  racines.  —  Extraire  la  racine  /n'^""^ 
d'un  nombre  a,  c'est  trouver  un  nombre  x  qui  élevé  à 
la  puissance  ni  reproduise  a.  Pai-  conséquent  les  éga- 
lités 

X  —   \l  a 

et 

x"^  =  a 

veulent  dire  la  même  chose. 

On  démontre  en  Arithmétique  que  tout  nombre  a 
une  racine  nC^"^^  et  une  seule.  En  Algèbre  cette  re- 
marque détermine  la  valeur  absolue  de  la  racine.  Il  reste 
à  déterminer  le  signe. 

Si  m  est  impair  x^'^  aura  le  signe  de  x.  11  faudra  donc 
que  X  et  a   soient   de  même  signe;  tout  nombre  algé- 
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l)rique  a  donc  une  racine  d'un  ordre  impair  déterminé 
et  une  seule,  laquelle  est  du  même  signe  que  lui. 
Ainsi 

's/'>-  =  3,         y—  -xj  =  —  3. 

Si  au  contraire  m  est  pair  x'"  est  toujours  positif 
quel  que  soit  le  signe  de  x.  Si  alors  a  est  positif,  il  j 
aura  deux  racines  égales  en  valeur  absolue  et  de  signe 
contraire  ;  mais,  si  a  est  négatif,  il  n^^  aura  aucun  nombre 
positif  ou  négatif  qui  soit  racine  z?!""™^  du  nombre  donné. 

Ainsi  y/i6*  est  -+-2  ou  —  2,  mais  y —  16"  ne  représente 
aucun  nombre  positif  ou  négatif.  C'est  une  opération 
impossible. 

Cette  impossibilité  est  l'origine  d'une  nouvelle  géné- 
ralisation de  l'idée  de  quantité  qui  a  conduit  à  l'inven- 
tion des  quantités  appelées  imaginaires. 


CORRESPOiVDANCE. 


Extrait  d'une  Lettre  à  M.  Bouché. 

M.  le  général  Dewulf,  dans  le  numéro  de  février  der- 
nier des  Nouvelles  Ajinales,  donne  une  ingénieuse 
solution  de  ce  problème  : 

Construire  une  parabole,  connaissant  un  de  ses 
points  M,  le  centre  de  courbure  to,  relatif  au  point 
M,  et  la  direction  de  ses  diamètres. 

M.  Servais  [Nouvelles  Annales,  3^  série,  t.  XII, 
p.  19)  et  antérieurement  M.  d'Ocagne  (iVouvelles  An- 
nales, 3'"  série,  t.  XI,  p.  3si^)  ont  aussi  donné  des  solu- 
tions de  cette  question. 


(    "So    ) 

Eu  voici  encore  une,  des  plus  simples,  basée  sur  l'in- 
téressante  question  proposée  par  M.  Rouclié  sous  le 
n« 1653. 

Menons  par  M  une  droite  Ml  parallèle  à  la  direction 
des  diamètres,  et  une  autre  droite  Ml)  faisant  avec  le 
rayon  de  courbure  Mo)  le  même  angle  que  ce  rayon 
fait  avec  Ml.  La  perpendiculaire  abaissée  du  milieu 
de  Mto  sur  MD  rencontre  MD  en  F.  Le  point  F  est  le 
foyer  de  la  parabole. 

La  parallèle  menée  par  F  à  Ml  est  l'axe  de  la  parabole. 

On  est  donc  ramené  au  problème  bien  connu  : 

Construire  une  parabole,  connaissant  un  de  ses 
points  M,  le  foyer  F,  et  Vaxe  de  la  parabole. 

On  en  conclut  immédiatement  la  position  de  la  di- 
rectrice, et  l'on  détermine  ensuite  autant  de  points  de 
la  courbe  que  l'on   veut,  ainsi  que  les  tangentes  en  ces 

points. 

E.  N.  Barisien. 


SIR  m  MODE  DE  GËNÉRATION  DES  COURBES 
A^ALLAGMATIQUES; 

Par    m.    J.    RÉVEILLE. 


M.  Moutard  a  démontré  qu'une  courbe  anallagma- 
tique  du  quatrième  degré  est  l'enveloppe  d'un  cercle 
variable  orthogonal  à  un  cercle  fixe  et  dont  le  centre 
décrit  une  conique. 

Je  vais  démontrer  et  généraliser  ce  mode  de  généra- 
tion par  la  considération  purement  géométrique  d'une 
figure  de  l'espace. 


(  '^'  ) 

J'énoncerai  d'abord  la  propriélé  suivante,  qui  est  la 
conséquence  immédiate  d'un  théorème  plus  général,  dé- 
montré par  M.  Mannlieim. 

Toute  courbe  anallaginatiijue  est  la  projection 
stéréographique  de  V intersection  d'une  sphère  et  d'un 
cône. 

(Celte  projection  stéréograplii(|ue  se  fait,  comme  d'ail- 
leurs dans  tout  ce  qui  suit,  au  moyen  de  la  sphère  elle- 
même.) 

Soit  A  la  courbe  d'intersection  de  la  sphère  et  du 
cône  (S),  et  A'  sa  projection  stéréographique.  Les  plans 
tangenis  au  cône  déterminent  sur  la  sphère  des  cer- 
cles (O)  qui  touchent  A  aux  points  où  les  génératrices 
de  contact  percent  la  sphère,  et  la  courbe  A  est  l'enve- 
loppe de  ces  cercles. 

Le  sommet  G  du  cône  circonscrit  à  la  sphère  suivant 
un  cercle  O  se  trouve  dans  le  plan  polaire  (P)  du  som- 
met du  cône  (S)  par  rapport  à  la  sphère.  Ce  plan 
coupe  la  sphèrcî  suivant  un  cercle  T  qui  est  la  courbe 
de  contact  du  cône  circonscrit  à  la  sphère,  dont  le  som- 
met coïncide  avec  celui  du  cône  (S).  On  sait  que  ce 
cercle  est  orthogonal  à  tous  les  cercles  O. 

Le  point  C  est,  dans  le  plan  (P),  le  pôle,  par  rapport 
au  cercle  T,  de  l'intersection  de  ce  plan  avec  le  plan  du 
ciîrcle  O;  et,  ce  dernier  plan  étant  tangent  au  cône  (S), 
cette  intersection  est  tangente  à  la  courbe  D  suivant 
laquelle  le  plan  (P)  coupe  le  cône  (S). 

Le  point  C  appartient  donc  à  la  polaire  réciproque  A 
de  la  courbe  D,  le  cercle  T  étant  le  cercle  directeur. 

En  projection  stéréographique  la  courbe  A  devient  la 
courbe  anallagniatique  A';  les  cercles  O  deviennent  des 
cercles  O'  enveloppant  la  courbe  A',  et  orthogonaux  au 
ceicle  T',   projection  de  T.  Les   centres   des  cercles  O' 
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sont  les  points  C  piojoctions  des  points  C;  ils  sont  sur 
la  projeetion  A'  de  A;  et,  comme  les  relations  de  pôle 
et  de  polaire  se  conservent  en  projection,  les  courbes 
D'  et  A'  projections  de  D  et  A  sont  polaires  réciproques, 
le  cercle  directeur  étant  le  cercle  T'. 

Si  le  cône  (S)  est  du  degré  /z,  la  courbe  A  est  du 
degré  2//,   et,   en    général,    aussi   la   courbe   A'^   quant 
à  D',  elle  est  du  degré  n. 
I    On  peut  alors  énoncer  : 

Ufie  courbe  analLaginati(jae  de  degré  in  est  V en- 
veloppe d'an  cercle  variable  orthogonal  à  un  cercle 
fixe,  et  dont  le  centre  décrit  une  courbe  qui  est  la  po- 
laire réciproque  d'ujie  courbe  de  degré  «,   le  cercle 
fixe  étant  le  cercle  directeur. 

Si  le  cône  (S)  passe  par  le  point  de  vue,  la  courbe  A' 
est  du  degré  in  —  i ,  la  courbe  D'  passe  alors  par  la  pro- 
jection du  sommet  du  cône  (S),  c'est-à-dire  par  le 
centre  T';  et  l'on  peut  compléter  l'énoncé  précédent  en 
ajoutant  que,  si  la  courbe  de  degré  n  passe  par  le  centre 
du  cercle  (îxe,  l'enveloppe  est  une  anallagmatique  du 
degré  in  —  i . 

Si  l'on  fait  /z  =  2,  on  a  les  anallagmatiques  du  troi 
sième  et  du  quatrième  degré. 

Remarquons  enfin  que  le  centre  du  cercle  T'  est  la 
projection  du  sommet  du  cône  (S).  Si  pour  la  courbe  A 
on  peut  faire  passer  plusieurs  cônes  de  degré  /z,  on  aura 
autant  de  cercles  tels  que  T',  c'est-à-dire  autant  de 
manières  d'engendrer  la  courbe  A'. 

En  particulier,  si  le  cône  est  du  deuxième  degré,  il 
existe  en  général  trois  autres  cônes  du  deuxième  degré 
passant  par  A^  donc  en  tout  quatre  manières  d'engen- 
drer la  courbe  A'. 
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DES  FIGURES  IIOMOTIIÉTIOIES  QUI  0\T  IJIN'E  DROITE  IIOMO- 
LOfillE  COMMISE  ET  DO^T  l\E  COURBE  PASSE  PAR  M 
mm  FIXE; 

Par    m.    J.    RI^ÎVRILLE. 


J'ai  étudié  précédemment  les  figures  semblables  ayant 
un  point  homologue  commun  et  dont  une  courbe  passe 
par  un  point  fixe  A..  Je  vais  remplacer  maintenant  ce 
point  homologue  par  une  droite  homologue  commune 
00^ 

Soit  Co  une  position  de  la  courbe  C. 

Considérons  le  point  A  comme  un  point  de  la  courbe 
Co,  les  points   homologues   de   ce    point   A   dans    les 


courbes  C  se  trouvent  sur  une  certaine  courbe  que  je 
vais  déterminer. 

Le  point  A,  considéré  comme  appartenant  à  la 
courbe  Cq  a  pour  homologue  A'  dans  la  courbe  C;  tan- 
dis que  ce  même  point  A,  appartenant  à  la  courbe  G,  a 
pour  homologue,  sur  la  courbe  Co,  le  point  A". 

Les  deux  droites  A' A  sont  donc  homologues  dans  les 
deux  courbes,  et,  par  suite,  les  trois  points  A'',  A,  A' 
sont  en  ligne  droite. 

On    a   de    plus,    en    menant    les    ordonnées   de   ces 


(  |«4  ) 

poiiils, 

B"B        A"B"         AB 


BB'         AB         \\V 


Si  l'on  prend  pour  axes  de  coordonnées  les  deux 
droites  AB  el  BO';  si  l'on  désigne  par  x  cl  y  les  coor- 
données d'un  point  de  la  courbe  Cq,  par  X  et  Y  les 
coordonnées  du  point  A',  et  par  a  la  longueur  AB,  les 
relations  précédentes  deviennent 


d'où 


X 

= 

L 

a 

= 

a 
Y' 

y 

= 

«2 

Y 

5 

X 

— 

— 

Y 

• 

L'équation  de  la  courbe  cherchée  s'obtient  donc  en 
remplaçant,  dans  ré(|uation  de  la  courbe  Co,  oc  et  y  res- 

ax        a"^ 
pecti veinent  i^ar et  —  • 

'  ^  y       y 

On  voit  donc  cpie  la  conrl)e  F,  lieu  du  point  A',  et  la 
courbe  Co  sont  honiologiques.  Le  point  A  est  le  centre 
d'honiologie;  l'axe  d'homologie  est  la  droite  parallèle  à 
00'  qui  est,  de  l'autre  côté  dn  point  A,  à  une  distance 
de  00' égale  à  a^  entin,  dans  chaque  iigure,  la  môme 
droite  00' correspond  à  l'infini  de  l'autre. 

On  peut  faire  de  ce  qui  précède  des  applications 
nombreuses.  Remarquons  seulement  que,  si  Co  est  une 
conique,  le  lieu  du  point  A'  est  aussi  une  conique^  et 
que,  si  la  droite  00'  coupe  la  conique  Co  en  deux 
points  tels  que  les  droites  qui  les  joignent  au  point  A 
soient  parallèles  aux  asymptotes  du  cercle,  le  lieu  est  un 
cercle. 

Enfin,  il  est  facile  de  trouver  le  lieu  d'un  point  quel- 
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conque  M  de  la  figure  à  laquelle  appartient   la  courbe 
variable  C. 

En  efïet,  ce  lieu  s'obtient  en  inclinant  du  même  angle, 
et  en  réduisant  dans  une  proportion  convenable,  mais 
invariable,  les  ordonnées  du  lieu  du  point  A. 


SUR  LES  PLANS  TANGENTS  A  CERTAINES  SURFACES 
ALGÉBRIQUES; 

Par  m.  s.  MANGEOT, 
Docteur  es  Sciences. 


Je  considère  une  surface  algébrique  S,  d'ordre  tz, 
représentée  par  l'équation  entière  y  (a.',  y,  z)  =:  o.  On 
peut,  d'une  infinité  de  manières,  mettre  cette  équation 
sous  la  forme 

cp  et  '1  désignant  deux  fonctions  entières.  La  détermi- 
nation du  plan  tangent  T  en  tout  point  M  de  la  sur- 
face S  peut  être  ramenée  à  celle  des  plans  polaires  nj, 
Ts'  de  ce  point  M  par  rapport  aux  deux  surfaces  a-,  o-^ 
qui  correspondent  aux  équations 

En  efl'et,  soient  ni  et  ni  —  p  (p>o)  les  degrés  respec- 
tifs de  co  et  ([i^  m  est  égal  ou  supérieur  à  ?i.  On  voit,  en 
formant  son  équation,  que  le  plan  T  passe  par  l'inter- 
section du  planuî  avec  le  plan  P  qui  a  pour  équation 

à'h  d'il  d'il         d^  ,  ,    ,       >      ,  ,^,\ 

"^ëi'-^y  ^?  ~^^dz''^  ^  -+-/^^(^ , j^ ,  s  )  =  o,    {t  =1), 

Jc'^j'^  z'  étant  les  coordonnées  de  M.  Or  le  plan  Pcoïn- 

Ann.  de  Mathémat.,  3-=  série,  t.  XII.  (Mai  1898. )  l4 
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cidc   avec^  le   plan    homcilhétique   P'    de  vs'  par  rapport 

à  M,  le  rapport  d'iioniothétie  étant (si  m'  n'est  pas 

confondu  avec  P',  il  doit  être;  placé  enire  P'  et  M). 

D'après  cela,  si  l'on  sait  construire  géométriquement 
les  deux  plans  rn  et  m'^  on  aura  là  un  mode  particulier 
de  construction  géométrique  du  plan  tangent  T. 

Il  peut  arriver  que,  pour  une  déeomj)Osition  conve- 
nable de  y  en  une  somme  telle  que  cp  -+-  J;,  les  siirCaces 
correspondantes  a-,  a-'  soient  telles  que  l'on  sache  dé- 
terminer les  plans  polaires  to,  m'  en  partant  uniquement 
de  leur  définition  géométrique.  Dans  ce  cas,  ou  saura 
construire  le  plan  T  avec  la  règle  et  le  compas,  sans  le 
secours  d'aucun  calcul.  Il  en  serait  ainsi,  par  exemple, 
à  l'égard  de  la  surface  représentée,  en  coordonnées  rec- 
tangulaires, par  l'équation 

-f  (3c2— 4«2  _  4^,2)^2  -+-  4a2  62   =0, 

où  rt,  Z>,  c  désignent  trois  longneurs  connues,  et  ceci 
résulte  de  ce  que  son  premier  membre  est  la  somme  des 
deux  expressions 

4(^2_|_^2_  ^2)(^2_|_  ^2_^2)^  _3j.2(a;2  +  j2_4_^2_c2). 

Il  en  serait  également  de  même  si  la  surface  S  était 
le  lieu  d'un  point  tel  que  ses  distances  à  des  plans  don- 
nés, ou  puissances  par  rapport  à  des  sphères  données, 
fournissent  un  produit  constant  quand  on  les  multiplie 
entre  elles  après  les  avoir  élevées  à  des  puissances  en- 
tières positives  ou  négatives. 

Que  l'on  suppose  nulle  la  coordonnée  z^  et  les  résultats 
indiqués  ci-dessus  deviennent  des  conclusions  relatives 
aux  courbes  planes  algébriques  :  il  suffit  de  remplacer, 
dans  les  énoncés,  les  plans  et  les  surfaces  par  des  droites 
et  des  courbes. 
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Ainsi  considérons  une  couibe  plane  C  faisant  partie 
de  celles  qui  sont  constructiMes  parla  méthode  dite  des 
régions^  les  lignes  séparatrices  étant  supposées  être  des 
droites  ou  coniques  dont  ou  sache  construire  un  point 
quelconque  par  la  règle  et  le  compas  :  en  sorte  que  l'on 
a  pu  mettre  son  équation  sous  une  forme 

telle  que  les  courbes  y  ety'  correspondant  aux  équations 
entières  cp  r=:  o,  ^}>  =  o  soient  formées  uniquement  par 
des  lignes  de  ces  deux  sortes.  On  saura  déterminer,  avec 
la  règle  et  le  compas,  les  positions  des  deux  droites  po- 
laires d'un  point  quelconque  M  de  la  courbe  C  par  rap- 
port aux  courbes  y  et  y'  :  ces  deux  droites  feront  con- 
naître (d'après  la  manière  correspondante  à  celle 
indiquée  au  sujet  des  surfaces)  la  tangente  à  la  courbe  C, 
au  point  M(<). 


C)  J'indique  ici,  en  axes  rectangulaires, 'quelques  exemples  sim- 
ples de  courbes  algébriques  C  dont  les  tangentes  peuvent  être  con- 
struites géométriquement  par  ce  procédé  : 

ûc''  -^-  a  {x^  -\-  y^  —  b^Y  =  o, 
( x^  ± y"^)-  -\-  a- x\y^  =  o, 
X  {X  -  Cl)  {y'  —  b^)  —  y  {y  ~  ^)  {X'  —  a')  =  o, 
x{r  —  '^){y'  —  b')—y{x  —  cc){x'  —  a')=^o, 

xi  [x"  -^-y^  —  a' Y  =  yi{x^  -hy^  —  b-y, 
{x^  -hy^'-h  ax)i  {x"'  -h  y"  +•  by  y  =  (x''i+'"'-i'-'"xi'y'"  ; 

a,  b,  a,  p  désignent  des  longueurs  connues  et  q,  r',  q',  r  des  nom- 
bres entiers  positifs  donnés.  Ces  équations  ont  la  forme  même  qui 
se  prête  à  l'application  de  la  méthode,  et  l'on  voit  de  suite,  dans 
chaque  exemple,  quelles  sont  les  courbes  y,  y',  et  quelle  est  la  va- 
leur du  rapport —  du  degré  de  y'  à  celui  de  y. 

Dans  tous  ces  exemples,  les  courbes  y  et  y'  sont  formées  de  droites 
ou  cercles  que  l'on  sait  immédiatement  tracer,  de  sorte  que  les  con- 
structions à  effectuer  n'exigeront  aucun  calcul  préparatoire,  si  l'on 
se  reporte  à  la  définition  géométrique  de  la  droite  polaire. 
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Un  exLMiiplo  remarquable  des  courbes  C  auxquelles 
ce  procédé  s'applique  est  celui  d'une  courbe  U,  d'ordre  /2, 
ayant  un  point  multiple  d'ordre  n  —  i .  Supposons  que 
l'on  connaisse  géométriquement  les  n  —  i  tangentes  de 
la  courbe  U  en  ce  point,  ainsi  que  ses  n  directions  asym- 
ptotiques.  INous  prendrons  pour  la  courbe  y  le  système 
des  parallèles  à  ces  directions,  menées  par  le  point  mul- 
tiple :  la  courbe  y'  sera  formée  des  n  —  i  tangentes  pré- 
cédentes, et  nous  saurons  ici,  sans  recourir  à  aucun 
calcul,  tracer  la  tangente  en  un  point  quelconque  de  la 
courbe  U,  par  l'emploi  d(;  la  règle  el  du  compas. 


1\.-!.   LOBATCIIEFFSKY. 


Le  10/22  octobre  1893  aura  lieu  le  centenaire  de  la 
naissance  de  l'illustre  géomètre  russe  LobatcbefTsky. 

Nicolas  Lobatcliellsky  appartient  incontestablement 
au  nombre  des  savants  duxix^  siècle  qui  non  seulement 
ont  enricbi  la  Science,  mais  lui  ont  même  ouvert  de  nou- 
velles voies. 

Les  bommes  de  génie  qui  ouvrent  à  la  Science  de 
nouvelles  voies  sont  souvent  obligés  de  réfuter  les  pro- 
positions qu'on  avait  avant  eux  respectées  comme  une 
vérité  incontestable. 

Le  même  rôle  bonorable  dans  la  Science  écbut  à  Ni- 
colas Ivanowilcli  Lobatclieffsk}'^,  «  ce  Copernic  de  la 
Géométrie  »,  comme  l'a  appelé  Clifford. 

Depuis  qu'Euclide  a  fondé  l'édifice  immortel  de  sa 
Géométrie  sur  un  petit  nombre  de  définitions,  d'axiomes 
et  des  posfulata  admis  sans  démonstration,  la  vérité  de 
ces  fondements  de  la  Géométrie  ne  fut  soumise  à  aucun 
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doute;  tous  les  eHorts  des  savants  de  tous  les  pays  et  de 
toutes  les  époques  ont  été  dirigés  à  la  réduction  du 
nombre  de  ces  axiomes  et  de  ces  postiilata  au  minimum  ; 
la  Science  présente,  par  exemple,  toute  une  série  de  ten- 
tatives pour  la  déduction  du  postidatum  d'Euclide  sur 
la  rencontre  de  la  perpendiculaire  et  de  l'oblique 
comme  un  corollaire  mathématique  des  autres  défini- 
tions, axiomes  et  poslulata;  la  vérité  du  postulatuni 
lui-même  ne  fut  soumise  à  aucun  doute. 

LobatclielFsky  fut  le  premier  qui  ait  découvert  là  un 
problème  qui  ne  peut  être  résolu  qu'au  moyen  de  l'ex- 
périence-,  arrivé  à  la  conviction  que  l'admission  du  pos- 
tulatinn  d'Euclide  est  équivalente  à  l'admission  de 
certaines  propriétés  de  notre  espace,  qui  ne  peuvent  être 
contrôlées  qu'au  moyen  de  l'expérience  ou  de  l'obser- 
vation, il  a  montré  la  possibilité  dt;  la  Géométrie  sans 
\*d  postulatuni  à'¥j\xc\\àe.  Lobatcheffsky  a  réalisé  sa  pen- 
sée dans  une  série  de  Mémoires,  avec  l'esprit  de  suite 
et  l'exactitude  «  d'un  vrai  géomètre  »,  couime  Ta  qua- 
lifié Gauss. 

Ce  priiiceps  mathematicoruin  a  fait  honneur  aux 
travaux  de  Lobat(dieli'sky  dès  184^;  mais  cette  ap- 
probation a  passé  inaperçue  dans  le  monde  mathéma- 
tique et  il  a  fallu  encore  un  quart  de  siè(de  pour  que  le 
grand  mérite  scientifique  et  philosophique  des  travaux 
de  LobatchefTsky  fût  unanimement  reconnu.  Cet  aveu 
fut  le  fruit  des  travaux  de  plusieurs  géomètres  éminents 
de  notre  époque,  qui  ont  éclairci  que  la  Géométrie  de 
LobatchefTsky  pour  les  deux  dimensions  est  équivalente 
à  la  Géométrie  sur  une  surface  ayant  la  courbure  con- 
stante et  négative  et  que  la  Géométrie  pour  les  trois  di- 
mensions introduit  dans  la  Science  la  notion  d'une 
nouvelle  variété,  l'espace  ayant  une  courbure. 

I^'étude  de  la  Géométrie  de  Lobatchelfsky  ou  de  la  Géo- 
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métrie    non  euclidienne   forme   une  nouvelle  branche 
de  la  Science  niathémalique  ayant    une  graiide  littéra- 
ture. 

A  ces  études  se  rattachent,  en  formant  leur  continua- 
lion  immédiate,  les  recherches  dans  la  Géométrie  des 
hypcrespaces;  ces  tiavaux,  en  jetant  une  vive  lumière 
sur  plusieurs  questions  de  la  Géométrie,  sont  en  même 
temps  un  auxiliaire  qu'on  ne  saurait  remplacer  dans 
l'étude  de  plusieurs  questions  difficiles  de  l'Analyse. 

A  une  haute  valeur  scientifique  des  découvertes  de 
Lobatcheffsky  corres[)ond  une  valeur  philosophique 
tout  aussi  importante  :  d'un  côté  elles  ofîrent  à  la  spé- 
culation une  nouvelle  question  de  l'étude  des  propriétés 
de  l'espace;  de  l'autre  elles  jettent  une  vive  lumière 
sur  la  question  de  l'origine  de  nos  axiomes  géométriques 
et  ont  en  conséquence  une  haute  valeur  pour  la  théorie 
de  la  connaissance. 

L'Université  impériale  de  Rasan  a  eu  la  gloire  d'avoir 
[.obatchcffskj  au  nombre  de  ses  élèves  et  de  ses  mem- 
bres; ici  Lobatcheffsky  a  rempli  les  fonctions  de  profes- 
seur de  1 812  à  1846  et  celles  de  recteur  de  182'yà  1846. 
Ce  n'est  pas  seulement  à  cause  de  ses  mérites  de  savant 
et  de  professeur  que  Lobatcheffsky  est  cher  à  l'Univer- 
sité de  Kasan.  L'histoire  de  la  vie  et  des  travaux  de 
Lobatcheffsky,  dit  son  biographe,  est  inséparablement 
liée  à  celle  de  notre  Université;  il  a  été  le  premier  de 
ses  élèves  qui  devint  professeur.  L'Université  de  Kasan 
lui  doit  une  dette  de  reconnaissance  pour  la  construc- 
tion de  ses  meilleurs  édifices  et  pour  l'organisation  de 
la  bibliothèque. 

En  vue  de  ces  mérites,  la  Société  physico-mathéma- 
tique de  Kasan  ne  pouvait  se  dispenser  de  célébrer  di- 
gnement l'anniversaire  du  jour  de  naissance  du  grand 
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maLhénialicieii  russe.  Ladite  Société  ayant  l'augustJ'- 
autorisation  à  la  souscription  qui  a  pour  but  de  rassem- 
bler un  fonds  portant  le  nom  de  LobatchefTsky  s'adresse 
maintenant  aux  savants  de  tous  les  pays,  aux  nombreux 
amis  delà  Science,  en  les  priant  de  vouloir  bien  prendre 
part  à  cette  souscription. 

Conformément  au  montant  de  la  somme  rassemblée, 
ladite  Société  se  propose  de  fonder  un  prix  au  nom  de 
LobatchefTsky  pour  les  travaux  mathématiques  (spécia- 
lement pour  ceux  qui  ont  trait  aux  investigations  de 
Lobatcheffskv)  ou  bien  de  lui  ériger  un  buste  dans 
l'édifice  de  l'Université. 

Si  cette  proposition  trouve  l'accueil  qu'elle  a  le  droit 
d'attendre,  la  Société  physico-mathématique  tâchera  de 
réaliser  les  deux  buts  et  l'Université  de  Rasan  sera  em- 
bellie par  l'image  de  l'homme  qui  l'a  fait  briller  d'une 
gloire  immortelle  et  les  jeunes  savants  qui  consacreront 
leurs  labeurs  à  la  Science  aimée  de  LobatchefTsky  trou- 
veront dans  le  prix  de  son  nom  le  secours  et  l'encoura- 
gement. 

Président  de  la  Société  physico-mathématique,  A.  VVassi- 
LIEFF,  professeur  de  Mathématiques  à  l'Université  de  Kasan. 

Vice-président  de  la  Société  physico-mathématique,  T.  Sou- 
voRorF,  professeur  de  Mathématiques  à  l'Université  de  Kasan. 

On  prie  d'envoyer  les  souscriptions  à  l'adresse  suivante  : 
Kasan.  Société  physico-mathématique. 


(  ^92  ) 


TRAIVSFORMATION  OllALOIDALË  DES  QUADRIQUES; 

.Par    m.    p.    MICHEL, 

Lieutenant  du  Génie. 


1.  —  Transfoiima.tion  de  l'ellipsoïde. 


i*'  Définitions  et  résultats. 

1.  Les  surfaces  onialoïdes  ont  été  étudiées  par  Syl^ 
vester  [Cambridge  and  Dublin  Maili.  Journal,  t.  VI), 
et  par  Creinona  {^Rendiconti  del  reale  Istituto  loni- 
bardoy  mai  1871).  Après  eux,  M.  Picart  les  a  aussi 
considérées  dans  sa  Thèse  de  Mathéniaticjues  (1877),  ^^^ 
il  les  désigne  sous  le  nom  de  surfaces  unicursales. 

Je  rappellerai  brièvement  la  définition  élémentaire 
de  ces  surfaces  : 

Si  l'on  suppose  qu'un  point  (x,  j,  z)  quelconque 
d'une  surface  S  puisse  être  représenté  par  les  formules 


(I) 


cc^'îl. 


y 
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.  =  î^, 
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cp,  cp(,  cp2,  CD3  étant  des  fonctions  entières  de  deux  lettres 
t  et  B,  et  qu'inversement  ou  puisse  déduire  des  for- 
mules précédentes, 


w 


0  =  i-% 


t|/,  <]/i  ettj>2  étant  des  fonctions  entières  des  lettres  JC,j)^^ 
z^  on  dira  que  S  est  une  surface  onialoïde. 

Les  surfaces  omaloïdes  jouissent  de  la  propriété  de 
pouvoir  être  représentées  point  par  point  sur  un  plan. 

En  effet,  si  l'on  imagine  dans  un  plan  deux  axes  lot 


fl  co8,  ics  formules  (i)  montrciiL  qu'à  louL  point  (/,^) 
du  plan  correspond  un  point  {oc^y,  z)  de  la  surface; 
inverseuient,  les  formules  (2)  indiquent  qu'à  un  point 
(x,  JK,  z)  delà  surface  ne  correspond  qu'un  seul  point 
(z,  ô)  du  plan  considéré. 

2.  M.  de  Longchamps,  dans  son  Journal  de  Mathé- 
matiques spéciales  (1884),  a  montré  que  lesquadriques 
à  centre  sont  des  surfaces  oinaloïdes  ;  que  l'on  peut 
représenter  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de 
rdlipsoïde 

J.2  yl  ^2 

par  les  formules 

d'où  l'on  déduit   les  formules  inverses 

ay  A_         «^ 


t  =   .  ,     -^     ^.  ,  6  = 


b{a  -\-  x)  c{a  -T-  x) 

De  même  un  point  de  l'hyperboloïde  à  une  nappe 

x^         y2        ^2 

^.  +  ii  +  ^-^  =  « 

peut  être  représenté  par  les  formules 

â  ""  I  —  ^8  '  6  ~   1-^0  '  c  ~  7TTÔ  ' 

desquelles  on  déduit 

f  ^  a{bz-+-  cy) ^  ^  ^  a{bz  —  cy)  ^ 

bciya  -\-  x )  bc{a -\- x) 

Enfin,  pour    l'hyperboloïde   à  deux  nappes,  les  for- 
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mules  analogues  soiii 

â  ^        '  6  ~"  Ô'  c~         ^ 

M.  de  Longcliamps  a  considéré  principalement  l'el- 
lipsoïde dans  son  Elude.  Il  a  montré  qu'à  la  droite  de 
Tinfini  du  plan  ftoO  correspond  le  sommet  A'  de  l'ellip- 
soïde, qu'il  a  appelé  point  central  de  la  transformation 
omaloïdale. 

Il  a  fait  voir  qu'une  transformation  liomographique 
permet  de  prendre  pour  point  central  de  la  transforma- 
tion omaloïdale  un  point  quelconque  de  la  surface  de 
l'ellipsoïde. 

Les  résultats  principaux  qu'il  a  énoncés  sont  les  sui- 
vants : 

i'^  u4  toute  droite  du  plan  tLù%  correspond  une  el- 
lipse tracée  sur  V ellipsoïde  et  passant  par  le  som- 
met A! . 

1^  Si  la  droite  du  plan  ico9  passe  à  V origine  w, 
l'ellipse  correspondante  passe  aux  deux  sommets  A 
et  k'. 

3°  A  tout  cercle  du  plan  toj9  correspond  une  el- 
lipse tracée  sur  r ellipsoïde. 

4"  A^  deux  droites  parallèles  du  plan  t(o6  cônes- 
pondeTit  deux  ellipses  dont  les  plans  ont  pour  traces, 
sur  YOZ,  deux  droites  parallèles. 

0°  A  deux  droites  rectangulaires  du  plan  fwQ  cor- 
respondent deux  ellipses  dont  les  plans  coupent  YOZ 
suivatit  deux  droites  ayant  des  directions  conjuguées, 
relativement  à  V ellipse  principale  située  dans  ce  plan. 

Le  plan  tto^  est  appelé  le  plan  fondame/ital  de  la 
transformation. 
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3.  Je  me  propose  de  poursuivre  celte  étude;  je  ferai 
d'abord  la  remarque  suivante  : 

A  toute  courbe  G  tracée  sur  l'ellipsoïde  correspond 
une  courbe  F  du  plan  fondamental. 

La  tangente  en  un  point  (tj  8)  de  la  courbe  F  corres- 
pondra à  une  ellipse  tracée  sur  l'ellipsoïde,  passant  par 
le  sommet  A'  et  tangente  à  la  courbe  G  au  point  (x, y,  z) 
qui  correspond  au  point  (f,  8)  du  plan  fondamental. 

4.  J'établirai  aussi  la  propriété  suivante  : 

Si  l'on  considère  n  points  du  plan  fondamental  (^< ,  G,), 
(^2? ^2)^  '  '  •  -,  {fny  8„),  à  chacun  de  ces  points  correspond 
un  point  de  l'ellipsoïde  dont  les  coordonnées  sont  don- 
nées par  les  formules 


Je  joins  les  n  points  de  l'ellipsoïde  au  sommet  A'; 
les  équations  des  droites  ainsi  déterminées  seront  res- 
pectivement 


cr  -+-  a 

y        z 

a 

bt^        cO/ 

X  -\-  a 

y        z 

a 

bu        c%i' 

X  -V-  a 

> 

_  y   __    z 

a 

btn          C%n 

Ges  droites  rencontrent  le  plan  YOZ  en  des  points 
ayant  pour  coordonnées 

y  =  bti,         y  =z  bu,         ...,        y  — btn, 

Si  l'on  prend  le  centre  des  moyennes  distances  des  n 
points  du  plan  fondamental 

t^^U-^...-^r-t|l  .  61-+-  02-^...-r-  9„ 

t  = ■■ j  ')  = f 

n  n 
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et  qu'on  joigne  le  point  eorrespondantde  rellipsoïde  au 
sommet  A',  on  déterminera  ainsi  une  droite  qui  rencon- 
trera le  plan  YOZ  en  un  point  ayant  pour  coordonnées 

y  —  0 — ?  z  ^  c ? 

Il  n 

et  l'on  voit  que  ce  point  est  le  centre  des  moyennes  dis- 
tances des  n  points  qu'on  a  précédemment  déterminés 
de  la  même  manière  sur  le  plan  YOZ. 

En  particulier,  si  les  n  points  du  plan  fondamental 
sont  en  ligne  droite,  les  points  correspondants  de  l'el- 
lipsoïde sont  sur  une  ellipse  passant  au  sommet  A',  et 
les  points  du  plan  YOZ  sont,  par  conséquent,  en  ligne 
droite;  la  propriété  établie  plus  haut  s'applique,  dans 
ce  cas,  et  elle  nous  sera  utile  dans  la  suite  de  cette 
élude. 

2"   Quartiques  coniques. 

i.  Je  considère  une  conique  du  plan  fondamental, 
ayant  pour  équation 

(i)  A<2-i-2B^0  + G02-4-2D^-h'2E6-f-F=  o, 

et  je  clierclie  quelle  est  la  courbe  située  sur  l'ellip- 
soïde qui  lui  correspond  j  je  remplace  pour  cela  i  et  B 
par  leurs  valeurs 

av  r  ^^ 

t=-r-, — ^ -1         0  =  -7 ' 

o{a  -^  oc)  c{a  -{-  X ) 

et  il  vient  après  réduction 


,    ,  .  a/  ^2  c'2  6    c 

(2) 


a     \      c  b 


Cette  équation   représente   un  cône  du  second  ordre 
ayant   son   sommet  au   point  A'( — «,  o,  o)   de   l'ellip- 
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soïde;  la  courbe  d'intersection  des  dt^ux  surfaces  est  une 
quartique  gauche. 
Donc  : 

Toute  conique  du  plan  fondamental  correspond  à 
une  (inar tique  gauche,  intersection  de  V ellipsoïde  par 
un  cône  du  second  ordre  ayant  son  sommet  au  point 
central  de  la  transformation  omaloïdale . 

Inversement,  si  dans  l'équation  (2)  d'un  cône  ayant 
son  sommet  en  A'  on  remplace  jr,  y  et  z  par  leurs 
valeurs 


on  retrouve  l'équation  (i).  On  aura  donc  la  propriété 
réciproque  : 

Tout  cône  du  second  ordre,  ayant  son  sommet  au 
point  central  de  la  transformation,  coupe  V ellipsoïde 
suivant  une  quartique  gauche  qui  se  transforme  en 
une  conique. 

Toutes  les  quartiques  ainsi  déterminées  ont  un  point 
double  réel  ou  isolé,  au  sommet  A'  de  l'ellipsoïde^  je 
les  désignerai  sous  le  nom  de  quartiques  coniques  pour 
les  distinguer  des  quartiques  d'un  autre  genre  que 
j^aurai  à  considérer  dans  la  suite  de  ce  travail. 

2.   Le  centre  de  la  conique  (i)  a  pour  coordonnées 


tx  = 


CD  — BE  .        AE  — BD 


1  —  17:^ Ti-  ' 


B2— AC  \        B2  — AC 

Je  joins  le  point  correspondant  de  l'ellipsoïde  au 
sommet  A'^  j'obtiens  ainsi  une  droite  ayant  pour  équa- 
tions 

X  ^  a         y  z 


(3) 


a  bti         cOj 
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et  dont  le  plan  diainélral  dans  le  cône  (2)  est 

abc  \     a  0  c 

-h  e,  (^E  -  -I-  B  ^  -+-  C  -  -4-  e")  =  o. 
\     a  0  c  / 

Si  l'on  remplace  dans  cette  équation  Z,  et  B,  par  les 
valeurs  indiquées  plus  haut,  il  vient  après  simplifica- 
tion 

37  -I-  a  =  o. 

Le  plan  diamétral  de  la  droite  (3)  est  donc  parallèle 
au  plan  YOZ.  Par  conséquent  : 

Le  centre  de  la  conique  (i)  correspond  au  point 
oit  Le  diamètre  conjugué  des  plans  parallèles  à  YOZ 
dans  le  cône  (2),  rencontre  l'ellipsoïde. 

J'appellerai  ce  point  centre  de  la  quar tique  conique. 

3.  Si  l'on  coupe  l'ellipse  (i)  du  plan  fondamental 
par  une  série  de  cordes  parallèles  à  une  direction  (D), 
la  quartique  conique  correspondante  sera  coupée  par 
une  série  d'ellipse  (F)  passant  au  sommet  .V  de  l'ellip- 
soïde  et  dont  les  plans  coupent  YOZ  suivant  des  droites 
parallèles  à  une  certaine  direction  (y). 

Chacune  des  ellipses  (F)  lencontrera  la  quaitique 
conique  en  deux  points.  D'après  la  propriété  établie 
plus  haut  (1),  le  diamètre  conjugué  (D')  des  cordes  de 
direction  (D)  par  1  apport  à  la  conique  du  plan  fonda- 
mental correspondra  à  une  ellipse|(F')  dont  le  plan  cou- 
pera YOZ  suivant  une  droite  dont  la  direction  (y')  sera 
conjuguée  de  (y)  par  rapport  à  la  conique  (<?)  d'inter- 
section du  cône  (2)  par  le  plan  YOZ. 

Je  désignerai  cette  ellipse  (F')  sous  le  nom  (Vellipse 
diamétrale  conjuguée  de  In  direction  (F). 
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On  peut   iininédiatennieiit  énoncer   alors  la  propiiété 
suivante  : 

Toutes  les  ellipses  dianiétiales  cVune  quarlique  co- 
nique passent  par  le  centre  de  cette  courbe. 

En  particulier,  les  deux  axes  de  la  conique  (i)  corres- 
pondent à  deux  ellipses  passant  au  sommet  A'  et  dont 
les  plans  coupent  YOZ  suivant  deux  droites  de  direc- 
tions conjui^uc'es  par  rapport  à  l'ellipse  principale  de 
l'ellipsoïde  située  dans  ce  plan  ;  mais,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, ces  deux  directions  sont  aussi  conjuguées  par  rap- 
port à  la  ('onique  (e)  du  cône  (2).  J'appellerai  ellipses 
principales  de  la  qaartique  conique  celles  qui  corres- 
pondent aux  deux  axes  de  la  conique  (i). 

Et  l'on  pourra  dire  que  : 

Si  Von  considère  un  cône  du  deuxième  degré  ayant 
son  sommet  au  sommet  A'  de  l'ellipsoïde  et  qui  dé- 
ternnne  sur  cette  surface  une  quartique  conique,  les 
plans  des  deux  ellipses  principales  de  cette  courbe 
gauche  coupent  le  plan  YOZ  suivant  deux  directions 
conjuguées  communes  aux  deux  coniques  déterminées 
par  ce  plan  dans  le  cÔJie  et  dans  V ellipsoïde. 

4.  i"  Loisque  la  coni(jue  (i)  du  plan  fondamental 
est  une  ellipse,  la  quartique  conique  correspondante  a 
un  point  double  isolé  :  le  point  A'  sommet  de  l'ellip- 
soïde. 

2"  Si  la  conique  (i)  est  une  hyperbole,  le  point 
double  A' est  réel  :  il  correspond  d'ailleurs  aux  deux 
points  à  l'infini  de  l'hyperbole.  Les  asymptotes,  étant 
taugejites  à  l'hyperbole  à  l'infini,  correspondent  à  deux 
ellipses  passant  en  A'  et  tangentes  aux  deux  branches 
de  la  quartique  conique;  ces  deux  ellipses  passent  au 
centre  de  la  quartique. 
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En  particulier,  pour  uu(;  hyperbole  ëquilatère,  Jes 
plans  des  deux  ellipses  tangentes  au  point  double  A.' 
coupent  le  plan  YOZ  suivant  deux  directions  conju- 
guées par  rapport  à  l'ellipse  principale  de  rdlipsoïde 
située  dans  ce  plan. 

3°  Enfin  si  la  conicjue  (i)  est  une  parabole,  les  deux 
tangentes  à  l'infini  sont  confondues^  la  conique  d'in- 
tv'îrsection  du  cône  (2)  parle  plan  YOZ  est  une  para- 
bole; ce  cône  a  donc  une  génératrice  parallèle  à  YOZ  : 
la  quartique  conique  correspondante  a  un  point  de 
rebrousseinent  en  A'.  Dans  ce  cas,  toutes  les  ellipses 
diamétrales  de  la  quartique  coupent  YOZ  suivant  des 
droites  parallèles. 


5.  On  voit,  d'apiès  ce  qui  précède,  que  les  quarti- 
ques  coniques  situées  sur  l'ellipsoïde  sont  tout  à  fait 
assimilables  aux  coniques  du  plan,  et  que,  des  nom- 
breuses propriétés  de  celles-ci,  on  pourra  déduire  les 
propriétés  de  celles-là. 

Une  conique  du  plan  étant  déterminée  par  cinq 
points  du  plan  : 

Toute  quartique  conique  est  déterminée  par  cinq 
points  de  V ellipsoïde. 

Si  Ton  se  donne  quatre  points  du  plan,  on  sait  que  le 
lieu  des  centres  des  coniques  passant  par  ces  points  est 
une  conique 5  donc  : 

Le  lieu  des  centres  des  quartique  s  coniques  passant 
par  quatre  points  de  l'ellipsoïde  est  une  quartique 
conique. 

A  chaque  propriété  des  coniques  correspond  donc 
une  propriété  des  quartiques  coniques;  mon  but  n'est 
pas  d'énoncer  toutes  ces  propriétés,  il  suffit  d'indiquer 
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celte  coriélalioli  eulro  les  deux  -espèces  de  courbes  pour 
qu'on  puisse  en  tirer  toutes  l<'s  conséquences  logiques. 
Je  me  bornerai  à  quelques  remarques  générales. 

Remarques.  —  Lorsque  la  conique  (i)  passe  à  l'ori- 
gine 0)  du  plan  ibndamental,  la  quartique  conicjue  cor- 
respondante passe  au  sommet  A  de  l'ellipsoïde;  si  la 
conique  (i)  a  son  centre  en  o),  la  quartique  a  son  centre 
en  A. 

Si  la  conique  (i)  a  ses  deux  axes  parallèles  à  Mt  et 
wB,  la  quartique  conique  coriespondante  a  deux  ellipses 
principales  dont  les  plans  sont  parallèles  aux  axes  0\ 
et  OZ  de  l'ellipsoïde. 

Quand  le  centre  de  la  conique  (i)  se  déplace  sur  une 
droite  ou  sur  \u\  cercl(3,  le  centre  de  la  quartique  cor- 
respondante décrit  une  ellipse,  qui,  dans  lepiemier  cas, 
passe  au  sommet  A^ 

Si  la  conique  (i)  reste  tangente  à  une  droite,  à  un 
cercle  ou  à  une  conique,  la  quartique  conique  aura 
pour  enveloppe  dans  les  cas  correspondants  ;  une  el- 
lipse passant  en  A',  une  ellipse  ou  une  quartique  co- 
nique. 

6.  La  tangente  et  la  normale  en  un  point  de  la  co- 
nique (i)  ont  pour  correspondantes  deux  ellipses  dont 
l'une  est  tangente  à  la  quartique  conique,  qui  passent 
en  A'  et  qui  coupent  le  plan  YOZ  suivant  deux  direc- 
tions conjuguées  par  ra[)port  à  l'ellipse  principale  de 
l'ellipsoïde  située  dans  ce  plan.  Je  désignerai  ces  deux 
ellipses  sous  le  nom  à^ ellipse  tangente,  et  ellipse  nor- 
male en  un  point  de  la  quartique. 

Le  cercle  osculateur  en  un  point  de  la  conique  (i) 
est  le  transformé  d'une  e/Ayy^^  osculatrice  à  la  quartique 
conique  au  point  correspondant.  Le  plan  de  cette  el- 
lipse osculatrice  coupe  YOZ  suivant  une  droite  paral- 
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lèle  à  la  droite  d'inlcrseclion  du  plan  de   l'ffliipse   Uin- 
fiente  avec  YOZ. 

Le  centre  de  eoiirl)nie  d('  Ja  conique  (i)  est  le  trans- 
formé d'un  point  situé  sur  Wdlipse  normale^  à  l'intersec- 
llon  de  celle  elli])se  avec  la  droite  qui  joint  le  point  A' 
au  [)ôl<'  du  plan  de  Tellipse  osculatrice  (voir  G.  de 
Lo  ^  G  CH  A  M  PS .  J .  S.,    1884). 

7.  A  nn  cercle bitangent  à  la  conique  (i)  correspond 
une  ellipse  bilangente  à  la  quartique  conique.  Dans  le 
cas  où  ce  cercle  se  réduit  à  un  point,  c'est  un  foyer  de 
la  conique  (i).  De  même,  on  appellera  foyer  d'une 
(piartique  conique,  toute  (dlipse-point  bitangente  à 
('ctte  quartique. 

D'après  cela,  une  quartique  conique  a  quatre  foyers 
situés  deux  à  deux  sur  ses  ellipses  principales. 

A  un  système  de  coniques  bomofocales  du  plan  fon- 
damental coirespondra  un  systèmes  de  quartiques  coni- 
ques bomofocales  sur  rdlipsoïde.  On  pourra  énoncer 
les  propriétés  suivant(îs  : 

Si  l'oji  considèie  un  système  de  quartiques  coniques 
JioriLofocales,  par  tout  point  de  l'ellipsoïde  passejit 
deux  quartiques  du  système. 

Uuîie  de  ces  quartiques  a  un  point  double  isolé  au 
point  A'  ;  P autre  a  un  point  double  réel  en  ce  point. 

En  leurs  points  de  rencontre,  V ellipse  tangejite  à 
r une  de  ces  deux  quartiques  est  l'ellipse  normale  à 
V autre  et  vice  versa. 


3"   Quartiques  gauches. 

1.   Les  quartiques  coniques  ne  constituent  qu'un  cas 
particulier  des  quaitiques  gaucbes  générales,   obtenues 
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par    riiiterseclioii  d(î  rellipsoïdc    avtic   iiihî   surface;   du 
deuxième  ordre  (|ueIcoii(|ue. 

Je  vais  donc  chercher  quelle  est,  sur  le  plan  fonda- 
mental, la  transformée  de  la  quarlicjue  gauche;  d'in- 
tersection de  l'edlipsoïde 


k2  -a 

«2       '        62 


.7--  y 

(3)  ::^  + -/T¥ -+- -, -•^«. 


avec  une  quadrique  quelconque 

I       a^  h--  c^  oc  ca  ah 

(  4  )  \ 

-}-'2C-    -f--2(;'^   -r-lC"-    -^Dr^-O. 

abc 

Je  n'ai  qu'à  remplacer,  dans  cette  équation  (4),  J^ ■>.)', 
z  par  leurs  valeurs  indiquées  plus  haut,  et  j'obtiens 

(A  — -^C  -+-  D)(^2_02)-^ 
,       _4[(P/_G')-t-(B'-C")6](;2_^02;) 

(  _^4(B"  — G')^-f-4(B'  — G")Ô^  A-4-  2G-+-D  =  (., 

équation  d'une  quartique  plane  bicirculaire  ou  cyclique 
plane. 

Inversement,  si  l'on  considère  une  cyclicjue  plan(; 

M(/2_.-ô2)2_4(Ni  —  P6)(^2_H62)-^cp(^,0)  =  o, 

où  cp(^,  Q)  est  une  fonction  du  deuxième  degré,  et 
qu'on  remplace  dans  son  équation  t.  et  B  par  leurs  va- 
leurs 


0=        "' 


b{a  -^  x)  c (  rt  -H .r  ) 


il  vient 


y'    .     ^'\'       .   /.rr    ,    n^\  /.    ,    -^ 


M  K,H-^)    --4     N^  +  P,) 


c2  /  V      6  c  '  V         a 


I  H 


r\2 


I  H 6 (y,  2)=  o, 
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où  '];(),  z)  (\sl  uîic  fonction  (lu  deuxième  degië;  mais, 
d'après  l'tHjuatîoii  (3), 


l?--^7^=' 


L'équation  précédente  s'écrira  donc 


^2\  2 


''  r^    ^    \     /  -^X      /  X- 


et,  en  supprimant  le  facteur  (  i  +  -  )  , 


^•\-  .,     /.r    y  ^    Z 


équation  d'une  surface  du  second  ordre. 
On  conclut  donc  de  ce  qui  précède  que  : 

Toute  quartique  gauche  située  sur  V ellipsoïde  se 
Uansfornie  suivant  une  cyclique  plane,  et  réciproque- 
ment. 

^1.  L  équation  (5)  ne  représente  une  cyclique  plane 
que  si  l'expression  A —  2C-I-D  n'est  pas  nulle.  Si 
A  —  2C  -h  D  =  (),  l'équation  (5)  représente  une  cu- 
bique circulaire  ;  dans  ce  cas,  si  Ton  cherche  l'intersec- 
tion de  la  quadiique  (4)  avec  l'axe  des  x^  on  trouve  la 
solution 

.r  =  —  a. 

La  quadrique  (4)  passe  donc  au  })oint  A':  par  suite  : 

Toute  (juariique  gauche  de  l'ellipsoïde,  passant  au 
pôle  de  la  transformation  omaloïdale,  se  transforme 
suis^ant  une  cubique  circulaire  du  plan  fondamental. 


(    ■>.„:■,    ) 
3.   Ji'  poso 

B"  —  a  ^         IV  -  c" 

^^'^  "^  A-    .C  +  D^         ^  =  A  --■>.(;+ 1»' 

L'équation  (5)  s'écril  a](3rs 

et  représente  une  ejelique  ayant  pour  centie  le  point 
dont  les  coordonnées  sont  a  et  [^  ('  ). 

J'appellerai  centre  de  la  quartique  gauche  le  point 
qui,  sur  l'ellipsoïde,  correspond  au  centre  de  la  cyclique 
du  plan  fondamental.  Voyons  comment  on  peut  déter- 
miner ce  centre.  Pour  cela,  je  considère  le  plan  polaire 
du  point  A^  par  rapport  à  la  qu  ad  ri  que  (4)  •  ce  plan  a 
pour  équation 

(8)       (C-A)-  4-(^G'-ir)v  -f-(G"-B')  f  -1-  D  — C  =  o 
a        \  b  c 

et  je  cherche  son  pôle  par  rapport  à  l'ellipsoïde.  Le 
plan  polaire  du  point  (^'o,j'(),  ^o)  P^*'  rapport  à  l'ellip- 
soïd(^  a  poui-  équation 


Jj'identification  des  équations  (8)  et  (9)  conduit  aux 


(  '  )  Le  mot  centre  est  employé  ici  dans  le  sens  que  lui  a  donné 
M.  Ilumbcrt  dans  son  Étude  sur  les  cyclides  {Journal  de  l'Ecole 
Polytechnique,  LV"  Cahier;  i885). 


égalités 
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C   -  A 


T(,  —  —  a 


ro  =  "  ^ 


-0  —  —  '^ 


D  — 

r/ 

C  — 

B" 

D 

C 

C"  — 

IV 

L)  —  C 


La  droite  (jui   joint  le   soiiiinet  A'  de   l'ellipsoïde   au 
point  (xo,  J'oj  -0)  a  pour  équation 


V 


a(A-->,G-^D)        6(13"- C) 
ou,  d'après  les  l'elations  (6), 


(;(B'—   d") 


a 


c^ 


et  l'on  voit  qu'elle  coïneide  avee  la  droite  qui   joint  le 
point  A'  au  centre  de  la  quartique  gauche.  Donc  : 

Le  centre  cV une  (fuartiqae  gauche  déterminée  sur 
l^ ellipsoïde  par  une  quadrique  Q  s'obtient  en  joignant 
le  sommet  A'  au  pâle,  par  rapport  à  Vellipsoïde,  du 
plan  polaire  du  point  K'  par  rapport  à  la  quadri- 
que Q  et  en  prenant  le  point  d' intersection  de  la 
droite  ainsi  déterminée  avec  V ellipsoïde. 

4.  L'équation  (8)  du  plan  polaire  de  A'  par  rapport  à 
la  quadrique  (4)  peut  s'écrire 

C  _  A         X  y        .3  D  —  C 


A  —  '2  C 


X  y 

D  a  b 


'    c 


A  — '2<: 


D 


o. 


Lorsque  a  et  [5  sont  fixes,  on  voit  que  ce  plan  coupe 
YOZ  suivant  une  droite  ayant  une  direction  fixe.  Donc  : 

Les  plans  polaires  du  sommet  A'  par  rapport  à 
toutes  les  quadriques  qui  déterminent  sur  V ellipsoïde 
des  quartiques  gauches   de    même   centie  coupent  le 
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pian  VOZ  suL\>ani  des  droites  parallèles  à  une  direction 
fixe. 

En  particulier,  si  a  =  ^  ^=  o,  le;  plan  polaire  du  som- 
met A'  est  parallèle  au  plan  YOZ. 

5.  Je  suppose  que  le  centre  (a,  p)  de  la  cyclique  du 
plan  fondamental  se  déplace  sur  une  droite 

mt  -T-  /i  0  -f-/;  —  o. 

On  peut  écrire  l'équation  (cS) 


C  _  A         /x 


+  I     —  a  ^  —  i  -  -h  I  =  o. 


A  —  '2  (^  4-  D  \  «         /  b        '    c 

D'autre  pari  on  a 

«i  a  4-  /i  p  -f-  />  =  o  ; 

par  suite,  l'équation  précédcïite  devient 

C  —  A         /  3^         \  [y        rn\       f.  /  z        n\ 


A  —  2C  -+■  D  \a         /  \  b         p  /  \c        p 

Le  plan  polaire  du  sommet  A'  passe  donc  par  le  point 

(y        -r\  /  —  bjn     —  en 

ijxe  r    —  rt, 


P  P 

Mais,  dans  ce  cas,   le  centre  de  la   quartique  gauche 

décrit  une  ellipse  passant  par  A'  et  dont  le  plan  a  pour 

équation 

y  z  I  x\ 

et  c'est  justement  le  plan   polaire  du    point  P  par  rap- 
port à  l'ellipsoïde-  Donc  : 

Lorsque  des  quadriques  Q  déterminent  sur  V ellip- 
soïde des  quartiques  gauches  dont  les  centres  sont  sur 
une  ellipse  E  passant  par  le  sommet  A',  les  plans  po- 
laires de    ce  point  A'  par  rapport  à  toutes  ces  qua- 
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(li'i(/ucs  passent  par  un  point  fixe  P  qui  est  le  pôle  du 
plan  de  V ellipse  Ya  par  rapport  à  l'ellipsoïde, 

6.  On  pourra  donc  assimiler  les  quartiques  gauches 
aux  cycliques  planes,  et  déduire  leurs  propriétés  de 
celles  de  ces  dernières  courbes;  l'énumération  en  serait 
trop  longue. 

Je  me  bornerai  à  citer  les  plus  importantes  : 

On  sait  que  le  lieu  des  centres  des  coniques  inscrites 
à  une  cyclique  plane  est  une  hyperbole  que  Pou 
nomme  coni([ue  principale  de  la  cyclique;  cette  conique 
principale  passe  au  centre  de  la.  cyclique  (  ^  ). 

De  même  : 

Le  lieu  des  centres  des  quartiques  coniques  inscrites 
à  une  quartique  gauche  est  une  quartique  conique  (t. 
point  double  réel,  qui  passe  au  centre  de  la  quartique 
gauche.  On  la  nommera  quartique  conique  principalt; 
de  la  quartique  gauche. 

Enlin  on  peut  imaginer  pour  les  quartiques  gauches 
sur  l'ellipsoïde  un  mode  de  génération  analogue  à  celui 
indiqué  par  Gasey  pour  les  cycliques  planes  : 

Imaginons  une  ellipse  fixe  {yS)  sur  V ellipsoïde,  et 
une  série  d' auties  ellipses  (^e)  qui  coupent  (E)  de  façon 
que  les  plans  des  ellipses  tangentes  à  (<?)  et  (E)  en 
leurs  points  de  rencontre  déterndnent  sur  YOZ  deux 
directions  conjuguées  par  rapport  à  V ellipse  princi- 
pale de  l'ellipsoïde.  Si  nous  supposons,  de  plus,  que 
les  centres  des  ellipses  (e)  sont  sur  une  (juar tique  co- 
nique (r),  V enveloppe  des  ellipses  (e)  sera  une  quar- 
tique gauche  ajant  pour  centre  le  centre  de  (F). 

(•)   Voir  mon  élude  :  Sur  les  cycliques  planes  {Journal  de  Afa- 
thématiques  spéciales,  àc  Longchamps,  iHgi^-g"^). 


1 
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Gomme  poui*  les  cycliqu(!.s  planes,  il  y  aura  quatre 
modes  de  génération  semblables  pour  les  quartiques 
gauches  ('). 

Les  quatre  quartiques  coniques  (F)  sont  lionio fo- 
cale s. 

Enfin,  si  l'on  définit  toujours  \q^  foyer  d'une  quartique 
sur  l'ellipsoïde  comme  on  l'a  fait  plus  haut,  on  pourra 
dire  que  : 

A  un  système  de  cycliques  homofocales  du  plan  fon- 
damental correspond  un  système  de  quartiques  gau- 
ches homofocales  sur  V ellipsoïde. 

On  pourra  désigner  les  quatre  ellipses  (E)  sous  le 
nom  à' ellipses  directrices  de  la  quartique  gauche ,  gX. 
les  quartiques  coniques  (F)  sous  le  nom  de  quartiques 
focales. 

De  même  que  pour  les  cycliques  planes  on  dira  que  : 

Sur  V ellipsoïde  une  quartique  gauche  a  seize 
foyers.  Ces  seize  foyers  sont  situés  sur  quatre  el- 
lipses. 

Ce  théorème  est  analogue  à  celui  du  D'  Hart. 

Si  l'on  appelle  pôles  de  la  quartique  gauche  les  cen- 
tres des  ellipses  directrices  E,  on  pourra  énoncer  la  pro- 
priété suivante  : 

Pour  chacun  des  pôles  d' ujie  quartique  gauche,  on 
peut  tracer  deux  ellipses  passant  par  le  sommet  A'  et 
bilan gentes  à  la  quartique. 

Enfin  l'on  peut  faire  une  classification  des  quartiques 


(')  Voir   Journal  de  Mathématiques  spéciales  de  Longchamps, 
loc.  cit. 
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gauches,  analogue  à  celle  des   cyclicjues   planes,  eu  se 
basant  sur  la  forme  de  leur  quadrique  priucipale  ('  ). 

7.  Je  terminerai  cette  étude  en  appliquant  ce  qui 
précède  à  la  transformation  des  lignes  de  courbure  de 
l'ellipsoïde 

372  y2  jzi  _ 

^   "^    ^2    "^   ^   ~"  *  ""  ^' 

On  sait  que  ces  lignes  sont  déterminées  par  les  inter- 
sections de  cet  ellipsoïde  avec  les  surfaces  homoFbcales 

de  la  série 

,r2  y'^  x'^ 


a2_HX        6-^-hX 


—  1  =  0, 


où  A  est  un  paramètre  variable. 

Des  deux  équations  précédentes,  on  déduit 

.772  v2  ^2 

=  O, 


«22(a2-h:X)  62(62  -h  X)  c2(c2-f-X) 

et  si  l'on  remplace  x,  JK,  z  par  leurs  valeurs  en  fonc- 
tion de  t  et  8,  il  vient 

^^^^  a2^X        ^  è^-TT  ^  -^^.  =  ^' 

équation  qui  représente  des  cycliques  ayant  pour  centre 
l'origine  co  du  plan  fondamental  et  pour  axes  de  symé- 
trie iût  et  (08. 

Les  lignes  de  courbure  de  l'ellipsoïde  ont  donc  leur 
C(?/2ïr^  au  sommet  A,  (il  leur  quart i que  conique  princi- 
pale se  décompose  en  deux  ellipses  qui  sont  les  sections 
principales  de  l'ellipsoïde  situées  dans  les  plans  XOY 
et  XOZ.   Donc  : 

Les  lignes  de  courbure  de  l' ellipsoïde  se  transfor- 


(')  Voir  Journal  de  Mathématiques  spéciales,  loc.  cit. 


(     ..M     ) 

ment  suwant  des  cycliques  planes  à  deux  axes,  ayant 
même  centre  et  mêmes  axes  de  symétrie. 

La  ihëorie  des  cycliques  planes  indique  que  l'ori- 
gine co  est  un  pôle  double  des  cycliques  (ic);  les 
deux  autres  pôles  sont  à  l'inlini.  Par  suite  : 

Les  lignes  de  courbure  de  ^ ellipsoïde  ont  pour  pôles 
doubles  les  somniets  A  et  A'  de  la  surface. 

Les  cycliques  (lo)  ont  pour  cercles  directeurs  les 
deux  axes  cof  et  w8  et  les  deux  cercles 

En  transformant  celte  propriété  : 

Les  lignes  de  courbure  ont  pour  coniques  direc- 
trices les  quatre  ellipses  déterminées  sur  r ellipsoïde 
par  les  trois  plans  principaux  de  cette  surface  et  pat 
le  plan  de  V infini. 

Enfin  on-  verrait  de  même  que  : 

Les  quartiques  focales  des  lignes  de  courbure  sont 
les  deux  ellipses  principales  XOY  et  XOZ  de  l'ellip- 
soïde et  deux  quartiques  coniques. 

Ces  deux  quartiques  coniques  correspondent  aux  co- 
niques focales  des  cycliques  (lo),  qui  ont  respective- 
ment pour  équations 


^2  62 

«2  —  fj'l  a^  —  c2 

62  -f-  X  C2-+-X 

et 

^2  02 

«2  _|_  X        "^       ^2  +  X 

62+  X  C2-^X 


+  1  =  O 


H-  1  =  o. 
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Les  lignes  de  courbure,  étant  des  quartiques  gauches, 
sont  susceptibles  d'un  mode  de  génération  analogue  j  il 
est  facile  de  l'imaginer  d'après  ce  qui  précède. 

II.  —  Transformation  de  l'hyperboloïde 

A    UNE    NAPPE. 

1°  Sections  planes. 

\  .  La  considération  des  génératrices  qui  passent  par 
un  point  de  la  surface,  et  dont  les  équations  sont 


(G) 


et 


(G') 


X      \  _   (  ^     y 

a         }  \c         b  j 


X         \        z        y 


a         }        c         h 


a 


X         \       z        y 

-  -f-i     = :^ 

a  c         b 


'i) 


conduit    aux    formules  de    transformation   citées   plus 

haut 

X  _  iH-^e  y  _   t—%  z  _   /-h9 

a  ~  I  — ?6'  'b~\  —  t^'  c~'\  —  t^' 

d'où  l'on  déduit  les  formules  inverses 

^  ^  a{bz-\-cy)  ^  ^  a{bz  —  cy)  ^ 

bc{x-\-  a)  bc{x  -^  a) 

Ces  formules  montrent  immédiatement  que  les  géné- 
ratrices du  système  (G)  seront  représentées  sur  le  plan 
fondamental  par  des  parallèles  à  l'axe  Lût  :  celles  du  sys- 
tème (G')  par  des  parallèles  à  l'axe  wQ. 

L'origine  w  du  plan  fondamental  correspond  au  som- 


I 


(  ■>■  '  ■>  ) 

inel  A  de  riiyperboloïde-,  les  deux  axes  iot  et  wO  sont 
les  droites  transformées  des  deux  génératrices  passant 
en  A.  On  peut  donc  énoncer  la  propriété  suivante  : 

Sij  par  un  point  m  du  plan  fondaniental,  on  mené 
des  parallèles  aux  axes  iùt  et  wO,  ces  deux  droites 
sont  les  transformées  des  deux  génératrices  de  l' hy- 
per boloïde  qui  passent  au  point  M  correspondant  au 
point  ni  du  plan  fondamental , 

2.  Je  cherche  la  courbe  transformée  de  la  section  de 
riijperboloïde  par  le  plan 

(i)  a- 4- S  Ç  H- Y  - -ho  =  o. 

a       ^    b        ^  c 

Les  formules  de  transformation  conduisent  à  l'équa- 
tion 

(2)        (a  — S)^e+((34-7)^-h(Y  -  p)0  +  a-i-8=:o; 

elle  représente  une  hyperbole  équilatère  dont  les  asym- 
ptotes sont  parallèles  aux  axes  wf  et  wB. 

Le  centre  de  cette  hyperbole  a  pour  coordonnées 

,_T-?         e-^  +  'f 

«  —    ^  )  O  —   ^1 

a  —  0  a  —  0 

et  l'on  vérifie  aisément  qu'il  correspond  au  point  d(î 
l'hyperboloïde  obtenu  en  joignant  le  sommet  A' de  cette 
surface  au  pôle  du  plan  (i).  Donc  : 

Toute  section  plane  de  l'hyperboloïde  à  une  nappe 
se  transforme  suivant  une  hyperbole  équilatère,  dont 
les  asymptotes  sont  parallèles  aux  axes  tôt  et  03Q. 

J'ai  supposé  a  —  0^0;  dans  les  cas  où  a —  S  =  o,  la 
transformée  devient  une  droite^  alors  le  plan  sécant  a 


(  2.4  ) 


pour  équation 


Par  suite  : 


Toute  section  plane  passant  au  sommet  A'  de  Vhy- 
perboloïde  se  transforme  suivant  une  droite  du  plan 
fondamental. 

3.  On  déduit  immédiatement  des  formules  de  trans- 
formation les  résultats  suivants  : 

1°  Les  sections  principales  de  l' hjperholoïde  sont 
représentées  sur  le  plan  fondamental  comme  suit  : 

YOZ  par   l'hyperbole  équilatère. ...     ^0  h-  i  =  o 

ZOX   par   la   droite ^-f-0  =  o 

XOY   par  la    droite i-hO=:o 

2"  Les  sections  parallèles  à  YOZ  se  transforment 
suivant  des  hyperboles  équilatères  ayant  leur  centre  à 
l'origine. 


Les  sections  parallèles  à 


ZOX 
XOY 


sont  représentées 


par  des  hyperboles  dont  le  centre  est  sur  la  bissectrice 


^  +  0  =  0 
i  — 0  =  0 

situés  sur  la  droite 


réels 
imaginaires 


et  passant  par  deux  points  fixes 

^_0  =  o  j 

^+0=0! 

3°  Enfin,  toute  section  passant  par  Vaxe  Ès.ÈsJ  de 
V hyper boloïde  se  transforme  suivant  une  droite  pas- 
sant à  l 'origine  oj. 

On  pourra,  comme  pour  l'ellipsoïde,  vérifier  facile- 
ment les  propriétés  suivantes  : 

Deux  droites  parallèles  correspondent  à  des  sec- 
tions passa/it  par  A' ,  dont  les  plans  coupent.  YOTj  sui- 
vant deux  droites  parallèles. 


(  '-'-^  ) 

Deux  droites  rectangulaires,  à  des  sections  passant 
par  A',  doTit  les  plans  coupentYOZ  suivant  deux  diicc 
lions  conjuguées  par  rapjKtrt  à  l 'hyperbole  principale 
située  dans  ce  plmi. 

A.    Les   formules   de  Iransformation    montrent  que, 
lorsque 

(H)  ^0  — 1=0, 

les  coordonnées  x,  y,  z  deviennent  infinies.  Donc  : 

Les  points  à  l'infijù  de  l'îijperholoïde  sont  repré 
sentes  sur  le  plan  fondamental  par  V hyperbole  èqui- 
latère  (H). 

De  là  résultent  les  propriétés  suivantes  : 

i^  Deux  droites  parallèles  aux  axes  tôt  et  cof)  et  se 
coupant  sur  l'hyperbole  (H)  représentent  deux  géné- 
ratrices parallèles  de  système  différent  sur  Vhyperbo- 
loïde. 

2"  Toute  courbe  du  plan  fond amental  rencontrant 
en  un  point  m  Vhyperbole  (H)  est  la  transformée 
d^une  courbe  de  l'hyperboloïde  ayant  un  point  à  l' in- 
fini sur  cette  surface.  La  direction  asymptotique  sera 
celle  des  deux  génératrices  parallèles  dont  les  traîis- 
formées  passent  au  point  m. 

3°  Toute  courbe  du  plan  fondamental  tangente  à 
Vhyperbole  (H)  est  la  transformée  d'une  courbe  de 
Vhyperboloïde  ayant  une  branche  infinie  parabo- 
lique. 

En  appliquant  ces  deux  derniers  résultats  aux  sec- 
tions planes  ou  voit  que  la  section  sera  elliptique  si 
l'hyperbole  (2)  ne  rencontre  pas  (H)^  hyperbolique  h\ 


(  ^>fi  ) 

rhyperbole  (2)  rencontre  (H)  en  deux  points  distincts  ; 
parabolique  si  elle  lui  est  tangente. 


5.  Je  p 


ose 


t  =  B 


et  je  suppose  que  le  point  (ï,  0)  du  plan  fondamental 
s'éloigne  à  l'inlini  dans  cette  direction;  les  formules  de 
transformation  deviennent 


X        1-4- A  62 


y  _  e(A-i) 
h 


z  _  e(Â:  +  i) 
c  ~ 


a        I  — A62  b         I  — Â:62'  c        i  — Â:82 

et,  si  9  croit  au  delà  de  toute  limite,  on  a 


,.      X 
lim  —  = 
a 


I, 


y 

lim  4-  =  o, 
0 


lim  -  =  o. 
c 


Il  résulte  de  là  que 


Au  sommet  A'  de  riiyperboloïde  correspond  la 
droite  de  V  infini  du  plan  fondamental. 

Or,  si  l'on  considère  les  points  à  l'infini  sur  Mt 
et  (1)8,  ces  points  sont  les  transformés  des  points  à  l'in- 
fini des  deux  génératrices  de  l'iiyperboloïde  passant 
en  A',  puisqu'ils  sont  situés  sur  l'hyperbole  (H). 

On  peut  donc  dire  que  : 

Aux  deux  génératrices  de  Ihyperholoïde  passant 
au  sommet  A'  correspondent  les  poijits  à  l'infini  du 
plan  fondamental,  situés  sur  Mt  et  toQ. 

6.  Enfin,  la  propriété  démontrée  plus  haut  pour  l'el- 
lipsoïde, et  relative  au  centre  des  moyennes  distances 
de  n  points  du  plan  fondamental,  subsiste  pour  l'hyper- 
boloide  à  une  nappe  et  se  démontre  de  la  même  ma- 
nière. 


(  '^■:  ) 

2°   Quartiqucs  gauches. 

1.   De  même  que  pour  l'ellipsoïde,   à  toute  conique 
du  plan  fondamental 

A^2^   2B^0  -f-CÔ2+2D^  +  2E0-t-F  =0 

correspond  une  quartique  conique,  intersection  de 
riiyperboloïde  avec  un  cône  ayant  son  sommet  au  point 
ÈsJ  et  dont  l'équation  est 


+  2      I-+- 


On  peut  énoncer  pour  ces  quartiques  coniques  les 
mêmes  propriétés  que  pour  celles  qui  sont  situées  sur 
l'ellipsoïde;  je  ne  m'y  arrêterai  pas. 

2.  Si  l'on  clierche  la  transformée  de  la  quartique 
d'intersection  de  l'iiyperboloïde  avec  la  quadrique 


ri 


zx 


.,  ^-A'^-f-A"  — ^-2B4-  +  2B'  — 
,    ^      ,       a^  62  c2  bc  ca 

(2)  \ 

2B"^-f-2G  -  -4-2G'^-f-2G"-  -}-D  =  o, 
ab  a  0  c 

on  trouve  après  réduction 

(A  — 2G  +  D)^'^02 

-+-  2(B'-+-  B"—  G'—  G") ^20  4_  2(B'—  B^H-  G'—  C") 

(3)  {      -^62  +  (A'-+- A"-f-2B)f'2-+-2(A  — A'-f-A"— D)^0 
( A'H- A"— 2B)02-+- 2(B'-+- B"-f- G'-+- G")  ? 

\  4-  2(B'—  B"-  G'h-  G")6  +  a  +  2G  +  D  =  o. 

En  désignant  par  'f  (^B)  l'ensemble  des  termes  du 
deuxième  degré,  du  premier  degré  et  du  terme  con- 
stant; et  en  posant 

B'_G"-^a,         B"— C'=  ^, 
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réquatioii  précédente  s'écrit    « 

(A  — «20-4-  D)/2ô2  +  [(a-hP)^-]-(a  — P)0]^0  4-cp(^0)=o; 

elle  représente  une  quartique  plane  dont  les  directions 
asyniptotiques  sont  parallèles  aux  axes  tof  et  w8  ;  cette 
courbe  a,  en  général,  quatre  points  à  l'infini  sur  oj^ 
et  w8;  ces  points  correspondent  aux  points  de  l'hyper- 
boloïde  où  la  quartique  gauche  rencontre  les  deux  gé- 
nératrices passant  par  le  sommet  A'. 
Donc  : 

Toute  quartique  gauche  de  Vliyperholoïde  se  trans- 
forme en  une  quartique  plane  dont  les  directions 
asjmptotiques  sont  parallèles  aux  axes  iùt  et  (o9. 

Dans  le  cas  particulier  où  A  —  2C4-D  =  o,  la 
courbe  du  plan  fondamental  se  réduit  au  troisième 
degré 5  il  est  facile  de  voir  que  la  quadrique  (2)  passe 
alors  au  sommet  A'  \  donc  : 

Toute  quartique  gauche  de  Vhyperholoïde  passant 
au  sommet  h!  se  transforme  suivant  une  cubique  plane. 

3.  Les  quartiques  (3)  jouissant  des  mêmes  propriétés 
diamétrales  que  les  cycliques  planes,  tout  diamètre  y 
est  perpendiculaire  à  la  direction  des  cordes  correspon- 
dantes; tous  les  diamètres  passent  par  un  point  fixe  ap- 
pelé centre  qui  a  pour  coordonnées 

t=.-  .    °^t^      ,       e=-      "-^ 


A  —  2Gh-D  a  —  2G  +  D 

On  aura  donc,  à  ce  point  de  vue,  pour  les  quartiques 
gauches  de  l'hyperboloïde  des  propriétés  analogues  à 
celles  des  quartiques  situées  sur  l'ellipsoïde;  il  est  inu- 
tile de  les  énoncer. 


(  «'<)) 

4.  A  cliaquc  point  d'inloi  secliou  de  la  f|uarLiqu(;  (3  j 
avec  riiyperbolo  équilatère  (H),  correspond  un  point  à 
l'infini  pour  la  quartique  gauche  de  l'hyperboloïdc;.  Or, 
si  l'on  combine  les  deux  équations  (3)  et  (H),  on  arrive 
à  la  suivante 

(4)   j      -^4(B'  +  B")^-4-4(B'-B")0^-4A-2A'-4-2A"=o, 

qui  représente  une  conique  dont  les  axes  sont  paral- 
lèles à  wî  et  0)8  ;  et,  c'est  en  cherchant  les  points  d'in- 
tersection de  cette  conique  avec  l'hjperbole  (H)  que 
l'on  aura  les  branches  infinies  de  la  quartique  gauche. 
J'appellerai  la  conique  (4)  la  caiactérisLique  de  la 
quartique  gauche. 

5.  Si  l'on  coupe  le  cône  asymptote  de  l'hyperboloïde 
par  le  plan  YOZ,  on  obtient  deux  droites  D  et  D'  repré- 
sentées dans  ce  plan  par  l'équation 

Si  l'on  transporte  le  sommet  du  cône  asymptote  de  la 
quadrique  (Q)  au  centre  O  de  l'hyperboloïde,  l'inter- 
section de  ce  cône  par  le  plan  YOZ  sera  composée  des 
deux  droites  Di  et  D',  dont  l'équation  est 

V-  z"^  vz 

A'Z_  _|_A"—  +2B  ^  =o. 
62  c2  bc 

Or,  dans  le  cas  où  la  caractéristique  est  une  ellipse, 
on  a 

(A'+ A"H-2B)(A'-hA"— •>.B)>() 

et  les  droites  D^  et  D^  sont  comprises  dans  l'angle  DOD'. 
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Si  la  caractéristique  est  une  hyperbole, 

(A'-}-A"-t-2B)(A'+A"— 2B)<o 

et  les  directions  D  et  D'^  séparent  les  directions  D  et  D'. 
Si  la  caractéristique  est  une  parabole,  l'une  des  droites 
D<  el  D\  se  confond  avec  D  ou  D'. 

(1.  La  considération  de  la  caractéristique  permet  de 
faire  une  classification  des  quartiques  gauches  de  l'hy- 
perboloïde,  relativement  aux  branches  infinies  de  ces 
courbes  :  \ 

I®  La  caractéristique  rencontre  l'hyperbole  (H)  en 
quatre  points  réels  distincts  5  à  ce  cas  correspondent /e^ 
quartiques  gauches  à  quatre  branches  hyperboliques. 

2'*  Les  quatre  points  d'intersection  de  la  caractéris- 
tique avec  l'hyperbole  sont  imaginaires  :  quartiques 
gauches  fermées. 

3°  La  caractéristique  est  tangente  à  l'hyperbole  (H); 
les  deux  autres  points  de  rencontre  peuvent  être  réels 
ou  imaginaires  ;  d'où  deux  espèces  de  quartiques  : 

(a).  Quartiques  gauches  à  branche  parabolique  et 
à  deux  branches  hjperboliques ; 

(P).    Quartiques  gauches  à  branche  parabolique. 

4°  La  caractéristique  est  bitangente  à  l'hyperbole  (H). 
Quartiques  gauches  à  deux  branches  paraboliques. 

5°  La  caractéristique  est  osculatrice  à  l'hyperbole  (H). 
Quartiques  gauches  à  deux  branches  hyperboliques, 
V une  de  ces  branches  étant  située  d' un  même  côté  de 
son  asymptote  :  c'est  celle  qui  correspond  au  point 
d'osculation. 


(  ^^*  ) 


III.  —  Transformation    de    l'hyperboloide 

A    DEUX    NAPPES. 

1°  Sections  planes. 

1.  Les  résultats  que  l'on  obtient  par  la  transforma- 
tion omaloïdale  de  l'hyperboloide  à  deux  nappes  sont 
analogues  à  ceux  obtenus  dans  celle  de  l'ellipsoïde^  je 
m'attacherai  donc  à  faire  ressortir  simplement  les  dif- 
férences des  deux  transformations. 

Pour  l'hyperboloide  à  deux  nappes,  les  formules  de 
transformation  sont 


X 

a 


f^  —  62 


■2  0 


y  _  ^ 


I-+-  /2 


26 


on  en  déduit  les  formules  inverses 


0  = 


ac 


t  = 


acy 


az,-\-cx  bi^az  -\-  ex) 

De  ces  formules  on  peut  tirer  immédiatement  les  ré- 
sultats suivants  : 

1°  Les  sections    principales    de   Vhjperboloïde   se 
transforment  comme  il  suit  : 

YOZ  en  un  cercle ^2  _^_  62  :.=  i 

ZOX  suivant  l'axe  loG ^  =  o 

XOY  en  un  cercle  imaginaire. ...     ^2  ^_  92  _  _  j 


2°  Les  sections  parallèles  à 


YOZ 
XOY 


en 


de. 


s  cerc 


les 


ayant  leur  centre  su?'  l'axe  toO  et  coupant  l'axe  tôt  en 

réels  i^  =  it:  I 

imaginaires  t  =  ±  i 
lèlcs  à  ZOX,  en  des  droites  passant  à  l'origine  (o. 


deux  points 


.   Les  sections  parai- 
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2.    Toute  section  plane  de  l'hjperboloïde 

a t-B^  +Y-+o=o 

a        ^    b        '  c 

se  transforme  en  un  cercle 

(  Y  —  a)(  jf2  +  02) -h  2  p  ^ -+- 2  86 -4- a  -^  Y  =  o. 

Cependant,  dans  le  cas  où  y  —  a  =  o,  la  transformée 

est  une  droite 

ap^-i-  2oO  -f-  2a  =  o; 

mais  alors  le  plan  de  la  section 


« 


a        c)       ^  b 
est  parallèle  à  la  droite 

(  J  =  o, 

(D)  \x       z 

\ h  -  =0. 

\  a        c 

Ceci  montre  que,  pour  l'iiyperboloïde  à  deux  nappes  : 

Le  pôle  de  la  transformation  omaloïdale  est  à  Vin- 
fini  sur  la  droite  (D). 

Enfin  on  voit  facilement  que  : 

i*'  Toute  section  dont  le  plan  passe  par  la  droite 
(T))  se  transforme  en  une  droite  parallèle  à  wô. 

2°  Toute  section  parallèle  au  plan  déterminé  par 
la  droite  (D)  et  l'axe  OY  se  transforme  en  une  droite 
parallèle  à  lùt. 

3.  A  deux  droites  parallèles 

A«-f-Be+C  =o, 
A^  -i-BÔ  -i-C'=o, 
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correspondent  des  sections  dont  les  plans  sont 


A^^-f-B  +  G  (--+-- 


b  \a 


Af +  B-+-GY-  +  -)  =o, 
6  \a        c  ) 


et  l'on  voit  que  ces  plans  rencontrent  l'axe  OY  au  même 

point 

6B 

Deux  droites  parallèles  correspondent  à  des  sec- 
tions parallèles  à  la  droite  (D)  et  coupant  l'axe  OY 
au  même  point. 

On  vérifiera  de  même  la  propriété  suivante  : 

Deux  droites  rectangulaires  correspondent  à  des 
sections  parallèles  à  la  droite  (D)  et  coupant  V axe 
OY  en  deux  points  m  et  n  situés  de  part  et  d'autre  de 
l^ origine  et  tels  que 

xm.on  =  ^2. 

On  peut  déduire  de  tous  ces  résultats  des  propriétés 
analogues  à  celles  que  M.  de  Longcliamps  a  démontrées 
pour  l'ellipsoïde  (Journal  de  Math,  spéciales,  loc.  cit.). 

4.  On  peut  remarquer,  d'après  les  formules  inverses 
de  la  transformation,  que  si 

X         z 

_  +  _  =  o, 

a        c 

f  et  0  sont  infinis.  Donc  : 

Au  point  à  l'infini  sur  la  droite  (D)  correspond  la 
droite  de  l'infini  du  plan  fondamental. 

De  même  pour  8  =i  o,  x, y  et  z  sont  iuQnis.  Par  suite  : 

Les  points  à  l'infini  de  l'hjperholoïde  à  deux 
nappes  sont  représentés  par  V axe  tôt. 
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On  aura  donc  les  points  à  l'infîni  d'une  courbe  siluoe 
sur  rhjperboloïde  en  cliercliant  les  points  d'intersec- 
tion de  sa  transformée,  avec  l'axe  tôt]  à  chacun  de  ces 
points  correspondra  une  brandie  hyperbolique.  Si  la 
transformée  est  tangente  à  wf,  au  point  de  contact  cor- 
respondra une  branche  parabolique. 

2^  Quar tiques  gauches. 

1.  On  démontre,  comme  plus  haut,  qu'à  toute  co- 
nique du  plan  fondameutal  correspond  une  quartique 
gauche  de  l'hvperboloïde,  située  sur  un  cylindre  du 
deuxième  degré  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à 
la  droite  (D). 

On  obtient  ainsi  des  quartiques  cylindriques  qui  ont 
des  propriétés  analogues  à  celles  des  quartiques  co- 
niques. 

2.  Enfin,  les  formules  de  transformation  montrent 
encore,  que  toute  quartique  gauche  de  l'hyperboloïde  à 
deux  nappes  s(î  transibrme  suivant  une  cyclique  plane  ^ 
toutes  les  déductions  que  l'on  fera  de  ce  résultat  seront 
semblables  à  celles  que  l'on  a  faites  dans  le  cas  de  l'el- 
lipsoïde; tous  les  calculs  sont  identiques. 

On  pourra,  de  plus,  classer  les  quartiques  gauches  de 
l'hyperboloïde  à  deux  nappes,  relativement  à  leurs 
branches  infinies,  en  cherchant  les  points  d'intersection 
de  leurs  transformées  avec  l'axe  wif  du  plan  fondamen- 
tal. Je  n'insisterai  pas  sur  tous  ces  résultats  :  il  a  suffi 
de  montrer  comment  on  peut  les  obtenir. 
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OlIELOllES  0»SERV\TIO\S  SUR  U\E  «  PREMIÈRE  LEÇO^ 
D'ALGÈBRE  »; 

Par    m.    Lucien    LÉVY. 


La  très  intéressante  Première  leçon  d  Algèbre  que 
vient  (le  publier,  dans  les  JYoïn^elles  ..annales,  M.  Fou- 
ché,  m'a  suggéré  quelques  observations  que  je  voudrais 
soumettre  à  vos  leeteurs. 

D'abord,  d'après  M.  Fouclié,  la  plupart  des  mathé- 
maticiens seraient  d'accord  pour  reconnaître  que  <c  la 
dillérence  essentielle  entre  l'Algèbre  et  l'Arithmétique 
consiste  dans  l'introduction  des  nombres  négatifs  «.  Je 
lui  concède  que  telle  parait  être  l'opinion  du  jury 
d'Agrégation  (*).  Voici  cependant  un  excellent  Ou- 
vrage d'Arithmétique  que  vient  de  publier  M.  E.  Hum- 
bert,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée 
Louis-le-Grand,  avec  Préface  approbative  de  M.  Jules 
Tannery,  et  où  figurent  les  nombres  entiers  négatifs 
dès  la  page  29;  M.  Tannery  limite  même  le  domaine 
de  l'Algèbre  à  la  théorie  des  fonctions  entières  d'une 
ou  de  plusieurs  variables. 

De  mon  côté,  pour  me  conformer  à  l'usage  français 
qui  veut  qu'une  science  soit  définie  au  début  et  non 
quand  on  en  a  achevé  l'étude,  j'ai  depuis  longtemps 
adopté  la  définition  suivante  (-)  : 

«  L'Algèbre  a  pour  objet  :   1°  d'étudier  les  propriétés 

(»)  Il  semble  aussi  que  ce  soit  l'opinion  la  plus  répandue  en  Alle- 
magne :  ainsi  un  très  petit  Traité  d'Arithmétique  et  d'Algèbre  du 
D'  Kambly  (26*  édition  en  1881)  prononce  le  mot  algébi'ique  pour  lu 
première  fois  en  introduisant  les  nombres  positifs  et  négatifs,  p.  26. 
(')  Je  partage  entièrement  les  idées  de  M.  Lévy  et,  depuis   1868, 
Ann.  de  Mathémat.,  3°  série,  t.  XII.  (Juin  iSqS.)  17 


(    9.26    ) 

de  certains  signes  opératoires,  abstraction  faite  de  la 
signification  des  objets  sur  lesquels  portent  les  opéra- 
tions indiquées  par  ces  signes^  2°  d'envisager  en  parti- 
culier ce  que  deviennent  c(;s  propriétés  dans  le  cas  où 
les  objets  d'opération  sont  des  nombres  entiers.  » 

M.  Fouchédit  fort  bien  qu'il  faudra  définir  l'égalité; 
j'ajoute  qu'il  faudra  définir  le  signe  zéro  dans  chaque 
nouvelle  espèce  de  quantités. 

Dans  l'addition  et  la  multiplication,  M.  Fouclié  prend 
comme  définitions  les  deux  propriétés  qu'ont  ces  opé- 
rations de  permettre  l'interversion  de  l'ordre  des  deux 


je  dicte  à  mes  élèves,  au  début  du  cours  d'Algèbre,  les  lignes  sui- 
vantes : 

Définition  de  l'Algèbre. 

1.  On  a  vu,  en  Arithmétique,  quelle  était  l'utilité  des  signes 
comme  moyen  d'abréviation  et  quelle  était  l'utilité  des  lettres  comme 
moyen  de  généralisation.  L'emploi  des  signes  rend  évidemment  les 
mêmes  services  en  Mathématiques  que  la  sténographie  dans  l'écri- 
ture ordinaire,  et  l'emploi  des  lettres  permet  d'établir,  sans  confu- 
sion, les  propriétés  des  nombres  qui  sont  indépendantes  de  la  valeur 
qu'on  leur  attribue.  Ce  n'est  donc  ni  dans  l'emploi  des  signes  comme 
moyen  d'abréviation,  ni  dans  l'emploi  des  lettres  comme  moyen  de 
généralisation  que  consiste  Y  Algèbre. 

Quand,  dans  la  solution  d'un  problème,  on  cherche  à  déterminer 
une  inconnue  qui  n'existe  peut-être  pas,  on  est  conduit  à  la  sou- 
mettre à  des  opérations  et  à  lui  appliquer  des  règles  qui  n'ont  été 
démontrées  que  pour  les  nombres  que  l'Arithmétique  considère.  On 
est  donc  amené  graduellement  à  l'idée  de  combiner  des  lettres  dé- 
pourvues de  tout  sens  au  point  de  vue  de  la  quantité,  conformément 
à  des  règles  qu'on  s'impose  et  qu'on  aurait  pu  fixer  d'une  manière 
arbitraire.  Mais,  pour  pouvoir  utiliser  les  résultats  auxquels  on 
parvient  ainsi,  dans  le  cas  où  les  lettres  seraient  la  représentation 
de  nombres,  on  fixe  les  règles  auxquelles  on  soumet  leurs  combi- 
naisons de  manière  à  satisfaire  à  cette  considération  fondamentale  : 
Que  si  ces  combinaisons  prennent  un  sens  arithmétique,  le  résul- 
tat soit  arithmétiquement  vrai. 

L'ensemble  des  résultats  obtenus  en  combinant  ainsi  des  lettres, 
abstraction  faite  de  toute  idée  de  valeur  ou  de  quantité,  constitue 
V Algèbre  proprement  dite.  Cii.  H. 
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objets  ou  (les  deux  derniers  sur  trois  objets,  il  nir 
semble  préférable  de  respeeler  le  clioix  fait  par  ceux 
qui  ont  déjà  éciit  sur  ce  sujet,  Bourgct,  Hoûel  (pour  ne 
parler  que  des  Français),  et  d'introduire,  au  lieu  de  la 
dernière  propriété,  la  suivante,  qui  lui  équivaut  d'ail- 
leurs : 

a-i-(è  +  c)  =  a-h6  +  c     pour  l'addition, 
ax(6xc)  =  ax6xc     pour  la  multiplication. 

En  d'autres  termes,  on  apprend  à  ajouter  une  somme, 
à  multiplier  par  un  produit  et  à  multiplier  par  une 
somme,  et  tous  les  tliéorèmes  sur  les  opérations  n'au- 
ront pas  d'autre  but  que  d'apprendre  à  combiner  ces 
opérations  :  retranclier  une  somme,  ajoutei*  une  difFé- 
rence,  multiplier  par  un  quotient,  etc. 

Enfin  il  est  nécessaire,  pour  déiînir  l'addition  algé- 
brique, ou  plutôt  la  souslraclion,  de  dire  :  si 

a  -h  bj=  a  -\-  h\ 
il  en  résulte 

et,  pour  définir  la  multiplication  algébrique,  ou  plutôt 
la  division  :  si 

ay^h  —  ax^b\ 
il  en  résulte 

b:=h'. 

C'est~à-dire  la  soustraction  algébrique  el  la  division 
algébrique  n'ont  chacune  qu'une  solution. 

Nous  possédons  maintenant  un  ensemble  d'opérations 
auxquelles  pourront  être  soumis  les  nombres  entiers, 
les  nombres  fractionnaires  et  tous  les  objets,  nouveaux 
ou  non,  qu'il  nous  plaira  d'introduire. 

Définition  des  qnanlités  négatii^es  ou  positivées.  — 
J'appelle  quantité  positive  le  binôme  o -{-  a  que  j'écris 
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pour  abréi»er  -^  n^   (jiiantité  iiogalivc  le   binôme  o — a 
que  j'écris  —  a.  Il  est  facile  alors  de  vérilîer  que 

h  -\-  {-h  a)  =  b  -h  a, 
h  -h  ( —  a)  =  b  —  <7 , 
h  —  {-h  a)  =  b  —  a, 
b  —  ( —  a)  r=  b  -]-  a, 
(+  rt)  X  (H-  6)  =  -h  ab, 

et  ainsi  pour  toutes  les  règles  des  signes. 

Si  a  désigne  un  nombre,  la  quantité  positive  ou  né- 
gative est  dite  nombre  positif  ou  négdtif,  et  l'Arithmé- 
tique a  à  voir  si  l'emploi  de  ce  symbole  lui  est  utile. 

Si  a  désigne  une  longueur,  la  quantité  positive  ou 
négative  est  dite  segment,  et  la  Géométrie  a  à  voir  si 
l'emploi  de  ce  symbole  lui  est  utile. 

P .  S.  —  Je  m'aperçois  que  j'ai  seulement  signalé  ce 
qui  me  sépare  de  M.  Fouclié.  L'approbation  de  tout  le 
reste  en  résulte  évidemment. 


SUR    LES   FORCES    CENTRALES; 

Par  m.  E.  GARVALLO, 
Examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique. 


1.  Quand  uti  mobile  parcourt  sa  trajectoire  confor- 
mément à  la  loi  des  aires,  il  est  classique  de  démontrer 
d'abord  qu'il  subit  de  l'origine  des  aires  une  accéléra- 
tion fonction  de  la  distance  seule.  On  calcule  ensuite, 
et  en  s'appuyant  sur  ce  premier  résultat,  la  grandeur 
de  Xsi  vitesse  et  celle  de  V accélération  en  fonction  des 
coordonnées   polaires    (/',   B)    du    point    mobile   et    des 
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quantités  -^j  -^r— qui  définissent  la  forme  de  sa  trajec- 
toire au  point  (/',  0).  La  méthode  consiste  à  éliminer  le 
temps  en  le  remplaçant,  dans  certaines  expressions  de 
la  vitesse  et  de  l'accélération,  par  sa  valeur  tirée  de 
l'équation  des  aires 

r^  —r  =  K. 
dt 

Par  la  même  méthode  de  substitution,  la  Géométrie 
vectorielle  permet  de  calculer  en  outre  les  positions  de 
ces  vecteurs,  uitesse  et  accélération^  et  aussi  celles  des 
accélérations  des  divers  ordres.  Ce  calcul  est  plus  in- 
tuitif que  le  calcul  classique;  de  plus  le  résultat  établit 
directement  que  l'accélération  est  centrale,  sans  qu'il 
soit  nécessaire  de  donner  de  ce  fait  une  démonstration 
spéciale. 

2.  Soient  : 

M  le  vecteur  qui  va  du  centre  fixe  O  au  point  mobile  M 
de  coordonnées  (/•,  8)^ 


I  ce 


I  le    vecteur  unité  qui  est  pris  pour  origine   des   an- 
gles e^ 

i  le  symbole  imaginaire  (  '  )  ; 

e  la  base  des  logarithmes  népériens. 


(')  Dans   la    méthode   des    équipollences,    cet   opérateur    a  pour 
effet  d'imprimer  une  rotation  de  H à  tout  vecteur  qu'il  multiplie. 
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Le  voclour  M  est  représenlé,  dans  la  méthode  vecto- 
rielle, par  la  ft>rniule 

(i)  M  =  rle'9. 

D'a[)rès  eela,  la  vitesse  du  point  INI  est 

,,       dM        dM  rf6       /dr  A  ,    ..  di) 

dt         d^    dt       \d^  )  dt 

et, en  leinplarant  -r  pai-  sa  vaieur  —  tnee  de  1  équation 
des  aires, 


V  =  A- 


\     dr         \    . 
'P-  d^  ~^  r 


nie'« 


Cette  formule  s'écrit  un  peu  plus  simplement,  si  l'on 
représcjite  par 

l'équation  de  la  trajectoire.  Il  vient  alors 
(I)  v^/4_/'(0)+,y(e)]Ie'ô. 

L'accélération  F  se  déduit  de  V  par  la  même  méthode  : 

~  dt  ~  dQ  dt  ~  /'2   d^  ' 

d\ 
et,  en  remplaçant  — ^  par  sa  valeur  déduite  de  (  [), 


(") 


r  =  --.[/''(e)+/(0)]ie'e. 


On  calculerait  de   même  les   accélérations  des  divers 

1        dr     d^T 
''^^''''dt'^'"" 

Des  foi-mules  (1)  et  (II)  on  déduit  les  conséquences 
connues  : 

i"   La  formule  (I)  montre  que  la  vitesse  a  pour  com- 
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posantes — Ay^'(8)  suivant  O.M,  et  +1^f{^)  suivant  la 
p(;rpendiculaire  à  OM.    I^a  grandeur  de  la   vitesse  est 
donc 

i^  =  A:v//2(0)-+-/'2(e); 

2°  La  formule  (II)  montre  que  raccéléralion  est  di- 
rigée suivant  OM.  U accélération  est  centrale.  La  gran- 
deur de  cette  accélération,  comptée  positivement  de  O 
vers  M,  est 

ï  =  -^[/"(e)+/(e)]. 

Voilà,  parmi  tant  d'autres,  un  exemple  où  la  méthode 
du  calcul  géométrique  peut  rendre  service  à  l'enseigne- 
ment. 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTECHMQIE  Ei\  1893. 


Composition  de  Mathématiques. 

I.  Etant  donnés  un  plan  et  deux  sphères  S,  S',  de  rayons  R 
et  R',  ayant  leurs  centres  dans  ce  plan,  on  considère  une  sphère 
variable,  E,  tangente  aux  deux  premières  et  au  plan.  —  On 
demande  : 

1°  Le  lieu  géométrique  du  point  de  contact  de  la  sphère  S 
avec  le  plan  donné; 

1°  Le  lieu  géométrique  du  centre  de  la  sphère  E. 

IL  On  donne  deux  sphères  de  centres  G,  G',  et  un  cône  de 
révolution  de  sommet  O,  dont  l'axe  est  perpendiculaire  au 
plan  GOG';  le  triangle  GOG'  est  rectangle  en  O.  —  On  demande  : 
i"  de  former  les  équations  du  lieu  des  centres  des  sphères  tan- 
gentes au  cône  et  aux  deux  sphères  données;  i°  de  discuter  la 
nature  de  ce  lieu  dans  le  cas  où  le  triangle  rectangle  GOG' 
devient  isoscèle,  où  les  sphères  données  sont  égales,  et  où,  de 
plus,  la  sphère  variable  touche  les  sphères  données  toutes  deux 
extérieurement,  ou  toutes  deux  intérieurement. 


(  '-^^  ) 

Épure. 

On  donne  un  cube  tle  iG""  de  côté  :  sa  face  postérieure  est 
dans  le  plan  vertical;  l'arête  inférieure  de  cette  face  est  sur 
une  ligne  parallèle  aux  petits  côtés  de  la  feuille,  à  21'^'", 5  du 
bord  inférieur,  et  l'extrémité  droite  de  cette  arête  est  à  2*="", 3 
du  bord  droit  de  la  feuille.  Une  sphère  est  inscrite  dans  ce 
cube. 

Un  cône  de  révolution,  tangent  à  la  face  inférieure  du  cube, 
a  son  sommet  au  centre  de  cette  face,  et  son  axe  passe  par  le 
sommet  antérieur  de  gauche  de  la  face  supérieure  du  cube. 

On  demande  de  représenter  :  i"  le  solide  commun  au  cône 
et  à  la  sphère,  en  trait  noir  plein  pour  les  parties  vues,  et  en 
points  noirs  ronds  pour  les  parties  cachées  :  on  indiquera  en 
traits  rouges  la  construction  d'un  point  quelconque  de  l'inter- 
section et  des  points  remarquables,  ainsi  que  celle  des  tan- 
gentes en  ces  points;  2°  la  projection  en  trait  noir  plein  de  la 
courbe  d'intersection  du  cône  et  de  la  sphère  sur  un  plan 
vertical  parallèle  à  l'axe  du  cône  et  situé  à  12*"", 5  du  centre 
de  la  sphère. 

Calcul  trigonom étriqué. 

On  donne  dans  un  triangle  deux  côtés  et  l'angle  compris, 
savoir  : 

a  =  52725'",89,         b  =  45586'",54,         G  =  55°43'27",63. 

Calculer  le  côté  c,  les  deux  angles  A  et  B,  et  la  surface. 

Composition  de  Physique  et  Chimie. 

Physique.  —  1°  Exposer  la  méthode  générale  des  mélanges 
qui  sert  à  mesurer  la  chaleur  de  fusion  d'un  corps  qui  est 
liquide  à  la  température  ordinaire.  2°  Application  de  cette 
méthode  à  la  mesure  de  la  chaleur  de  fusion  et  de  la  chaleur 
spécifique  de  la  glace. 

Chimie.  —  Décrire  la  méthode  de  préparation  de  l'hydro- 
gène à  l'aide  du  flacon  à  deux  tubulures.  Indiquer  les  corps 
mentionnés  au    programme   qui  se    préparent    avec    le    même 


(  23  5  ) 

appareil,  en  ne  donnant  pour  tous  ces  corps  (y  compris  l'hy- 
drogène) que  les  formules  de  préparations. 

Composition  française. 

L'indépendance  absolue  est  une  chimère  :  fût-elle  réalisable, 
elle  serait  funeste  :  mais  l'esprit  d'indépendance  est  bon. 
Développer  ces  trois  points. 

Composition  de  Langues  vivantes. 

Lorsque  la  nouvelle  du  retour  de  Colomb,  après  la  décou- 
verte de  l'Amérique,  arriva  en  Espagne,  l'attente  fut  univer- 
selle. Les  Rois,  comme  on  appelait  Ferdinand  et  Isabelle,  lui 
firent  dire  de  venir  les  trouver  à  Barcelone. 

Son  voyage  jusqu'à  Barcelone  fut  une  fête  continuelle  :  toute 
la  ville  sortit  à  sa  rencontre.  Son  cortège  était  celui  d'un  triom- 
phateur antique  :  on  portait  devant  lui  les  présents  des  chefs 
sauvages,  l'or  natif  trouvé  dans  les  rivières,  et  les  produits 
divers  de  l'Amérique  :  six  indiens  des  îles  marchaient  au  milieu 
des  Espagnols. 

Colomb  était  à  cheval  entouré  de  l'élite  de  la  noblesse 
d'Espagne. 

Les  Rois  se  levèrent  au  moment  où  il  s'agenouilla  en  les 
abordant,  et  le  firent  asseoir  à  côté  d'eux  pour  lui  entendre 
raconter  ce  voyage  dont  les  résultats  étaient  si  grands. 

Tel  fut  ce  jour  glorieux,  attristé  pour  nous  par  la  pensée  de 
tout  ce  qu'eut  depuis  à  souffrir  celui  qu'on  honorait  tant  alors, 
et  qui  fut  un  des  plus  malheureux  parmi  les  grands  hommes, 
comme  il  fut  un  de  ceux  qui  eurent  le  cœur  le  plus  noble  et 
le  plus  généreux. 
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ÉTUDE  DE  STATIQUE  PHYSIQUE. 
CALCUL  DES  ACTIONS  MUTUELLES  DES  SOLIDES  EN  CONTACT; 

Par    m.    Louis    BOSSUT, 
Capitaine  du  Génie. 


1.  Hypothèses.  —  Nous  admettrons  dans  la  suite 
que,  lorsqu'une  barre  élastique  de  longueur  L,  de  sec- 
tion transversale  co  et  de  module  d'élasticité  E  s'allonge 
d'une  quantité  À  sous  l'action  d'une  force^  diiigée  sui- 
vant son  axe  longitudinal,  on  a  la  relation 

0)  /=^x 


(  ^-4o  ) 

OU 

(a)  /=[^^. 

en  posant 

(3)  ^=17' 

La  forme  (2)  montre  que  le  déplacement  X  de  l'extré- 
mité libre  de  la  barre  est  représenté  parle  même  nombre 
que  la  vitesse  \  que  prendrait,  sous  l'action  d'une  per- 
cussion y,  un  point  matériel  de  masse  ul.  Cette  analogie 
nous  permet  de  substituer  à  l'étude  d'un  allongement 
celle  de  la  vitesse  d'un  point  matériel;  c'est  de  cette 
remarque  que  découle  la  simplicité  de  la  méthode. 

2.  Des  barres  élastiques  situées  dans  un  même  plan 
forment  un  faisceau  au  sommet  S  duquel  est  appliquée 
une  force  F.  Les  extrémités  distinctes  des  barres  sont 
reliées  à  charnière  à  des  corps  fixes  et  Von  demande 
comment  la  force  F  se  répartit  le  long  des  différentes 
barres  dont  on  connaît  d^ ailleurs  les  masses  fictives 

Ew 

qui  varient  d^une  barre  à  l'autre. 

Supposons  le  problème  résolu  et  appelons /*<  ,^01  •  •  •^ 
y,  ...^f,i  les  composantes  cherchées.   Sous  l'action  de 
l'une  quelconque  d'entnî  elles /i  par  exemple,  le  som- 
met S   se  déplace  suivant  SA/,  d'une  quantité  \i  don- 
née par  la  relation 

(4)  //=(^A/, 

et  le  déplacement  réel  du  sommet  S  est  la  résultante  de 
tous  les  déplacements  analogues. 


(  Ml  ) 

Prenons,  sur  cliacune  des  directions  émanant  de  Set 
à  une  distance  quelconque  de  ce  point,  un  point  INI  et 
supposons  tous  ces  points  entraînés  simultanément  le 
long  des  barres  sur  lesquelles  ils  se  trouvent,  de  telle 
sorte  que  le  point  M  se  déplace  de  "k,  le  point  M^ 
de  A/,  ....  Si  nous  atï'ectons  cliacun  de  ces  points  de  la 
masse  p.  alïérente  à  la  barre  correspondante,  nous 
voyons  qu'à  l'étude  des  déplacements  composants  du 
sommet  S,  nous  pourrons  substituer  celle  des  déplace- 
ments des  points  M  ou,  ce  qui  revient  au  même,  celle 
des  vitesses  initiales  c{ui  leur  seraient  communiquées 
dans  la  direction  des  barres  sous  l'action  de  la  percus- 
sion F.  Connaissant  Xi,  la  composante  correspondante 
sera  donnée  par  la  relation  (4). 

Lorsque  les  points  M  occupent  des  positions  quelcon- 
ques sur  les  barres,  l'étude  de  leur  mouvement  initial 
est  assez  compliquée,  car  ils  forment  une  figure  défor- 
mable.  11  en  serait  tout  autrement  si  les  distances  de 
ces  points  deux  à  deux  restaient  invariables,  car  leur 
ensemble  se  déplacxn-ait  tout  d'un  bloc,  à  la  façon  d'un 
solide  invariable;  il  semble  donc  tout  naturel,  puis- 
(ju'on  dispose  des  distances  des  points  au  sommet  S  de 
clierclier  s'il  existe  un  ensemble  de  points  M^-  formant 
une  figure  indéformable  qui,  soumise  à  l'action  de  la 
percussion  F,  acquerrait  en  cliacuu  de  ses  points  une 
vitesse  dirigée  suivant  une  direction  connue  SA,. 

Supposons  le  problème  résolu  et  prenons  pour  axes 
de  coordonnées  deux  droites  rectangulaires  dont  Tune 
S 2  se  confonde  avec  la  ligne  d'action  de  la  force  F. 

Puisque  l'ensemble  des  points  M  forme  une  lîgui'e 
invariable,  son  mouvement  initial  est  une  rotation 
instantanée  autour  d'un  certain  centre  G;  en  outre, 
comme  les  vitesses  doivent  être  dirigées  suivant  les 
rayons  SA,  les  points  M  se  confondent  forcément  avec 
Ann.  de    Mathémat.,  3»  série,  t.  XII.  (Juin  i8y3.)  l8 


(  -A-^  ) 

les  pieds  des  perpeiidiculaires  abaissées  de  O  sur  ees 
rayons  SA.  Tout  revient  donc  à  déterminer  le  point  O, 
ce  à  quoi  l'on  arrive  bien  simplement. 


On  sait,  en  effet,  que  le  centre  instantané  se  trouve 
sur  la  perpendiculaire  OP  abaissée  du  centre  de  gra- 
vité G  de  l'ensemble  des  points  M,  sur  la  direction  de 
la  force  F  et  à  une  distance  OG  de  ce  point  telle  qu'on 
ait  la  relation 


(5) 


en   appelant  le  carré  du  rayon  de  gyration  de  l'en- 

semble des  points  par  rapport  à  un  axe  perpendiculaire 
au  tableau  et  passant  par  le  centre  de  gravité.  Donc,  si 
l'on  appelle  a,  y  les  coordonnées  du  centre  cherché 
et  0  l'angle  que  fait,  avec  Sj:,  l'une  quelconque  des  di- 
rections données  et  si  l'on  exprime  analytiquement  : 

1°  Que  le  centre  de  gravité  des  pieds  des  perpendi- 
culaires abaissées  de  O  sur  les  directions  SA  a  même 
ordonnée  que  ce  point  O^ 

s""  Que  la  relation  (5)  est  satisfaite. 


(  5.43  ) 
On    liouvc   (|ii'il    V  a  imc   infinité  de  centres  O  salisfai- 
sant  ;i   la   question,    lesquels   sont    tous   alignés    sur    la 
droite 

Y         S|a.sinOcosO 
^'    ^  â  ^       S;jLC0s2e~~  * 

Si  l'on  appelle  f)  la  distance  OM  et  o  la  longueur  OP, 
on  a,  en  général, 

J^a  considération  d'un  autre  eejitre  O'  situé  sur  la 
droite  (6)  aurait  conduit  à  la  môme  valeur  de  f  h  cause 
de  riiomologie  des  deux  figures  correspondantes. 

3.  Conséquences  des  formules  précédentes,  —  La 
seule  inspection  des  équations  (6)  et  (7)  conduit  aux 
résultats  suivants  : 

(rt).  Si  Ton  prolonge  indélîniment  la  ligne  des  cen- 
tres instantanés,  elle  partages  le  plan  en  deux  régions 
telles  que  les  barres  situées  dans  l'une  travaillent  à 
l'extension,  tandis  que  celles  qui  sont  situées  dans 
l'autre  sont  comprimées. 

(Z>).  Lorsque  le  numérateur  de  (6)  est  nul,  la  ligne 
des  centres  instantanés  est  perpendiculaiie  à  la  direc- 
tion de  la  force;  par  suite,  la  distance  du  point  S  au 
point  instantané  est  constante,  et  le  déplacement  de  ce 
sommet  est  un  arc  de  cercle  décrit  autour  du  centre  in- 
stantané. 

(c).  Lorsque  les  propriétés  élastiques  des  différentes 
barres  sont  les  mêmes,  les  relations  de  position  des 
barres  entre  elles  et  avec  la  ligne  d'action  de  la  force 
interviennent  seules  pour  niodilier  les  valeurs  des  com- 
posantes dont  l'expression  générale  peut  s'éciire 

.SsinQcosô  siiiBilcos^B  —  cosO  X  sinO  rosf) 


(8)       / 


S  cos^e        X  sin-^O  cos26  — (ï  siiiO  cosOj^ 


(    2^4    ) 

ou 

(9)  /=F 


2^2    Sa^s^î  —  (Sa:2)2 


en  appelant  jr  et  z  les  coordonnées  des  points  qui  se 
trouvent  sur  chacune  des  directions  SA  à  une  distance 
de  S  égale  à  l'unité. 

Les  actions  qui  s'exercent  suivant  deux  directions 
symétriques  par  rapport  à  la  ligne  des  centres  instanta- 
nés sont  égales,  et  elles  sont  proportionnelles  au  cosi- 
nus de  l'angle  de  la  barre  considérée  avec  la  même 
ligne. 

4.  T/ans mission  des  pressions  clans  les  solides  iso- 
tJ'opes.  —  Un  solide  isotrope  est  celui  dont  les  pro- 
priétés élastiques  sont  les  mêmes  dans  n'importe  quelle 
direction  autour  de  ses  différents  points;  on  peut  donc 
le  regarder  comme  formé  d'une  inlinilé  de  barres  de 
même  module  de  résistance,  u  =r  i ,  émanant  du  point 
d'application  de  la  force  dont  on  étudie  l'action.  On 
suppose  le  corps  limité  par  une  surface  plane  et  indé- 
fini d'un  côté  de  cette  surface. 

Premier  cas.  —  La  force  donnée  P  est  normale  à  la 
surface  du  corps. 

Par  raison  de  symétrie,  la  résultante  de  toutes  les  ac- 
tions qui  s'exercent  le  long  des  barres  situées  dans  un 
même  plan  vertical  passant  par  F  est  constante;  appe- 
lons-la p  et  appliquons  les  formules  précédentes  à  l'un 
quelconque  des  faisceaux  verticaux  plans.  Le  centre 
instantané  se  trouve  sur  une  droite  perpendiculaire 
à  P  et  la  pression  qui  s'exerce  le  long  d'une  des  l)arres 
sur  l'unité  de  surface  d'un  élément  p' (/' ^  normal  à  la 
barre  et  situé  à  l'unité  de  distance  de  A,  a  pour  exprès- 


(  '>À^  ) 


SI  on 

(lo) 


/«  = 


o.p  cosa 


Pour  calculer  p,  on  remarque  que  la   projeclion  sur 


Fig.  2. 


8' 


V7> 


la  verticale  de  toutes  les  forces  /„  est  égale  à  p,  et  l'on 
obtient  ainsi 

3P 


(II) 


P  = 


4 


Enfin  de  fn  on  tire  la  valeur  de  la  pression  qui 
s'exerce  par  unité  de  surface  sur  un  élément  mn^  paral- 
lèle à  la  surface-limite  et  situé  à  la  distance  R  du  point 
d'application  de  la  force,  par  la  relation  simple 


(12) 


/=A 


cosa 

R2 


qui  découle  de   la  considération  de  la  figure  ci-contre, 
dans   lacjuelle  on  a  nni  =-.  i    et  AlNl  =  R.   En  associant 

(lo),  (i  i)  et  (12),  on  trouve  donc 


(i3) 


/  = 


3  P  cos^a 

>.7tR2 


et,  en  appelant  z  la  profondeur  de  l'élément  considéiu 


(  ••'•(6  ) 
au-dessous  dcrj', 

3  P         z^ 

C'est  la  foruiultî  donnée  par  M.  Boussiuesq  ('). 

Deuxième  cas  :  La  force  donnée  Q  agit  tangen- 
tiellement  à  la  surface  limite. 

On  ramène  ce  cas  au  précédent  :  pour  cela  prenons 
comme  plan  du  tableau  un  plan  vei  tical  passant  par  Q 
et  menons  par  A,  point  d'application  de  Q,  un  plan 
perpendiculaire  à  ('ette  force.  Supposons  prolongées  au 
delà  du  point  A  en  AlV  . . .  les  baries  situées  à  gauche  de 
ce  plan  :  à  une  action  suivant  AB  correspondrait,  dans  le 
faisceau  AB',  une  action  égale  et  contraire;  par  suite, 
on  peut  obtenir  les  valeurs  absolues  des  actions  clier- 
cliées,  en  substituant  au  solide  idéal  j)rimitif  un  solide 
limité  par  le  plan  X'Y'  et  auquel  Q  est  perpendicu- 
laire. 

Donc,  en  appelant  ^  l'angle  de  la  direction  considé- 
rée avec  Q  et  a  l'angle  de  cette  même  diiection  avec 
la  trace  x'j',  on  aura  pour  valeur  de  l'action  par  unité 
de  surface  d'un  élément  parallèle  à  xy 

(i5)  /' =  — -cosacosS. 

Troisième  cas  :  La  force  donnée  a  une  direction 
quelconque  par  rapjyort  à  la  surface  liniiie. 

Ce  cas  résulte  des  deux  précédents,  puiscju'on  peut 
décomposer  la  force  en  deux  autres,    l'une  normale  et 


(')  BoussiNESQ,  Application  des  potentiels  à  l'étude  de  l'éqiii- 
ibre   et   du  mouvement  des  solides  élastiques.  Gauthier-Villars; 

1880. 


(  ■■'47  ) 

l'autre  Langcntielle,  cl  appliquer  la  loi  de  la  superposi- 
tion des  eiïets  des  petites  forces^  ou  trouve  ainsi,  en 
appelant  V  l'angle  que  fait  la  ligne  d'action  de  la  force 
donnée  avec  la  direction  que  l'on  considère, 

(■6)  '^=Ï^R--^'- 

Donc,  en  général  : 

Toute  action  extérieure  exercée  en  un  point  de  la 
surface  d\in  solide  isotrope  se  transmet  à  l^ intérieur, 
sur  les  couches  parallèles  à  la  surface  limite,  sous  la 
forme  dépressions  dirigées  exactement  à  l'opposé  de 
ce  point  et  qui  égalent ^  pour  V unité  d^aire,  le  produit 

.   .  3 

du   coefficient- — par   la    composante  VcosN  suivant 

leur  propre  sens  de  la  force  extérieure  dojinée  par 
l'inverse  du  carré  de  la  distance  R  au  point  d'appli- 
cation et  par  le  rapport  de  la  profoJideur  z  de  la 
couche  à  cette  même  <i/5fa/zce  (Boussinesq,  loc.  cit.). 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  ces  remarqua- 
bles formules,  notre  but  étant  uniquement  de  montrer 
qu'on  peut  les  obtenir  par  des  considérations  presque 
élémentaires,  dont  l'un  des  plus  grands  avantages  con- 
siste à  faire  voir  pourquoi  et  comment  s'introduisent 
les  différents  facteurs,  ce  que  ne  peut  donner  le  calcul 
seul. 

5.  Décomposition  d\uie  force  suivant  les  barres 
d\ine  gerhe.  — Ce  problème  se  résout  en  déterminant 
les  valeurs  des  composantes  qui  agiraient  le  long  des 
barres  des  faisceaux  plans  obtenus  en  projetant  sur  trois 
plans  coordonnés  les  barres  de  la  gerbe  et  la  force  qui 
agit  en  son  sommet. 


(  24«  )  I 

6.  Une  fleure  plane  de  forme  quelconque,  mais  in- 
variable,  est  soumise  à  V action  d^une  force  donnée  P 
située  dans  son  plan;  elle  repose  sur  les  sommets  S), 
So,  .  .  . ,  S,/  de  n  faisceaux  de  barres  élastiques  toutes 
situées  dans  le  plan  de  la  figure  et  articulées  à  char- 
nière avec  des  corps  fixes,  et  Von  demande  les  ac- 
tions qui  s' exercent  suivant  les  différentes  barres. 

Des  cousidéralions  analogues  à  celles  du  n"  2  iiion- 
trent  cju'il  existe,  dans  le  plan,  une  figure  invariable  de 
forme  et  une  seule,  composée  de  points  matériels  affec- 
tés de  masses  convenables,  et  telle  que  chacun  de  ses 
points  prendrait,  sous  l'action  d'une  percussion  P  appli- 
quée à  leur  ensemble,  une  vitesse  dirigée  suivant  la 
barre  correspondante  et  égale  au  déplacement  compo- 
sant du  sommet  situé  sur  cette  barre.  Le  centre  instan- 
tané O  se  trouve  à  l'intersection  des  deux  droites 

(  yS{jlA-cos2  6  —  aSfjiA-  sin6cos6—  S[jL/c2cos2e  =  o, 
f  TS[j.    cos20  — aS[jt    sin6  cos6  —  S[jl/c   cos^e  =  o. 

Si  l'on  appelle^ la  distance  du  centre  instantané  O  à 
une  barre  et  OII^P  le  couple  de  rotation  ;  la  composante 
suivant  cette  barre  a  pour  valeur 

La  pression  qui  supporte  l'un  des  sommets  est  la 
résultante  des  actions /"qui  s'exercent  le  long  des  barres 
aboutissant  à  ce  sommet. 

Si,  au  lieu  de  se  trouver  dans  un  plan,  les  barres  for- 
ment des  gerbes  dans  l'espace,  on  traitera  la  même 
question  au  moyen  de  projections  faites  sur  trois  plans 
coordonnés. 


(  M9  ) 

7.  Etude  d'un  cas  particulier  très  important .  — 
Le  numéro  précédent  résout  dans  toute  sa  généralité 
le  problème  qui  consiste  à  déterminer  les  pressions 
cju'un  solide  invariable  exerce  sur  ses  points  d'appui, 
quand  ceux-ci  appartiennent  à  des  solides  élastiques 
naturels  quelconques. 

Si  l'on  veut  dégager  de  la  loi  générale  de  répartition 
ainsi  obtenue  celle  qui  ne  dépend  que  des  positions 
relatives  des  points  d'appui  et  des  forces,  il  n'y  a  qu'à 
supposer  que  les  propriétés  élastiques  des  corps  aux- 
quels appartiennent  ces  points  sont  les  mêmes  pour 
chacun  d'eux  et  quelle  que  soit  la  direction  considérée. 

En  traitant  sur  ces  nouvelles  bases  le  problème  du 
numéro  précédent,  on  arrive  à  ce  résultat  remaïquable, 
à  savoir  que  : 

Lorsqu! un  solide  invariable  repose  sur  un  ensemble 
de  corps  solides  isotropes,  les  pressions  cju^il  exerce  sur 
ses  points  d  appui  sont  égales  aux  quantités  de  mouve- 
ment que  prendraient,  à  partir  du  repos  et  sous  V ac- 
tion d'une  percussion  égale  à  la  force  donnée,  des 
points  matériels  de  masses  égales  formant  un  solide 
invariable  et  se  confondant  à  V origine  du  mouvement 
avec  les  points  d'appui. 

L'énoncé  précédent  est  encore  vrai,  lorsque  les  appuis 
appartiennent  à  des  solides  isotiopes  de  nalure  diffé- 
rente, pourvu  qu'on  affecte  de  masses  convenables  les 
points  matériels. 

Ceci  posé,  on  peut  trouver  iacilement  l'expression 
des  composantes  des  pressions  qui  s'exercent  sur  chacun 
des  appuis;  pour  cela  il  n'y  a  qu'à  étudier,  suivant  la 
métliode  connue,  le  mouvement  initial  de  l'ensemble 
des  points. 

On  les  rapporte  à  trois  axes  de  coordonnées  se  con- 


(  .50  ) 

foiidant  avec  leurs  axes  principaux  d'inerlie,  et  l'on 
étudie  successivement  rinlluence  de  la  percussion  de 
translation  et  du  couple  de  percussion  qu'on  peut  sub- 
stituer à  la  force  donnée. 

En  désignant  par  SX,  2^ Y,  iZ  les  coniposantcs  du 
système  de  forces  donné,  L,  M,  N  les  couples  compo- 
sants, enfin  A,  B,  C  les  moments  principaux  d'inertie, 
on  trouve,  pour  valeurs   des  composantes   en  un  point 
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suivant  que  tous  les  appuis  appartienneni  à  des  corps 
de  même  nature  ou  à  des  corps  qu'on  doit  caractériser 
par  la  masse  fictive  a  en  vue  de  faire  intervenir  leurs 
propriétés  élastiques. 

On  sait  que  le  travail  produit  par  une  force  T  agis- 
sant sur  un  corps    élastique  a  pour  expression  —  T-  ; 

si  l'on  calcule  la  somme  des  travaux  des  pressions  sur  les 
points  d'appui,  on  trouve,  dans  le  cas,  par  exemple,  où 
]x  =  I  pour  tous  les  points  , 
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Cette  expression  satisfait  au  principe  du  travail  rni- 
iiiinuin,  principe  qui  s'énonce  ainsi  : 

Quand  un  système  élastique  quelcojique  se  met  en 
équilibre  sous  V action  de  forces  extérieures,  le  travail 
développé  dans  V extension  ou  la  compression  des 
liens  ou  des  points  d'appui,  par  suite  des  déplacements 
relatifs  des  points  du  système;  ou,  en  d'autres  termes, 
le  travail  développé  par  des  forces  intérieures  est  un 
minimum. 

L'expression  (21)  démon tie  encore  ce  théorème  im- 
portant : 

Le  travail  total  produit  pendant  la  déformation 
est  le  même  pour  tous  les  systèmes  d' appui  ayant  mêmes 
axes  principaux  d'inertie  et  mêmes  moments  princi- 
paux d'inertie. 

8.  Pressions  sur  des  surfaces  d'appui.  —  Si,  au  lieu 
d'être  isolés,  les  points  d'appui  forment  des  surfaces 
continues,  la  question  se  traite  aussi  simplement  et  les 
formules  obtenues  sont  complètement  analogues  à  (19) 
et  (20).  Elles  montrent  immédiatement,  et  entre  autres 
choses,  que,  lorsque  tous  les  corps  ont  même  constante 
d'isotropie  qu'on  peut  prendre  égale  à  l'unité  : 

1°  Si  le  système  de  forces  donné  se  réduit  à  une  force 
unique,  passant  par  le  centre  de  gravité  de  toutes  les 
surfaces,  les  pressions  résultantes  sur  chacune  d'elles 
sont  proportionnelles  à  leur  aiie  et  passent  par  les 
centres  de  gravité  de  celles-ci-, 

2°  Si,  le  système  de  forces  étant  quelconque,  la  sur- 
face d'appui  considérée  a  même  centre  de  gravité  et 
mêmes  axes  principaux  d'inertie  que  l'ensemble  des 
surfaces,  la  résultante  de  translation  des  pressions 
qu'elle  supporte  est  proportionnelle  à  son  aire;  quant 
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aux  couples  résullauLs,  ils  ont  pour  expressions,  en 
appelant  A',  IV,  G'  les  luonienls  principaux  d'inertie  de 
la  surface  considérée. 
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9.  Discussion  des  formules  en  ?,'/),  Ç  (^o)  et  (ai). 
—  Nous  n'exposerons  pas  celte  question  que  le  lecteur 
traitera  lui-même;  nous  voulons  seulement  faire  re- 
marquer qu'on  arrive  facilement  au  but  en  substituant 
une   discussion    géométrique    à  celle    des  formules  en 

K,  ^,  s- 

On  remarque,  en  effet,  que,  d'après  ce  qui  a  été  dit 
n^  7,  la  pression  en  un  point  est  la  résultante  d'une 
composante  de  translation,  la  même  en  tous  les  points 
par  unité  de  masse,  et  d'une  autre  force,  composante 
de  rotation,  tendant  à  faire  tourner  le  point  autour 
d'un  axe  instantané  conjugué,  dans  l'ellipsoïde  central 
des  n  points,  du  plan  du  couple  de  percussion,  cette 
force  étant  proportionnelle  à  la  distance  du  point  à 
l'axe  et  à  la  masse. 

Ceci  posé,  on  voit  immédiatement  que  : 

1*^  Les  lignes  d'action  des  pressions  agissant  sur  des 
points  situés  sur  une  circonférence  perpendiculaire  à 
l'axe  instantané  appartiennent  à  un  liyperboloïde  à  une 
nappe  qui  est  de  révolution  lorsque  cet  axe  se  confond 
avec  la  résultante  de  translation  du  système  de  forces 
donné  ; 

2*^  La  condition  nécessaire  pour  que  la  pression 
exercée  sur  certains  points  soit  nulle  est  que  l'axe  in- 
stantané et  la  résultante  de  translation  soient  rectangu- 
laires^ alors  les  points  se  trouvent  alignés  sur  une 
droite  parallèle  à  l'axe  instantané  et  située  dans  un  plan 
perpendiculaire  à  la  résultante  de  Lianslalion  et   à  une 


(lislaiicc  de  l'axe,   lellc  (ju'on  ,i 

fi  étant  la  coniposaiite  de  translation,  p  la  distance  à 
l'axe  et  to  la  vitesse  angulaire. 

3"  Sur  une  droite  donnée  de  l'espace,  il  ne  peut  y 
avoir  plus  d'un  point  pour  lequel  la  pression  soit  pa- 
rallèle à  une  direction  donnée. 

4"  En  supposant  les  points  dans  un  plan,  on  retrouve 
toutes  les  théories  connues  du  noyau  cential  et  des  lois 
de  répartition  des  pressions  données  dans  tous  les  cours 
de  Résistance  des  matériaux;  nous  n'insistons  donc  pas 
davantage  là-dessus. 

10.  Ou  V on  expose  des  vues  no uv^ elles  à  propos  du 
solide  invariable.  —  On  donne,  en  Mécanique  ration- 
nelle, le  nom  de  solide  invariable  à  un  ensemble  de 
points  matériels  dont  les  distances  sont  invariables^ 
c'est  là  une  conception  géométrique  simple,  mais  est-ce 
bien  celle  qui  résulte  des  considérations  primitives  qui 
l'ont  fait  éclore.^  Evidemment  non. 

Quand  on  a  commencé  à  étudier  l'action  des  forces 
sur  les  solides,  on  a  remarqué  que  celles-ci  produisaient 
deux  genres  d'action  :  une  déformation  passagère  ou 
permanente  et  un  mouvement^  on  a  eu  alors  l'idée  de 
simplifier  les  recherches  en  étudiant  ce  qui  se  passerait 
s'il  ny  avait  pas  de  déformation,  c'est-à-dire  si  la  rigi- 
dité du  solide  naturel  devenait  infinie.  Le  solide  inva- 
riable s'est  donc  introduit  comme  limite  de  solides  lictils 
de  moins  en  moins  déformables,  et  c'est  pour  avoir  perdu 
de  vue  ce  point  de  départ  qu'on  est  arrivé  à  dire,  par 
exemple,  que  la  répartition  des  pressions  sur  un  certain 
nombre  d'appuis  est  un  problème  indéterminé.  Si  l'on 
considère  les  appuis  comme  des  corps  géométriques,  le 

Ann.  de  Mathémat.,  3"=  série,  i.  \II.  (Jiiilicl   i"St)3.)  i  y 
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problème  ne  [xuit  évidemiueiil  avoir  de  solution  déler- 
ininée  et  du  reste,  dans  ee  eas,  il  semble  absolument 
inutile  de  le  poser,  ear  une  pression  étant  une  forée, 
e'est-à-dire  une  eause  de  mouvement,  si,  a  priori,  on 
supposer qu'aueun  mouvement  ne  peut  se  produiie,  à  quoi 
bon  eh(*reberla  (^ause  d'un  pliénomèue  qui  ne  peut  se 
réahser  ? 

Au  contraire?,  du  moment  qu'on  évalue,  ainsi  (jue  b; 
recommande  Lagrange,  les  forces  soit  par  le  mouvement 
qu'elles  communiquent  à  un  point  matériel,  soit  par 
celui  qu'elles  lui  communi(|ueraient  s'il  pouvaitse  mou- 
voir, et  que  l'on  considère  les  solides  comme  des  coi'[)s 
déformables,  tout  se  simplifie  et  la  question,  renler- 
niant  les  données  rationnelles  qu'elle  doit  fournir,  a 
une  solution  uni(jue  et  délerminée. 

Les  formules  et  les  résultats  que  nous  avons  obtenus 
fournissent  cette  solution.  Mais  on  peut  se  demandei" 
quelle  est  la  série  des  solides  naturels  dont  le  solide  in- 
variable doit  être  la  limite,  pour  que  l'on  retrouve  les 
résultats  que  fouiiiit  la  statique  rationnelle  et  ses  six 
équations  d'équilibre  qui  ne  tiennent  compte  que  des 
relations  géométriques  de  position  et  des  valeurs  des 
forces.  La  réponse  semble  intuitive,  car,  si  Ton  suppose 
que  les  propriétés  élastiques  sont  les  mêmes  en  tous 
les  points,  elles  ne  produiront  aucune  difïérence  dans 
l'action  des  forces;  nous  allons  le  montrei-  dans  un 
cas  simple,  celui  de  la  décomposition  d'une  foice  don- 
née en  deux  autres  parallèles  passant  par  deux  points 
donnés. 

Si  l'on  appelle  ]Xa  et  {jl^  les  masses  positives  qui  ca- 
ractérisent les  propriétés  élastiques  des  corps  auxquels 
appartiennent  les  points  A  et  B,  et  X  la  distance  du 
point  d'application  M  de  la  force  P  au  centre  de  gravité 
des  points  ^,a  ^^  \^b^    enfin  /  la  distance  AB,  on  trouve, 
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Cil  ap[)liquant  à  ce  t'as  paiLiculici"  les  formules  (îio  ), 
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Si  l'on  compare;  les   valeurs  (23)   aux  suivantes,  que 
donnent  les  équations  d'é(|uilibre, 
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on  voit  que,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  a^  et  a^, 
les  valeurs  serout  diiïérentes  des  secondes  tant  que  l'on 
n'aura  jias 

[J-a  =  IJ-b- 

11  seujble  donc  qu'on  peut  énoncer  ce  principe;  que  : 
La  considération  d'un  solide  invariable  limite  d'un 
corps  naturel  dont  la  rigidité  augmenterait  indélini- 
ment  tandis  qu  en  (diacun  de  ses  points  les  propriétés 
élastiques  lestent  les  niéuies  dans  toutes  les  directions 
donne  la  valeur  des  pressions  en  chaque  point,  ou  en 
d'autres  termes  : 

Les  pressions  quiui  solide  invariable  exerce  sur  ses 
points  d'appui  sont,  dans  le  cas  où,  les  propriétés  élas- 
tiques des  appuis  sont  les  mêmes,  égales  aux  forces  mo- 
trices initiales  qui  m,eltr aient  en  mouvement  chacun  de 
ces  poijits,  si  leur  ensemble  était  entraîné,  à  partir  du 
repos.,  par  le  système  de  forces  donné  et  à  la  façon 
d'un  solide  invariable. 

Nous  limitons   ce  résumé  à  ce  qui  a  Irait  à  la  pai  tic 
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absolunieul  lliéoric|UJ,  qui  seule  peut  Lroiiver  place  iei  ^ 
mais  uous  clevous  faire  reuiarquer  que  la  lliéorie  (|ue 
nous  venons  d'exposer  nous  a  permis  de  nu)i4Lrer  cpie 
rindéterminalion  n'existe  dans  aucune  des  questions  de 
la  pratique,  par  exemple  dans  celle  qui  a  trait  à  la  dé- 
termination du  point  d'ap[)licatiou  de  la  poussée  dans 
les  voûtes,  dont  la  solution  est  immédiate. 


SllU  m  SYSTEME  DE  COOÏIBO^AEES  TA^(iE\TIELLES; 

Par  m.  BALITRAND, 

I>iculcnant  du  Génie. 


Il  arrive  souvent  que  IVvpiation  tangentielle  d'une 
courbe  est  simple  et  facile  à  obtenir,  tandis  que  l'équa- 
tion ponctuelle  de  la  même  courbe  est  difficile  à  trou- 
ver et,  en  outre,  com{)liquée.  Il  est  commode  alors 
d'avoir  des  formules  qui  permettent  d'étudier  directe- 
jnenl  sur  l'équation  tangentielle  les  propriétés  de  la 
courbe;  ce  sont  ces  formules  que  nous  voubuis  obtenir 
poui'  en  faire  ensuite  (juelques  a[)plic;uions. 

Une  droite  étant  délinie  [)ar  l'écpiation 

u.T  -+-  vy  —  I  =  o, 

les  coordonnées  tangentielles  ordinaires  de  cette  droite 
sont  les  quantités  a  et  v  ;  c'est-à-dire  les  inverses  des  seg- 
ments qu'elle  détermine  à  partir  de  l'origine  sur  les  axes 
de  coordonnées.  Mais  à  cette  équation,  nous  substitue- 
rons le  plus  souvent  l'équation 

.r  coso  -!-JK  sin  o  —  i  =  o, 

et  aux  coordonnées  il  et  r,  les  coordonnc^îs  p  cl  es,  (iiic 


I 
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nous  appellerons  coordonmuis  tangent  ielle.s  polai/os,  ou, 
par  abréviation  et  quand  il  ne  saurait  y  avoir  d'erreur, 
coordonnées  polaires. 

D'ailleurs,  on  passe  des  preinièrcis  aux   secondes  par 

les  fornuihîs 

coso                     si  11  G 
(  1  )  u  —   '-  ,  ('  = ) 

'  p  p 

et,  inversement,  l'on  [)asse  des  coordonnées  polaires  aux 
coordonnées  ordinaires  au  moyen  des  formules 

(,')  tangcp=  ^,^         />2 


u  ^  U^  -T-  V- 

Il  est  impossible  de  ne  pas  remarquer  l'analogie  de 
ces  formules  avec  celles  qui  permettent  de  passer  des 
coordonnées  rectangulaires  (x,  y)  aux  coordonnées  po- 
laires (/',  Q),  et  réciproquement, 

.r=/'cos0,         y=rs\n^, 

tango  =^,        r^=  x^--^y^. 

On  peut  considérer  Jes  coordonnées  tangentielles  po- 
laires à  un  autre  point  de  vue.  Ce  ne  sont,  en  eiï'et,  autre 
cliose  que  les  coordonnées  polaires  ordinaires  de  la  po- 
daire  de  la  courbe  enveloppée  par  la  droite 

a^coscp  -f-^sincp  — p  =  o. 

A  toute  équation 

/(/?,cp)  =  o 

correspondent  donc  deux  courbes,  suivant  que  l'on  con- 
sidère /?  et  cp  comme  des  coordonnées  polaires  ordinaires 
ou  comme  des  coordonnées  tangentielles  polaires. 

FORMULES     FONDAMENTALES. 

Notations.  —  Soient 

n    et    p»  les   conditions    tangentielles    ordinaires   d'une 
droite  A  qui  enveloppe  une  courbe  C  ; 
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p  vX  cp  les  coordonnées  Lanqcntiellcîs  polaires  de  A,  ou 
les  coordonnées  polaires  de  la  podaire  delà  courhe  C; 

X  et  y  les  coordonnées  du  point  1\1  où  A  louche  son  en- 
veloppe; 

/•  et  8  l(;s  coordonnées  polaires  du  point  !M^ 

(Is  Tel  émeut  de  la  courbe  enveloppe; 

£  l'angle  de  deu\  positions  infinimeut  voisines  de  A, 
c'est-à-dire  l'augle  de  contingence  de  la  courbe  C  au 
point  M; 

p  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  C  au  point  M. 

Les  coordoiniées  du  point  où  la  droite  A  touche  sou 
envelo()pe  sont  données  j)ar  les  deux  équations 

i   ux  -\-  vy  —  I  —  o. 
(2)  ' 

I  T  du  -\-  y  dv  =  o, 

d'où  l'on  tire 

dv  —  du 


u  dv  —  V  du  u  dv  —  V  du  ' 

de  ces  équations  l'on  déduit 

v{dv  d^  u  —  du  d-  v)  ,  —  u{dv  d'^u  —  du d-  v ^ 

{u  dv — V  du)'^        '  (udv — V  du)'- 

et,  par  suite, 

,,,         ,  /-i , —        (dvd^u  —  dud'^v)  Ju'^-\- v'^ 

(4)       ds  =  ^dx-^  +  dy^  =  ^„d.-,du)^ 


(5) 


L'angle  £  se  calcule  aisément,  et  l'on  trouve 

u  dv  —  V  du 


u-  +  v'^ 
Les  deux  dernières  formules  donnent  alors 


ds        ( dv  d'-  u  —  du  d^v){  u^ --;-  v'- )^ 
'  £  17/  r/t'  —  V  au  )- 
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Coordonnées  polaires.   —  11   est  aisé  de   passeï-  des 
forniulcs  que  nous  venons  d'établir  aux  mêmes  formules 
en  coordonnées  polaires.  Kn  cfTet,  des  relalions 


C0SC9  sino 

Il  = ,  i>  =  - 


on  déduit,  en  supposant  (|ue  z>  est  la  variable  indépen- 
dantes 

,            p  sincp  -+-  p'  coscp 
H  — ~  , 

P' 
,  p  coscp  —  p'  sincp 


M    =  — 


P' 

(  p--\-pp" — 2/)'-)  coscp  —  2pp'smo 


p' 


„  _       {p'^—^pp  — 2/)'2 ) si ncp-f- 2 /;•/>' coscp 
~  p' 

Ou  a  alors 


dv           du 
do           do 

I 

d^  u        du  d'^  V 

/>+/>" 

do'^        do  do- 

P' 

I 
— •  1 

P 

y/ii2_|_  p2   ^ 

et,  par  suite,  on  arrive  aux  formules  ti'ès  simples 

(7)  ?=-(/>+/>"), 

(  8  )  c/s  =  ps  =  —  (/?  +  p")  do. 

Enfin  les  expressions  (3)  donnent 


^9) 
puis 


j  .r=/?  coscp — yo'sincp, 
[  p  =  y  sin  cp  —  p'  cos  cp, 

x'  =  —  (/?+/?")  sincp, 

y  =z         (y?  +  y/)  coscp, 

x"  =  —  (/>'  -4-  p'"  )  sin  cp  —  (p  ~  p"  )  cos  cp. 
y  —      (/>'-+- /y"')coscp—  (p  -^  p")  sincp. 
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Les  formules  elassiques  pour  caleuler  le  rayon  de 
courbure  p  et  les  coordonnées  a  et  [i  du  centre  de  coui- 
l)ui"e 


J  — r  ^ 

xy    - 

^        -.r'(.r'-^-4-  r'-M 

^        '"""      ;ry'-r'.r" 

donnent  alors 

(7) 

?  =  - 

-(/^^/>"), 

(•0 

s 

sin  cp  — />"coscp, 

Ces  dernières  formules  peuvent  s'obtenir  directement 
d'une  façon  très  simple.  En  effet,  l'équation  générale 
des  cercles   en  coordonnées  tancrentielles   ordinaires  est 


(,,a-4-p|3_t)2 
9   =  ..-i   ,    .,-2 


en    coordonnées   tangentielles    polaires,    elle    prend   la 
(orme  très  simple 

p  =  oc  cos  cp  -h  3  sin  o  —  p, 

qui,  dilférentiée  deux  fois,  donne 

—  (X  sincp  -f-  ^  coscp  — p'  =  o, 

—  a  coscp — ^sincp — p"  =  o, 

d'où  l'on  déduit  les  relations  (7)  et(i  i). 

Remarque  I.  —  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons 
supposé  que  cp  était  la  variable  indépendante,  mais 
rien  n'empêche  de  prendre  p  comme  variable^  les  for- 
mules s'établissent  tout  aussi  simplement.  Les  coordon- 
nées du  point  de  contact  de  la  droite  A  et  de  son  enve- 


(  26'    ) 
loppo  sont  déterminées  par  Iv.s  deux  équations 

X  coso  -+-  r  sin  o  —  p  =  o, 
I 

qui  donnent 

si  11  Ci 

'  Ci 

COSCi 

j  —  p  SI  n  cp  -h  — pî-  • 

es 

Pour  obtenir  la  valeur  du  rayon  de  eouibure  et  les 
coordonnées  du  centre  de  courbure  de  la  courbe  au 
point  de  contact,  nous  partirons  de  l'écjuation  géné- 
rale des  cercles 

p  =z  n  coscs  H-  p  sincû  —  p, 

(|ui,  différentiée  deux  fois,  donne 

I 


a  sincp  -h  |j  coscp  -i-    —   =  o, 


c» 


C6 


d'où  Ton  déduit 


a  coscs  H-  8  sino l^-  =  o; 


coscp  -~^  —  sin  ca  ) , 


I  î    /  o"  ^ 

(19.)  .    ^^=  ^i  sincs  -^  -f-  coscp  j, 


9^-p^  6l 


1 

Cû' 


Remarque  II.  —  Les  formules  (lo)  peuvent  s'écrire 

ir'=ipsinc3,        JK'  =  — pcoscc- 

et  fournissent  une  interprétation  géométrique  évidente 
des  quantités  x'  et  r'. 

Remarque  III.  —  La  quantité/?'  peut  aussi  s'inter- 
préter géoMiétiiquemenl.  Ce  n'est    autres  chose  c[ue  la 


( ./,.  ) 

tlistailoo  PM,  du  pied  P  de  la  perpendiculaire  abaissée 
de  l'origine  sur  A,  au  j)()inl  ^ï  où  la  droite  A  louelic  sou 
enveloppe. 

Celte  remarque  pernuît  d'obtenir  ré(|uation  qui 
donne  les  longueurs  des  tangentes  menées  d'un  point 
(j?,  r)  à  une  courbe.  En  (ïil'et,  soit 

p  =  X  coscp  H-  y  sin  cp 

l'équation  du  point,  et 

f(p,  cp)=  o 

l'écpiation  de  la  courbe.  On  en  déduit 

et,  en  éliminant  /)  et  o  entre  ces  trois  équations,  on  ob- 
tient une  écpiation  (mi  p'  qui  est  l'éfjualion  cbércbée. 

APPLICATTOINS. 

yipplicalion.  (lax  courbes  algèhvKjiœs.  —  L'équa- 
tion générale  des  courbes  algébiiqnes  de  classe  m  s'é- 
crit, en  coordonnées  tangeutielles  ordinaiies, 

(  I  3  )  «0  +  'f  1  (  «,   p  )  +  ^2  (  ?^   p  )-+-...  H-  0;,j  (  î<,   (.')=:  o, 

'^p{u^  v)  désignant  un  polynonjc  boinogène  et  de  degré  p 
en  u  et  v. 

En  coordonnées  tangeutielles  polaires,  cette  équation 
s'écrit 

/coso     sincs" 

'  v  p       p 

cosco     sina)\  /coscp     si  no 

'  '       '         -1-  9/»  ( 7         - 


P  P    J  \    P         P 


(   ..(M\  ) 


[lév(;l 


ou  (lc'V(;l()|)|)('(î 


Cl» 


(to/)'" -'- />"'~U rii  coscp  -\-  b\  sino) 

1  ',  )    <  ^  -  '  -  '  •  -  '  ' 

H-  n,„  ros'"  o  -4-  6„i  cos'"  -'  cp  sin  cp  -+- .  .  . 


Si,  ilaas  l'(''({nal!()n   (i4)i  iif>NS  assii^iioiis  à  'j  iiiu!  va- 
l(;iii-  (IcIiTmiiicc,   cctUî  équation   a  poiii*  racines  Jcs  dis- 
lances  (î(î  roiiginc  aux  tangcules  [)aiallèles  à  la  direc- 
tion —  H"  G,  Cetle  équation  doune 
•>  *  ' 


^-P 


—  roso snicû, 

«0  ■  ^^0 


O 


n   en  (k 


duit 


^P 


^P" 


ai     .  bi 

—  sjii  o roso. 

«0  '  ^<fo 

COSO  -h   —  sui  o 

«0  '  «0  ' 


et,  pai-  suite, 

d'où  (-e  théoièrne,  du,  crojous-nous,  à  Dulianiel  : 

Théokèmk.  —  Si  l'on  mène  à  une  courbe  al^ébri(jae 
(le  classe  ni  les  langentes  parallèles  à  une  direc- 
tion A,  la  somme  des  rayons  de  courbure  aux  ])oinls 
de  contact  est,  nulle. 

Des  Ibnuules  (9)  on  déduit  ensuite 


2..r  =  2-yj)  coscp  —  l,p  sincp 

=  —  —  cos-cû cosc»  sm  cû ?m^c5  H 


roso  sin o 


7  5 


l.r 


(le  même 


(  'M  ) 

Tni:oaÈMi:  (Chvsles).  —  Le  cenire  des  moyennes 
distances  des  jtoijits  de  contact  des  tangentes  paral- 
lèles à  une  direction  A  reste  fixe  quand  A  rarie. 

Les  fonmilcs  (i  i)  donnent  île  nierniî 


2.y. 


X3   := 


11 

h 


el,  si  l'on  appelle  a,,  et  Jj,/  les  eooidonnécs  du  centre  de 
(  ourbine  d'ordre  «,  on  a  également 


^Oi„  = 


V  Q     _ 


«1 


(f 


11 
«0 


Thf-;orème.  —  Le  centre  des  moyennes  distances  des 
])oints  de  contact  des  tangentes  parallèles  à  une  direc- 
tion coïncide  a{>ec  le  centre  des  moyennes  distances 
des  centres  de  courbure  aux  points  de  contact,  et  plus 
généralement  avec  le  centre  des  moyennes  distances 
des  centres  de  courbure  d'ordre  n  correspondant  aux 
points  de  contact. 


Le   point   (Sx  = î-?    ^J^^ ^)'   ^^^     point    de 

Chasles,  disparaît  si  «o  devient  nul,  c'est-à-dire  si  la 
courbe  est  tangente  à  la  droite  de  l'infini .  Son  équa- 
tion 

a^p  +  «1  coso  -f-  bx  sincp  =  o 

ne  dépend  que  du  terme  constant  et  des  ternies  du  pre- 
mier degré  de  l'équation 


d'^) 


J  o„i{u,  p)  +  cp,„_.i(f<,  v)-\-..  . 


(   •'•'*5  ) 
Il    losLc    donc  lo   moine   poui"    nnc    (unie  do   conilx's 
liées  à  la  courbe  (i3),  et  en  particullei'  pour  toutes  les 
couihes  lioinofoeales  à  la  courbe  (i3).  Eu  ellet,  l'équa- 
tion générale  de  ces  courbes  est 

F/«-2  désignant   un  polynôme  homogène  et  de    degié 
m  —  2  qui,  décomposé  en  groupes  homogènes,  s'éciit 

Eu  coordonnées   taugentielles  polaires,    ravant-der- 
11  i ère  équation  s'écrit 


,.     /coso     siiicoX  r    ^         /coso     sino\ 

//«     — ^  ,  '-     -H  —  F,„..2     L,  L     =. 

\    P         P    !       p-  \    P  P    I 


=  o, 


ou  développée 

/   «o/^'^  +  Z^'^^'^iCcoscp,  sincp) 

\       -4-/?'«-2[cp2(costp,  sincp)-i- '^oj-f-.  .  . 

i       -+-/>[?//j-i(coscp,  sin  o)-f- (]>/,;_3(  cos'-p,  sincp)] 

f  H- ®/«(coscp,  sino)+ 6/«-2(  coscp,  sin  cp)  =  o. 

Cette  équation  nous  montre  que  le  point  de  Chasles 
(ist  le  même  pour  la  courbe  (i  5  )  que  pour  la  courbe  (i3), 
qntds  que  soient  les  polynômes  h. 

Thkohèmp:.  —  Le  point  de  Chasles  d' une  courbe  C 
de  classe  m  reste  le  même  pour  toutes  les  courbes  ho^ 
mofucales  à  la  courbe  C. 

Ou  peut  encore  démontrer  directement  et  de  la  façon 
la  plus  simple  le  théoième  suivant  : 

Le  point  de  Chasles  coïncide  avec  le  centre  des 
moyennes  distances  des  m  fo^  ers  i  eels  de  la  courbe  (  1 3  ). 

En  ellét,  si  (x,,  7,  ),  (xo, ,}  2).  •  •  • ,  (-^'m?  ^m)  sont  les 
cooidonuées  de  m  ioyeis  réels,  l'équation  (i3)  peut  si; 


(    ■a()()   ) 


ineLLrc  sous  la  huiiic 


-^i^U-+  V'-)V in-ii^t,  «')  =  O, 

puisque  c'est  ré(|u  it  ion  i^cnérale  des  couibes  de  (dasse  ///, 
(|ui  oui  pour  foyers  récds  les  [)oinls  (.r  i ,  r*i  ),  (r.j,  ^  j),  .  . , 
{Xm^Yni)  el,  sous  celle  loniie  la  pioposil  ion  c!sL  évi- 
dente. 

L  équation  (i5)  j)eul  conduii'c  à  d'aiitiM'S  consé- 
(jueuces  intéressantes. 

Eïi  elï'et,  si  dans  l'équation  (14)  uous  lai.sons />  =  o, 
nous  obtenons  i'éqtiation 

O/,, (coso,  sin  o) 
(i4')      !        =  a,/<  cos'"o  H- />;/,  cos'" -'^o  sin  o -h.  .  . 

'  ki„  coso  siii'"-'o  -f-  1 ,11  sin'"o  —  o, 

qui  nous  donne  les  valeuis  de  o  pour  les  langcntes  à  la 
coui'be  C  issues  de  l'origine. 

Faisons  de  même  /' =  o  dans  ré(|uati()n  (1')),  nou> 
obtenons 

cp,„(coso,  sin  o)  H-  '^in-i{^-0'^o.  sin  o  ) 
=  a„i  cos'^cp  -h  b,,i  cos''"~i  o  sin  cp  -1-  .  .  . 
-h  /î:,„  coscp  sin'"-i  o  4-  /^/^  sin'"  o 
H-  «/«_2  cos'"-2,^  _|_  ^^^^2  cos'«-^o  sincp  -h.  .  . 

4-  /t/M_2  c,oscp  sitï'"-'^  cp  -h  /^„_v  sin^'-'^çp  =  o. 

Poui^  rendi'e  cette  dei'uière  équation  lionjoi;ène  en 
siii'J  et  cosci,  il  nous  5>u!lit  de  multiplier  pai- 

sin-cp  -h  cos-o  =  I 
et  nous  obtenons  alors 


(;i6) 


{(lin  H-  a',n-i  )  cos'"cp  -f-  (  h ,„  -h  b',,,-2)  Tos'"-'  cp  sincp 
-y-(Cm-\-  C/»_2  +  «m-2)  ('os^'-s^  sin^cp  +.  .  . 


J         -r-  (/m'i-fm-2  +  ^/;/-2  )  COS'^  cp  sin'"-2  ,^ 

.       -+- (/>^"m-+-A/»_2)f'<JScp  sin '«-'cp-}-(7,,.,  4- /;,,_.,)  sin'"  O  =  o. 

Appelons  cpi,  O21  •  •  .,  -p///    les  racines  de  cette  é(jua- 


lioii^  CL'  .-lOiil  l(î.s  an^lc.^  (jiic  (oui   a\('c  ()./;  les  laiii^cii  Lo 
à  la  cour-ljc  (  I  5  )  issues  de  r<)iii;iii<'. 

Ou  a,  d'a[)iès  une;  (oiiiiule  ])i(;n  comuic, 

S  tanf,^cpi  —  Xtangcpi  tangcpj  tangcp.j-f-  S  tan<iO,  tangOj. .,  taiigos  — . 
I  —  S  tangcpi  tan  g  02  -t-  ^  tangoi  laiig02  laiigO;j  laiigov  — .  .  . 


Or  récjualiou  (16)  douncî 


'n?l 


X  tuiigcpi  laiigoj 

S  tangcpi  tang02  tangO;, 

S  langcpi  tangcp,  tangcp^  tang'^v 

1  tangcpi  langoj  tangcp,}  laiigoy  laiigcp^ 


/    .  /' — "' 

f  ///  ^^  t  /II— '2 

f    -\-  f      -+-  /' 


^/ll  ~ 

'      ^  iii~l  ~^   '»  in—i 

If  n, 

-i-  II,,,     ^  ~^  .1  m-  ■> 

'  //i      '      '  /Il  -  2 

f>"  I        rr  '       /  ' 

^•^  /Il  ^^  (*?/;/- 2  ' /"  -  •> 


/.,  -4-  /: 


Par  suite 

tang(9i-+-cp2  H-.  .  .-+-  cp,„) 

'^'/n  -+-  l^'iii--2  ~~  (  ^'11  -H  ^'y»-2  '^  ^"^z/?-  0  )  H-  (  ,A^"/»  -4-  fi'',„-'>  -r-  ''.•_.  )  —  .  . 

'm  -+-  ' ni-i        \J  III  -^  J  /II--Î  ~H  hn-i  *  +  ("/«  ~i~  '^iii  —  i  '^  J 111-2  )        •  • 

e'est-à~dire 


lang(  cpi  -h  02 


O/»)  — 


/.- 


///       ^/ii  ^^  rt  /// 


'  m     "  ,/  //?  ~^   ''  //;         •  •  • 


C'est  le  même  résultat  (jiie  si  J'oii  avait  ealeul*' 
taug  (c5,  -h  cp^  -f-  •  •  •  -^  '^111  )  ^^^1  moyen  de  rétjualion  (•4')- 
D'où  ce  théorème  : 

TiiKoukvn:.  —  Si,  pai'  u/t  point  O,  loii  mène  les 
lauréates  à  une  courbe  C  de  classe  m,  la  somme  des 
angles  (/U'i  font  ces  taugentes  avec  un  axe  fixe  reste 
constante  pour  toutes  le^  courI>es  Jiomofocales  à  la 
courbe  C.  En  particulier ,  cette  somme  est  égale  à  celle 


(    '^(iS   ) 

que  J (lit  (ly^ec  le  tné/ne  axe  les  droites  (/ai  joignent,  le 
point  O  aux  ui  foyers  réels  de  la  courbe  C. 

Ce  tlirorènie  n'est  qu'une  i^énéralisalion  d'une  pro- 
priété bien  connue  des  sections  coni(jues  :  Les  couples 
de  tangentes  menées  d' un  point  fixe  à  un  système  de 
coniques  homofocales  admettent  les  mêmes  bissec- 
trices. 

Propriété  qui  n'est  elle-niènie  (ju'uiie  extension  du 
théorème  suivant  : 

Les  tangentes  menées  à  une  conique  à  centre  par  un 
point  Jixe  sont  également  inclinées  sur  les  droites  qui 
joignent  ce  point  auxjojers. 

Nous  venons  de  voir  que  les  angles  que  font  avec 
Taxe  des  x  les  tangentes  à  la  courbe  issues  de  l'origine 
sont  donné(;s  par  l'équation 

(17)  cp^„(cosçp,  sincp)  =  o. 

Les  longueurs  de  ces  tangentes  s'obtiennent  par  la 
formule 


où  il  faut  remplacer  o  par  les  m  racines  de  l'équa- 
tion (17  )•  Cette  relation  a  été  obtenue  en  différentiant 
l'équation  (i4)  ^^  ^^^  J  faisant  ensuite  p  =  o. 

La  valeur  du  rayon  de  courbure  au  point  de  contact 
de  l'une  des  tangentes  issues  de  l'origine  est  égale,  en 
vertu  delà  formule (7),  à  — p" ^  puisque  p  =  0.  L'équa- 
tion qui  donne  les  valeurs  du  rayon  de  courbur<'  pour 
les  points  de  contact  des  m  tangentes  issus  de  l'origine 
est  alors 


2  9//i'f'/»-')  "i^n,  'f  ,;,  -1 


T'"-  1 


r^n 


V  ///  -"  1 


ai 

bt  . 

cos  o  - 

silice 

«0 

«0 

(  '■'•<»)  ) 

où  ion  cloil  r(;in[)Iac(!r  '^  succu.ssivc;menl  par  les  m  la- 
ciiic'S  do  ré((ualioii  (17). 

Enfin,  l'on  pouL  observer  que,  pour  avoir  les  tangentes 
comniunes  à  la  courbe  (i4)  ^^  ^  un  cerele  qu'on  peut 
supposer  avoir  son  centre  à  l'oiigine,  il  suffit  de  donner 
à  p,  dans  l'équation  (i4)î  une  valeur  déterminée. 

Les  renianjues  précédentes  peuvent  servir  à  établir 
certaines  propriétés  des  courbes  algébriques,  mais  nous 
ne  nous  y  arrêterons  pas. 

Revenons  à  la  formule 


S/?  =/?i4-/>2 


Nous  savons   que/?,,  p^-,   .  .  ♦ ,  p,n   sont  les  distances 
de  l'origine  aux  tangentes  à  la  courbe  (i4)  parallèles  à 

la  direction  — h  '^. 

'2.  * 

Posons 

.  ^^                                                          (Il               ^1    . 
(18)      mp  =pi -h p2-^<  •  .^Pm  = ^(^^'^ sincp; 

p  et  o  sont  alors  les  coordonnées  polaires  du  centre  des 
moyennes  distances  des  pieds  des  perpendiculaires 
abaissées  de  l'origine  sur  les  tangentes  à  la  courbe  (i4)) 

parallèles  à  la  direction  —  -h  C2. 

En  passant  aux  coordonnées  rectangulaires,  l'équation 
précédente  devient 


C'est  l'équation  d'un  cercle.  Le  point  diamétralement 
opposé  à  l'origine  est  précisément  le  point  de  Chasles. 
Gomme  l'équation  du  cercle  ne  dépend  que  du  terme 
constant  et  des  termes  du  premier  degré  de  l'équa- 
tion (i3),  elle  reste  la  même  pour  toutes  les  courbes  lio- 
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(  ■^•7°  ) 
niofocales  à  la  courbe  (i3).  On  a  donc  le  llicorènic  sui- 
vant : 

Théorème.  —  Si  Ion  considère  une  courbe  nlge- 
hi'iqueC^  et,  si  d' un  point.  O  l'on  abaisse  les  peipendi- 
culaires  0A),0A2,  •••,  0A„,  sur  les  tangentes  à  la 
courbe  parallèles  à  une  direction  A,  le  lieu  du  centre 
des  moyennes  distances  des  points  A,,  Ao,  •..,  A,„, 
fjuand  A  i^arie,  est  une  circonférence  qui  j'este  la  niénie 
pour  toutes  les  courbes  homofocales  à  la  coui'be  C. 

Ce  lliéorème  n'est  que  l'extension  aux  courbes  algé- 
briques d'une  propriété  du  cercle  que  l'on  peut  énoncer 
de  la  manière  suivante  : 

Considérons  un  cercle  C  et  un  point  O;  menons  au 
cercle  deux  tangentes  parallèles,  et  abaissons  du 
point  O  les  perpendiculaires  OA,,  OAo  sur  ces  tan- 
gentes. Le  milieu  du  segment  A,  A2  décrit  une  circon- 
férence qui  reste  la  même  pour  tous  les  cercles  concen- 
triques au  cercle  G. 

De  la  relation  (18)  on  déduit 

.V.      x«        /<^iV        „          2aibi  .  /hi  \2   .   ^ 

(E/),)2=(-i      cos^o L_i  coscp  sino-i- (  —  )    sin2o, 

et,  par  suite,  l'équation  (i  4)  donnant 

2Lpxp^  =  —  cos2  (Q  _^ cosQ  sin  ç  H sin^  o, 

on  a 

a\  —  iaQa=>        „             «1^1  —  a^b-i              .             b] — lac^c^    .   , 
=  —^ r cos^cD  -h  1 coso  sino  h — ^^ — -'  sin"2o 

~  A  cos-cp  -h  2B  coso  sin  cp  4-  G  sin^cp. 

En  posant 

my;2  —  v^2  _  Acos^çp  +  )A\  coscp  sin  cp  h-  Gsin^cp, 


(  ''-V  ) 
le  ])oint  rjui    a   pour  coordonnées  polaires  p  el  cp  décrit 
une  courbe  qui    en   coordonnées  rectangulaires  a  pour 
équation 

m{x'^  -r-JK^)^  —  Aa:2  —  'y.Y^xy —  C/^  =  o. 

Cette  courbe  n'est  autre  chose  que  la  podaire  de  l'ori- 
gine par  rapport  à  la  conique  qui  a  pour  équation  eu 
coordonnées  tangentielles, 

A  w-  ^-  9.  B  uv  H-  C  r^  —  m  —  o, 

comme  il  est  facile  de  le  vérifler.  Donc  : 

Théouème.  —  Si  d'un  point  O  F  on  abaisse  les  pe/- 
pendiculaires  OA^  ^  OA2)  .  .  . ,  0A,„  sur  les  tangentes  à 
une  courbe  C  parallèles  à  une  direction  A  et  que  l'on 
prejine  le  point  A  déterminé  par  la  relation 

mOA2  — OA|  +  OA|  +  . . . -r-  OA^,, 

le  lieu  de  ce  point  quand  A  varie  est  une  courbe  qui 
coïncide  avec  la  podaire  du  point  O  par  rapport  à  une 
conique  ayant  pour  centre  le  point  O  ;  autrement  dit, 
si  par  le  point  A  on  élève  une  perpendiculaire  à  la 
droite  OA,  V enveloppe  de  cette  droite  est  une  conique 
ayant  pour  centre  V origine. 

L'équalion  (i4)  nous  fournit  encore  la  relation 


et,  en  posant 
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le  point  (p,  o)  décrit  une  courbe  qui,  en  cooidoïinées 
polaires,  a  pour  équation 

1)  a,n  cos'''o  H-  bi,i  ros'"    '  o  sin  o  -}-.  .  .-f-  /,;,  sin'"'^ 


(  ^--^  ) 

et  en*'coordoniiéos  reclangulaircs 

{x^  +j2)  («,„_, 7'«-i  +  6,;,_,7'«-2:r+. ..H- /-,„-, .^'«-1) 

H-  m{a,ny"'  -h  b,„y"t-^ ;r  + .  .  .  +  /,„ x"' )  =  o ; 

d'où  ce  tliéorème  : 

Théokème.  —  Si  d^Kfi  point  O  l'oii  abaisse  les  per- 
pendiculaîj'es  OA,,  OAo,  .  .  .,  OA^^  sur  les  tangentes 
à  une  courbe  C  parallèles  à  une  direction  A,  le  centre 
des  moyennes  harmoniques  K  des  points  A,,  Ao,  ..., 
Km  décrit^  quand  A  varie,  une  courbe  d^ ordre  m-{-  i 
passant  par  les  points  cycliques ^  ayant  à  r origine  un 
point  multiple  d'ordre  m  et  admettant,  comme  tan- 
gentes en  ce  point,  les  tangentes  à  la  courbe  C  issues 
de  l'origine. 

Si  la  courbe  C  est  un  cercle,  le  lieu  du  point  A  est 
une  cubique  circulaire  unicursale  droite,  et,  réciproque- 
ment, il  est  aisé  de  voir  que  toute  cubique  circulaire 
unicursale  droite  peut  être  obtenue  ])ar  ce  mode  de  gé- 
nération. 

11  existe  une  classe  de  courbes  algébriques  qui  jouis- 
sent de  propriétés  intéressantes  et  que  nous  voulons  si- 
gnaler; ce  sont  c(dles  dont  les  tangentes  parallèles  à  une 
direction  A  se  divisent  en  couples  tels  que  le  produit 
des  distances  à  l'origine  d'un  couple  de  tangentes  soit 
constant  et  égal  à  R-.  Mais  auparavant  nous  allons  indi- 
quer quelques  propriétés  de  la  Iransforniation  suivante, 
dont  le  lieu  avec  notre  sujet  est  manifeste  : 

Etant  donnée  une  courbe  G  de  classe  m,  on  mène  la 
tangente  à  cette  courbe  en  un  poijit  M  et  sur  la  per- 
pendiculaire OP  abaissée  d'un  point  fixe  O  sur  cette 
tangente  on  prend  une  longueur  0P<   telle  que 

OP  X  OP,  =U2: 


(  ■>-73  ) 
étudier  la  courbe  enveloppée  pcir   la  parallèle   à  la 
tangente  menée  par  le  point  V ^ . 

On  voit  que^  les  courbes  C  et  C,  étant  polaires  réci- 
proques par  rapport  aujcercle  de  rayon  R  et  de  centre  O, 
la  transformation  peut  être  définie  de  la  façon  sui- 
vante : 

Etant  données  deux  courbes  polaires  réciproques  C 
et  Q^^  étudier  la  courbe  enveloppée  par  les  droites 
menées  par  les  différents  points  de  Ci,  parallèlement 
aux  tangentes  à  la  courbe  C  aux  points  coriespon- 
dants. 

Les  coordonnées  tangentielles  polaires  des  droites 
PM  et  P,  M,  sont  liées  par  la  relation 

et  les  coordonnées  tangentielles  oïdinaires  par  les  rela- 
tions 

u  c 

qu'il  est   impossible  de  ne  pas  rapprocher  des  formules 
de  la  transformation  par  rayons   vectiîurs  réciproques. 
Les  formules 

(9)  )/-./.' 

/  j  =z/?sincp-f-//cos'f, 

donnent  pour  les  coordonnées  du  point  M^  où  la  droite 
P<  Ml  touche  son  enveloppe 

:ri  =  — -  (iOCOscD — p  sinciV 

n  =  — ;  (/?  sino  —  p  coscs). 

et,  par  suite,  en  appcdant  /'  cl  /•,  les  rayons  vecteurs  des 


points  M  el  M,,  on  a 


d'où 


(  ^-4  ) 


/•f  =  —  /• 
P' 


on  voll  aisément  en  faisant  la  figure  qu'il  faut  prendre 
le  signe  — ,  et,  par  suite,  l'on  a 

/         p 
d'où  la  construction  très  simple  suivante  : 

Pour  avoir  le  point  oit  la  droite  PjM,  touche  son 
enveloppe,  mener  la  droite  OM  qui  coupe  P,  M,  en  M', , 
et  prendre  le  symétrique  du  point  M',  par  rapport  au 
point  P, . 

Le  rayon  de  courbure  au  point  Mi  est  donné  par  la 
formule 

?i  =  — (/^i^y>'i), 

c'est-à-dire 

?i  =  —  —  (/?--+-  op''-~  pp), 

expression  qui,  après  une  transformation  facile,  s'éciit 

0,=—  —  {o.r-^-^p^). 


c'est-à-dire 

('9) 

R2                   >R2/i 

•^•+^^-^-     p^ 

Mais  on  a 

^'  =  PPi, 

p    —  r  sin  V. 

Pi  =  /'i  sinV, 

o. 


^  désignant  l'angle  OMP,  /',  le  rayon    vecteur  OM,.  La 


(  ^-7à  ) 
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C'est  la  formule  que  nous  voulions  établir. 

Revenons  aux  eourbes  que  nous  avons  signalées  plus 
haut,  et  remarquant  que  ce  sont  des  antipodaires  de 
courbes  auallagmatiques,  nous  conviendrons  de  les 
désigner  sous  le  nom  (ï aiiailagtnaLiques  iangentielles. 
Il  faut  rappeler  que  le  type  général  des  équations  de 
degré  m^  réciprocpes  suivant  le  module  R-,  c'est-à-dire 
telles  que  les  racines  se  divisent  en  couples  dont  le  pro- 
duit soit  égal  à  R-,  est 

(  a,)X"^  -\-  aix''^-^  -+■  a^oc"^-'  -f- .  . . 
(21) 

(  -\-  K"'-'*a2cr^-\-  R"^-2«i.r  +  R'«ao  =  o, 

de  telle  sorte  que  l'on  a,  en  général, 

c'est-à-dire  que  les  coefficients  équidistants  des  extrêmes 
sont  égaux  à  une  puissance  de  R-  près. 

Il  faut  de  plus  que  m  soit  pair,  puisque  les  racines 
vont  par  couples.  Posons  donc  771=  2  ijl.  L'équation 

aop'^\^-h p^\^-^  cpi(coso,  sincp)-i-/?2[i,-2  ^^(coscp,  sincp)-h.  .  . 

H-  R2([J'--2)^2(p.2(coscp,  sincp) 
-f-  R2(tA-i)^  cp,(coscp,  siiio)-f"R2p-ao=  o 

ou,  en  coordonnées  tangentielles  ordinaires, 

aoR2!^(w--+-^Mî^+  R2({^-»)(i^2-Hp2)5x-icp,(,/,^(,) 

+  0^(11,  v)  -+-  cpi(  II,  V )  -\-  ao  =  O 

représente  une  famille  d'anallagmatiques  tangentielles 
de  classe  m.  Mais  ce  ne  sont  pas  les  seules  anallagma- 
tiques  tangentielles  de  classe  771.  En  etïet,  l'équation 

p-  o,n-i(  coso,  sin  o)  -T-  /)cp,„_i(coscp,  sincp) 

-i-  R-0;„_2  fros'^.  sin  o)  =  o 


(  ^:<'  ) 


OU  J) 


ion 


représente  encore  une  famille  de  courbes  de  classe  m 
répondant  à  la  question. 

Si  l'on  suppose  que  u  et  i^,  au  lieu  de  représenter  les 
coordonnées  d'une  droite,  représentent  les  coordonnées 
d'un  point  (a:,j)  ),  l'équation  {29,)  devient 

R2(^2  ^jrZ)o,„^^,{x,y)  -h  cp,„_i(2',jK)  -4-  cp,„_2(a",7)  =  o. 

Ces  courbes,  transformées  par  dualité  des  courbes 
(22),  ont  été  rencontrées  par  M.  Picquet  (Comptes 
rendus  de  V Académie  des  Sciences,  t.  LXXXVII, 
p.  ^60).  C'est  M.  Picquet  qui  a  montré  le  premier 
que  :  «  outre  les  courbes  du  quatrième  degré  qui  pas- 
sent deux  fois  par  les  points  cycliques,  courbes  désignées 
par  les  géomètres  anglais  sous  le  nom  de  quartiques 
bicijculaires,  qui  sont  les  seules  courbes  anallagmatiques 
de  ce  degré  qui  ont  été  considérées  par  les  savants  qui 
ont  traité  de  ce  sujet,  il  convient  encore  de  ranger  dans 
cette  catégorie  les  courbes  du  quatrième  degré  qui  ont 
un  point  double  et  dont  les  quatre  points  à  l'infini  sont 
les  points  cycliques  une  fois  et  les  deux  autres  respec- 
tivement sur  les  tangentes  au  point  double.  « 

De  môme,  les  anallagmatiques  de  quatrième  classe  se 
divisent  en  deux  familles  qui  ont  respectivement  pour 
équations 

(   «oP^ +/>^9i(  coscp,  sincp)  H-/>-cp2(coscp,  sincp) 
I  4- R2^cpi(coscp,  sincp) -h  «0  R^  =  o 


et 

(M) 


I  /?2  cp2(roso,  sincp  )  +y?cp:{(coso,  sin  cp  ) 

/  -I- R2cp2(co?cp,  sincp  )  =  o 


(  ^-7  ) 
OU,  en  coordonnées  tarii^cnliullcs  ordinaires, 

(  H-  92  ('';<')  +  ?1  ('',   ^)  +  «0   =   O, 

(26)         H2(?<2_|_  i>^)(^^_(u^ç)-^-  z^iu,  V)^  O^i  U,   V)   =  O. 

Les  premières  correspondent  aux  quarliques  bicircu- 
laires.  Les  autres  sont  caractérisées  par  Jes  propriétés 
suivantes  : 

Elles  sont  hltangeiites  à  la  droile  de  linfini  et  ont 
un  foyer  tel  que  les  tangentes  issues  de  ce  point  uont 
passer  par  les  points  de  contact  de  la  courbe  et  de  la 
droite  de  Vinjini. 

Comme  cas  particulier  de  l'équation  (24)  considérons 
l'équation 

(  /?2c?2(coscp,  sin  cû)  H- /?oi  (cosQ.  sino) 
( 24  )  j        '  '  '  "      .  ' 

f  +  R2c3,(cosQ,  sino)  =  o. 

Soient /7|  et /?2  It3s  racines  de  l'équation  (24')  et  po- 
sons ip  =  /?,  +/72.  On  a 

(  27  )  'ip  =  —   ^^ ^ ^-'- 

ou,  en  coordonnées  tangentielles  ordinaires, 

(28)  (?<2  4_  p2)  cp,(«..  v)-\~  lO^iu,  p)   =  O. 

Mais  si  nous  supposons  que,  dans  les  équations  (24') 
et  (27),  p  etcp  désignent  des  coordonnées  polaires  ordi- 
naiies,  ces  équations  représentent  des  courbes  qui  ont 
pour  équations  en  coordonnées  rectangulaires 

(29)  (^--4-JK2)  cp2(^,jK)+  (a-2  + j'2)  o,(^,jr)  4-  R2o(:r,7)  =  ^ 

et 

(30)  2'-p2(.r,j>')4- 9i(a7,j')  =0. 

L'équation  (2^)  est  l'écjuation   tangentielle  de  la  dé- 


(  ^-78  ) 
férente  de  1  aiiallagmalicjue  tle  seconde  espèce  (29)  ou  de 
l'antipodaire  de  la  conique  (3o). 

Nous  pouvons  alors  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Si  Ion  considère  l' anallagtnatiquc  (24')  thi  qua- 
trième ordre  et  de  seconde  espèce,  le  lieu  du  milieu  de 
la  corde  qui  joint  deux  points  correspondants  est  une 
conique  qui  passe  à  l'origine  et  dont  les  points  à  V in- 
fini sont  sur  les  tangentes  à  l'origine  à  l' anallagma- 
tique.  La  déférente  est  une  courbe  du  quatrième  ordre 
et  de  troisième  classe,  c  est-à-dire  une  quartique  à 
trois  rebroussements.  C'est  V antipodaire de  laconique 
précédente.  Elle  a  pour  foyer  l'origine  et  elle  est  bi- 
tangente  à  la  droite  de  l^ infini  aux  points  situés  sur 
les  tangentes  à  l'origine  à  l'anallagmatique. 

QUELQUES    COURBES    CÉLIiBllES. 

Courbe  p=  az).  — Considérons  la  courbe  dont  l'équa- 
tion est 

(3i)  p  =  ao. 

Pour  reconnaître  la  nature  de  cette  courbe,  le  moyen 

le  plus  simple  consiste  à  recourir  aux  formules  (i  i)  qui 

donnent 

a  =  —  a  sincp, 

p  r=      a  coscp  ; 
d'où 

La  courbe  est  une  développante  de  cercle  et  comme 
l'équation  (3 1)  en  coordonnées  polaires  ordinaires  repré- 
sente une  spirale  d'Arcliimède,  on  a  ce  théorème  : 

La  podaire  de  la  dé^^elo/ypante  d'un  cercle  C  par 
rapport  au  centre  du  cercle  Q  est  une  spirale  d  'y4rchi- 
mède  avant  pour  pôle  le  centre  du  cercle  C. 


(  ^79  ) 

Courbe   f)^^-'  —    Celle    courbe    est   ranlipodaiit! 

d'une  spirale  liyperbolique^  on  voit  encore  que  les  tan- 
geules  de  celle  courbe  sont  les  transformées  par  layons 
vecteurs  réciproques  des  tangentes  d'une  développante 
de  cercle,  la  transformation  étant  celle  que  nous  avons 
définie  plus  haut. 

On  sait  que  la  propriété  caractéristique  de  la  spirale 
hyperbolique 


a 


est    d'avoir    une    sous-normale    constante,    propriété 
exprimée  par  la  formule 


-)  =  ' 


De  même  de  l'équation  p  =  -  on  déduit 


d'où 

On  a  ensuite 


/  i' 
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x=       -- (c5  coso  +  smcû), 

■/  (5,2   "^  «  .  »  '' 
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(cp  sin  cp  ■--  1  coscp), 

3  =  --  -\  (' o  cos o H-  2  sint&  ), 
(;t,  pai'  suite, 

r-i  ^oc^.-^y^-^~{x-^  o-^),  r  =  |  sl P^' -^  a' , 


Cp3 

a 


(  .80  ) 

ioriuiilL-s  (|ui  pcriiieLlcîiU  de  déteriuiiuir  le  point  M  où 
la  laiigeiiLe  loiielu;  sou  enveloppe,  et  le  centre  de  cour- 
bure au  point  M. 

Coarhe  p  =  ae^ .  —  De  l'ecjuation 

(32)  p  —  ae^, 

qui  représente  uue  spirale  iogaritlimi(jue,  on  déduit 
iuiniédiateuient 

p'  r=  ae"^,         p"  z=  «e?,  ...  ; 

d'où 

p  =-,>./>. 
Ou  a  ensuite 

* 

1j- —  rte9(cos'«p  —  sino), 
y=  <ie?(cos© -H  sino  ), 
i  a=  —  rte?(coscp -f- sinci  ), 
!    j3  =       <7e'f(cos'f  —  sinrj). 

On  en  déduit,  en  désignant  par  /•  le  ravon  vecteur 
d'un  point  de  la  courbe, 

d'où 

r^p  /^  . 

Les  formules  (3!î)  donnent  ensuite 

L'équation 

a 

représente  évidemment  aussi  une  spirale  logarithmique 
et  les  coordonnées  (x^y)  d'un  point  de  cette  nouvelle 
courbe  s'expriment  par  les  formules 

a:  =  ae—''?(sh\o  ~\-  coso), 
y  —  <7e"''-?(sinct  —  roscp). 


I 


(  '■'.«-  ) 

Des  fornnilc's  [)récéJeincs    l'ésuilenl    la    plupart    des 
propriétés  do  la  spirale  logaritliinique. 
Tout  d'abord  on  voit  (jue  l(!s  formules 


or 

—  =  e?{  cosc:^  —  siii  cp  ), 


a 


T 

—  =  eÇfcoso  +  sino  )  • 
a  ' 

représentent  une  spiiale  logaritliuiique  {Journal  de 
M athématicjues  spéciales,  p.  »  72). 

Dans  la  spirale  logarithmique,  les  rayons  veeteurs 
qui  partent  du  pôle  coupent  la  courbe  sous  un  angle 
constant. 

Le  rayon  de  courbure  de  la  couîbe  en  un  point  est 
égal  à  deux  fois  la  distance  du  pôle  à  la  tangente  en  ce 
point. 

La  projection  du  rayon  de  courbure  sur  le  rayon  vec- 
teur est  avec  lui  dans  un  rapport  ct^nstant. 

Le  lieu  des  extrémités  de  la  sous-normale  polaire 
coïncide  avec  la  développée  de  la  spirale  logarithmique. 

La  développée,  la  podaire,  l'antipodaire,  la  polaire 
réciproque,  la  transformée  par  rayons  vecteurs  récipro- 
ques d'une  spirale  logarithmique  sont  des  spirales  lo- 
garithmiques. 

Courbes  p"^=  a^  shuno.   —  De  cette    équation  on 

déduit 

p"i-^p'=  «'"  cosmcp, 

et,  par  suite,  en  appelant  V  l'angle  sous  lequel  le  rayon 
vecteur  coupe  la  courbe  au  point  M,  on  a 

lang  V  =  '—  =  tangmcp; 

d'où 

V  =  mcp, 

c'est-à-dire   que    Tangle    V   varie    proportionnellement 


(  ■■■»■■>■  ) 

h  cp.  «  La  combe  s'iiillécliit  d'un  mouvement  uniforme 
sur  le  rayon  vecteur  cjuand  celui-ci  tourne  lui-même 
d'un  mouvement  uniforme.  ^)  [Nouvelles  jinnales y  i883, 

Ce  résultat  était  d'ailleurs  évident,  puisque  la  podaire 
d'une  spirale  à  infli^xion  proportionnelle  est  une  spirale 
de  mémo  nature. 

Le  rayon  de  courbure  donné  par  la  formule 


p=:-(/7-f-/>") 


est  égal  a 


1 

2 


P  =  ( TU  —  \)a  sin'"       m  cp, 

formule  qui  peut  s'écrire 

(m  —  \)p 


P  = 


s\x\'^  mo 


Mais  si  l'on  appelle  N  la  portion  de  normale  com- 
prise entre  la  rouibe  et  la  perpendiculaire  au  rayon 
vecteur  au  pôle,  on  voit  facilement  que  l'on  a  (JVou- 
^elLes  Annales,   i883,  p.    126) 

p  =(,n  — i)N. 

Cette  propriété  peut  servir  à  déterminer  le  centre  de 
courbure  de  la  courbe  en  un  point. 

APPLICATIONS     DIVERSES. 

Théorème  fondamental  de  la  théorie  des  dévelop- 
pées. —  En  désignant  par  ds  et  drr  les  différentielles 
des  arcs  d'une  courbe  et  de  sa  développée,  on  a  les  for- 
mules 

ds 

ds  =  —  ip  -^p")do, 

drs  =  -{])' -^p'")  do: 


(  ■'•«■5  > 

d'où 

ch        do 

i 

do        (r/cp 
dj  —  dp  =  o, 
7  —  0  =  const. 

Coordonnées  intrinsèques.  - —  La  posiliou  d'un 
point  M  sur  une  courbe  C  est  fixée,  si  l'on  connaît  la 
longueur  de  l'arc  qui  sépare  le  point  M  d'une  origine 
fixe  O,  choisie  sur  la  courbe,  c'est-à-dire  la  distance  du 
poiut  M  au  point  O  évaluée  sur  la  courbe.  Le  rayon  de 
courbure  p  de  la  courbe  au  point  M  est  une  fonction  de 
l'arc  OM=:.v, 

P  =  ?(■«)• 

Cette  équation  est  l'équation  intrinsèque  de  la  courbe; 
intrinsèque,  parce  qu'elle  permet  d'étudier  les  pro- 
|)riétés  de  la  courbe  sans  l'intervention  d'aucun  élé- 
ment extérieur. 

Quand  on  connait  l'équation  tangentielle  polaire 
d'une  courbe,  il  est  facile,  au  moins  lliéoriquement, 
d'obtenir  son  équation  intrinsèque.  En  effet,  soit 

l'équation  de  la  courbe.  On  a  les  relations 

r/.v  =  p  do, 

d'où  l'on  déduit 

ds  =  -(/?  -^p")do  =z-f{^)do  ~f"{o)do, 

en  éliminant  C3  entre  celte  équation  et  l'équation  qui 
donne  o,  on  obtient  une  relation  entre  i  et  p,  c'est- 
à-dire  l'équation  intrinsèque  de  la  courbe. 

Prenons  comme  exemple  la  courbe  enveloppée    par 
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une  droite   de  longueur  eonslanle  dont  les  exlréniités 
décrivent  deux  droites  rectangulaires;  e'est-i-dire  une 
hypocyeloïde  n  quatre  rebroussetnents. 
Son  équation,  facile  à  obtenir,  est 

p  =  [\  siii^cp  ; 
on  en  déduit 

p  =  —  ip  -+-  p" )  =  3  R  sin  !?. cp  =  3/?  : 

d'où  ce  théorème  : 

Le  rayon  de  coiubure  de  Vhypocjcloïde  à  quatre 

rebroasseinejits   en  un  point  est   égal  à    trois  fois  la 

,    distance  du  centre  de  la  courbe  à  la  tangente  en  ce 

point.   (Voir   Nouvelles  annales,     i886,   p.    278.    Le 

théorème  est  attribué  à  M.  Lamarle.) 

On  a  ensuite 

1 
4 


^  R  COS2C3, 


—  2 

p  =       3  R  sin  2cp  ; 


par  suite, 


452-+-p2=  gR2   : 


c'est  l'équation  intrinsèque  de  la  courbe;  les  arc^s  sont 
comptés  à  partir  du  point  qui  se  trouve  sur  la  bissec- 
trice de  l'angle  j^Ox.  L'arc  compris  entre  deux  points 
de  rebroussements  est  égal  à  3R,  d'où  ce  théorème  : 

La  longueur  de  l'hypocjcloïde  à  quatre  rebrousse- 
ments est  douze  fois  le  rayon  du  cercle  inscrit. 

L'é(|uation 

yj>  =  R  sin2  o 

représente  en   coordonnées  polaires  ordinaires  la  po- 
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claire  de  riijpoeycloùle  par  rapport  à  son  eentre;  c'est 
une  rosace  à  quatre  branches. 

Comme  second  exemple,  prenons  l'hypocycloïde  a 
trois  rebroussements.  Son  équation  tangentielle  est 

On  y  ariive  Ucilement  en  la  considérant  comme  l'en- 
veloppe d'une  droite  dont  le  milieu  de  la  portion  com- 
prise entre  les  axes  décrit  le  cercle  qui  a  pour  équation 

sp^-\- y^  —  '2  R ^  =  o. 

En  coordonnées  langentielles  polaires,  l'équation 
précédente  devient 

^  =  4  R  sin^cp  coscp  =  t^Rsinao  coscp, 

ou  par  une  transformation  facile 

p  —  R(cos(X)  —  cos3o). 
On  a  par  suite 

/?'=:  R( —  sin  Q -f- 3sln  3o), 


d'où 


/)"=R( — coscp -+- 9COS  3cp): 
p  =  —  8  R  cos3co^ 


r^  8 

8"=  —  8R    /      cos3cp= — -  Rsin3cp 
•A  ^ 

et,  par  suite, 

p2-^952  =  64R2  : 

c'est  l'équation  intrinsèque  de  l'hypocycloïde;  l'origine 
est  un  sommet  de  la  courbe.  La  longueur  d'un  arc  com- 
pris entre  deux  points  de  rebroussement  est  -^^R,  d'où 
ce  théorème  : 

La   longueur    de   V hypocycloïde    est    seize    fois   le 
rayon  du  cercle  inscrit. 

Ann.  de  Mathémat.,  3'  série,  t.  \.  (Jiiillfl   1893.)  2  1 
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Les  formuh^s 

/>^R(coscp  —  cos']cp), 

p  —  —  8  R  cos  3  o 
donnent 

/?  —  R  coso  =  \^ . 

De  là  résulle  le  théorème  suivant,  du  à  M.  de  Long- 
champs  (^Journal  de  Mathématiques  spéciales,  i884)  '• 

Le  rayon  rie  courbure  de  rhypocjcloïde  à  trois 
rebroussenients  en  un  point  est  égal  à  huit  fois  la 
distance  du  centre  de  la  courbe  à  la  tangente  en  ce 
point. 

L'équation 

p  =  R(coscp  —  cos  3  9) 

est  l'équation  de  la  podaire  dn  l'hypocycloïde;  c'est  un 
foliuin  double. 


AGRÉGATION  DES  SCIENCES  MATHEMATIOUES 
(CONCOURS  DE  1893). 


Mathématiques  élémentaires. 

Étant  donnés  deux  cercles  G  et  Ci  qui  ont  même  centre  A 
et  un  troisième  cercle  S  dont  le  centre  est  O,  on  considère  les 
cercles  E  orthogonaux  à  G  et  tels  que  l'axe  radical  de  chacun 
d'eux  et  du  cercle  S  touche  le  cercle  Gj. 

1°  Démontrer  que  le  lieu  des  centres  des  cercles  S  est  un 
cercle  Sj. 

{Pour  abréger  le  langage,  nous  dirons  que  le  cercle  Si 
correspond  au  cercle  S.) 

1^  On  suppose  que  deux  cercles  G  et  Gi  sont  confondus  et 
l'on  propose  d'étudier,  dans  cette  hypothèse,  la  position    rela- 
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live  des  cercles  S  et  Si  quand  on  fait  varier  le  rayon  du  cercle 
S,  le  cercle  G  et  le  centre  0  du  cercle  S  restant  fixes. 

3°  Désignons  par  82  le  cercle  qui  correspond  à  Si,  par  S3  le 
cercle  qui  correspond  à  S2,  et  ainsi  de  suite. 

En  supposant  encore  les  cercles  G  et  Gi  confondus,  on  pro- 
pose de  chercher  si  le  cercle  S^  tend  vers  une  position  limite 
quand  n  augmente  indéfiniment,  mais  seulement  dans  les  hy- 
pothèses suivantes  : 

«i<R,         rf=R,         f/=3R, 

d  représentant  la  distance  AO  et  R  le  rayon  du  cercle  G. 

Trouver,  dans  les  hypothèses  <i  =  R  et  of  =  3R,  l'expression 
du  rayon  du  cercle  8,^  en  fonction  de  R  et  de  n. 

Mathématiques  spéciales. 

On  considère  un  hyperboloïde  à  une  nappe  H  et  le  cône  S 
qui  est  l'enveloppe  des  plans  normaux  aux  génératrices  de  cet 
hyperboloïde  menés  par  un  point  donné  M. 

1°  Déterminer  les  sommets  du  tétraèdre  MM1M2M3  conjugué 
par  rapport  à  toutes  les  quadriques  qui  passent  par  l'intersec- 
tion de  l'hyperboloïde  H  et  du  cône  S. 

Trouver  le  lieu  G  des  sommets  Mi,  M2,  M3  de  ce  tétraèdre 
lorsque,  le  point  M  restant  fixe,  l'hyperboloïde  H  se  modifie 
en  restant  concentrique  et  homothétique  à  un  hyperboloïde 
donné. 

2°  Trouver  la  surface  engendrée  par  la  ligne  G  lorsque  le 
point  M  décrit  une  droite  donnée  D,  et  déterminer  les  posi- 
tions qu'il  faut  donner  à  cette  droite  D  pour  que  cette  surface 
soit  de  révolution. 

3**  Déterminer  les  coordonnées  du  centre  w  de  la  sphère  cir- 
conscrite au  tétraèdre  MM1M2M3  en  fonction  des  coordonnées 
du  point  M  pour  un  hyperboloïde  donné  H. 

Trouver  le  lieu  de  ce  centre  to  lorsque,  le  point  M  restant 
fixe,  l'hyperboloïde  H  se  modifie  en  restant  concentrique  et 
homothétique  à  un  hyperboloïde  doiiné. 

4°  Démontrer  que  la  droite  qui  joint  le  centre  to  de  la  sphère 
circonscrite  au  tétraèdre  MMi  IM2M3  au  centre  de  gravité  G  de 
ce  tétraèdre  passe  par  un  point  fixe  I  lorsque,  le  point  M  res- 
tant fixe,  l'hyperboloïde  H   se  modifie  en  restant  concentrique 
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^t  homothétique  à  un  hyperboloïde  donné,  et  faire  voir  que  le 
point  G  est  le  milieu  de  col. 

Composition  sur  V Analyse  et  ses  applications  géométriques. 

Soient  R  (5)  un  polynôme    du    huitième   degré,  «i,  a^^,.., 
«8  S6S  racines  supposées  toutes  distinctes  et  différentes  de  o. 
Soient^  une  fonction  de  z  définie  par  la  relation 

et  ±j'o  Ifis  valeurs  àe y  pour  2  —  o. 
On  considère  l'intégrale 


•^0 


zP-^dz 

r 


{p=  1,2,  3) 


obtenue  en  allant  de  l'origine  au  point  (x)  par  un  chemin 
quelconque,  la  valeur  àe  y,  pour  z  =  o,  étant  -hyo- 

On  désigne  par  I  la  valeur  de  V  qui  correspond  à  un  chemin 
déterminé  OBo:,  et  par  A/  la  valeur  de  V  qui  correspond  à  un 
chemin  déterminé  OC aj  allant  de  l'origine  au  point  (aj), 
ij  =  1,2,.. .,8). 

Gela  posé,  on  propose  de  démontrer  que  toutes  les  valeurs 
que  peut  prendre  V  s'obtiennent  en  ajoutant  aux  quantités  I 
et  2  Al — I  des  multiples  quelconques  positifs  ou  négatifs  de 
six  constantes  wy,  définies  par  les  relations 

a>i=  2(Âi  —  A2),  t02=  2(A2—  A3), 

W3=  2(Ai—  A2+  A3—  Ai),  t04=:   2(A4—  Ag), 

a)5  =  2(Ai  —  A2-+-  A3  — A^-l-  A5—  As),  t06=  2(A6—  A7). 

Les  constantes  oij  sont  appelées  les  périodes  de  l'intégrale 
V,  et  l'on  dit  que  ces  périodes  sont  distinctes  s'il  n'existe  entre 
elles  aucune  relation  linéaire  et  homogène  à  coefficients  en- 
tiers. 

Application.  —  On  suppose  que  la  fonction  R(z)se  réduise 

au  trinôme 

z^  -^  az^  +  I 

et  Ton  considère  les  deux  intégrales 

r'^dz  r'z-^dz 


I 
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1°  Démontrer  que,  pour  chacune  de  ces  intégrales,  les  six 
périodes  se  réduisent  à  quatre  distinctes,  qui  peuvent  être 
mises  sous  la  forme 

Q,*,         122,         t'Qi,         iili 

pour  l'intégrale  w,  et  sous  la  forme 

pour  l'intégrale  j. 

•2"  Entre  les  périodes  ili  et  T^  on  a  les  relations 

3*  Montrer  que  l'on  peut  trouver  pour  les  constantes  A  et  B 
une  infinité  de  valeurs  telles  que,  pour  l'intégrale  Awh-Bj, 
le  nombre  des  périodes  se  réduise  à  deux  distinctes. 

Composition  de  Mécaîiique  rationne  lie. 

1"  Une  plaque  pesante  ABC  dont  le  périmètre  contient  un 
segment  rectiligne  AB  s'appuie  par  ce  côté  AB  sur  un  plan 
fixe  qui  est  horizontal  et  sur  lequel  AB  glisse  sans  frottement. 

Cette  plaque,  qui  est  immobile  à  l'origine  du  temps,  est 
abandonnée  à  l'action  de  la  pesanteur. 

On  demande  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que, 
pendant  le  mouvement,  le  côté  rectiligne  AB  se  déplace  paral- 
lèlement à  sa  position  initiale. 

2°  La  condition  demandée  est,  en  particulier,  satisfaite  pour 
une  plaque  homogène  dont  le  périmètre  est  une  demi-circon- 
férence de  cercle.  , 

On  considère  une  plaque  homogène,  demi-circulaire,  dont  le 
rayon  est  égal  à  i*";  on  suppose,  en  outre,  qu'à  l'origine  du 
temps  la  plaque  est  immobile  et  fait  avec  le  plan  horizontal  un 
angle  de  3o". 

On  demande  de  trouver,  dans  ces  hypothèses  particulières, 
une  limite  supérieure  et  une  limite  inférieure  du  temps  qui 
s'écoule  depuis  l'origine  jusqu'à  l'instant  oià  la  plaque  semi- 
circulaire  vient  coïncider  avec  le  plan  horizontal. 
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CO^COLRS  D'ADMISSION  A  L  ÉCOLE  NODMALE  SLPÉRIEIRE 

EN  I89r>. 


Mathématiques. 

1°  Les  coordonnées  des  points  d'une  courbe  (C)  étant  repré- 
sentées par  les  formules 


X  = 


a 


y  = 


où  t  désigne  un  paramètre  variable  et  a,  b,  c  sont  trois  con- 
stantes différentes^  on  considère  tous  les  segments  de  droite 
dont  les  deux  extrémités  sont  sur  la  courbe  (G)  et  l'on  demande 
de  trouver  la  surface  (S)  lieu  des  milieux  M  de  ces  courbes. 

'1°  Démontrer  que  la  surface  (S)  contient  la  courbe  (G)  et 
ses  trois  asymptotes. 

3°  Montrer  qu'à  chaque  point  M  de  cette  surface  correspond 
une  seule  corde  de  la  courbe  (G)  ayant  son  milieu  en  M.  Dis- 
cuter analytiquement  et  mettre  ainsi  en  évidence  trois  droites 
tracées  sur  la  surface  (S). 

4°  Délimiter  la  région  du  plan  des  xy  oii  doit  se  projeter 
un  point  M  de  la  surface  (S)  pour  que  la  corde  dont  ce  point 
est  le  milieu  joigne  deux  points  réels  de  la  courbe  (G). 

5°  Trouver  toutes  les  droites  situées  à  distance  finie  sur  la 
surface  (S). 

6°  Tfouver  le  lieu  des  cordes  de  la  courbe  (G)  dont  les  mi- 
lieux sont  sur  une  droite. 


Physique. 

l.  Une  sphère  de  verre,  de  rayon  a,  est  percée  d'une  cavité 
sphérique,  concentrique,  de  rayon  b,  remplie  de  mercure.  Un 
point  lumineux  est  placé  extérieurement  à  une  distance  D  du 
centre. 

On  demande  : 

i"  D'étudier  la  marche  des  rayons  centraux: 

2"  De  distinguer  les  différentes  régions  que  les  rayons  mar- 
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j;inaux    éclairent,  soit  par  transmission,  soil  par  rétlexion  sur 
le  mercure. 

On  examinera  l'influence  de  la  dispersion. 

II.  Une  goutte  d'eau  à  zéro,  pesant  un  demi-gramme,  est 
placée  dans  une  cavité  au  fond  d'un  cylindre  de  ao*^"  de  dia- 
mètre, dont  les  parois  sont  rigoureusement  imperméables  à  la 
chaleur.  Un  piston,  poussé  à  fond,  ne  laisse  qu'un  espace  nui- 
sible négligeable;  on  soulève  ce  piston  de  38'^"';  il  ne  reste  plus 
qu'un  globule  de  glace  à  zéro. 

On  demande  : 

1°  Quel  est  le  poids  de  la  glace  : 

2°  Quelle  est  la  chaleur  de  fusion  de  la  glace. 

Tension  maxima  de  la  vapeur  d'eau  à  zéro  . . .     4™'", 6 
Chaleur  de  volatilisation  de  l'eau  à  zéro 66o 

Pour  répéter  l'expérience  classique  de  Leslie,  on  met  ordi- 
nairement la  goutte  d'eau  dans  un  bouchon  placé  à  peu  de 
distance  au-dessus  d'un  large  cristallisoir  contenant  de  l'acide 
sulfurique  concentré.  Quel  rùle  joue  cet  acide  sulfurique? 

Dissertation  française. 

Expliquer  et  discuter  cette  phrase  de  d'Alembert  : 
«  Les  vérités  mathématiques   sont  en  quelque  sorte  l'asym- 
ptote des  vérités  physiques,  c'est-à-dire  le  terme  dont  celles-ci 
peuvent  indéfiniment  approcher,  sans  jamais  y  arriver  exac- 
tement. » 


SUR  \m  FORMULE  GÉNÉRALE  DE  LA  MESURE  DES  VOLUMES; 

Par  m.  a.  DE  SAINT-GERMAIN. 


Une  formule  très  générale  et  très  simple 


{  -^-9^  ) 
donne,  comme  on  sait,  le  volume  d'un  solide  S  limité 
par  deux  faces  parallèles  à  un  plan  P,  lorsque  l'expres- 
sion 'j>{z)  de  l'aire  de  la  section  faite  dans  S  par  un 
plan  mené  parallèlement  à  P,  à  la  distance  quelconque  s, 
est  un  polynôme  du  deuxième  ou  du  troisième  degré 
en  z  :  celte  formule  est-elle  applicable  avec  d'autres 
formes  de  o{z)  quand  l'une,  au  moins,  des  bases  de  S 
peut  être  prise  à  une  distance  arbitraire  de  P?  Je  n'ai 
pas  vu  que  la  question  ait  été  posée,  mais  il  est  facile 
d'y  répondre  négativement  dans  le  cas  très  général 
où  (p(z)  pourrait  s'exprimer  à  l'aide  d'une  série  ordon- 
née suivant  les  puissances  positives  de  z. 

Comptons  z  à  partir  de  la  face  de  S  qui  est  donnée 
et  soit  2/1  la  liauteur  du  solide^  supposons  que  o(^z) 
soit  donné  par  une  série  de  la  forme 

te 

cp(5)=  Ao-+- V  A'î^a™, 
1 

a,,  ao,  ...  étant  des  exposants  positifs  quelconques, 
mais  croissants,  et  la  série  convergente  tant  que  z  est 
inférieur  à  une  certaine  limite  qui  n'atteint  pas  non 
plus  2  A.  On  devrait  avoir 


/ 


'"^  h 

(û{z)dz  =  ^  [o(o)-f-çp(2A)+4cp(/i)], 


ou,  en  développant  o(z)  et  effectuant  les  calculs, 

Les  coefficients  des  mêmes  puissauces  de  h  dans  les 
deux  membres  doivent  être  égaux  :  cela  a  lieu  pour  les 
termes  en  // ;  mais,  pour  qu'il  en  soit  de  même  des 
termes  en   /?,='•"+',  par   exemple,  il  faut,  si    A„  n'est  pas 


(  «)3  ) 
nul,  que  l'exposant  a/^  satisfasse  à  une  équation  qu'on 
peut  mettre  sous  la  forme 

F(a7)=  (5  —  :r)  2-^-2— 37  — I  =  o; 

celte  équation  a  pour  racines  réelles  i ,  2  et  3,  et  elle  ne 
saurait  en  avoir  plus  de  trois,  carF'''(.r),  égale  à 

log2[(5  —  x)  Iog2  —  2]  e^~^, 

ne  s'annule  que  pour  une  valeur  réelle  et  finie  de  x  : 
donc  CD (2)  se  réduit  nécessairement  à  la  forme 

Ao -h  Al  ^  +  A2 -s^  H-  Aa^^. 

On   ne  peut  d'ailleurs  considérer  des  solides  dont  les 
sections  auraient  des  aires  infinies. 

J'indiquerai  une  démonstration  très  élémentaire  de  la 
formule  (i)  dans  le  cas,  qui  est  le  plus  important,  où 
^{z)  n'est  que  du  second  degré.  Imaginons  un  prisme  T, 
dont  les  bases  soient  situées  dans  les  plans  des  bases 
B,  B'  de  S  et  deux  pyramides  T',  T''  ayant,  l'une  sa 
base,  l'autre  son  sommet  dans  le  plan  de  B  et  inverse- 
ment dans  le  plan  de  B'  :  il  est  facile  de  déterminer 
les  bases  de  T,  T',  T'''  de  manière  que  la  somme  (algé- 
brique) des  aires  des  sections  faites  dans  les  trois  so- 
lides par  tout  plan  parallèle  à  P  soit  égale  à  l'aire  de 
la  section  faite  dans  S.  Le  volume  de  S  sera  égal  à  la 
somme  des  volumes  de  T,  T',  T'''  et,  comme  la  for- 
mule (i)  est  évidente  pour  le  prisme  et  les  pyramides, 
elle  sera  également  vraie  pour  S. 
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SUR  LES  CUIUOIKS  A  POI^T  DE  UEBROLSSEMENÏ; 

Par  m.  Gh.  BIOGHE. 


1.  Dans  les  Leçons  de  Géométrie  de  Clebsch  (irad. 
Benotst,  t.  IJ,  p.  345)  on  trouve  la  propriété  suivante 
des  courbes  du  troisième  degré  qui  possèdent  un  point 
de  rcbroussenient. 

Si  d'un  point  Mq  de  la  courbe  on  mène  la  tangente, 
si  du  point  de  contact  M i  de  cette  tangente  on  mèue 
encore  la  tangente,  et  ainsi  de  suite,  on  obtient  une 
série  de  points  JMq,  M|  ,  .  • .,  M/^  tels  que,  lorsque  n  aug- 
mente indéfiniment,  le  point  M^  tend  vers  une  position 
limite,  qui  est  celle  du  point  d'inflexion. 

Inversement,  si  l'on  mène  la  tangente  en  Mo  elle 
coupe  en  un  point  M_i  ;  la  tangente  en  M_<  coupe  en 
M_2  et  ainsi  de  suite.  Le  point  JM_^  tend  vers  le  point 
de  rebroussement. 


2.  Cette  propriété  peut  se  généraliser  parla  méthode 
même  de  Clebsch.  Si  l'on  prend  un  triangle  de  référence 
formé  par  la  droite  qui  joint  les  points  d'inflexion  et  de 
rebroussement,  et  par  les  tangentes  en  ces  points,  la 
cubique  peut  se  représenter  par  l'équation 


?2  s  — 


x^'Z  =  JK 


Si  l'on  posej  =Xx,  à  chaque  valeur  de  \  correspond 
un  point  de  la  cubique.  Les  points  d'intersection  de  la 
cubique  avec  une  conique  dont  l'équation  serait 

A ic2 _|_  A'j2  4.  A"^2  ^_ 2  Y^yz  -t-  9.  Wzx  -H  2  W xy  —  o 
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sont  déUTiniiiés  par  l'équation 

A'Xe-h^BX^+^.B'X^-f- A'X2h_9J3"X-4-  A  =  o. 

0/1  voit  que  dans  une  telle  écjuation  la  somme  des  ra- 
cines est  toujours  nuIKî.  C'est  ce  qui  permet  d'élablir 
facilement  les  résultats  suivants. 

3.  Considérons  une  série  de  coniques  dont  chacune  a 
avec  la  cubique  un  contact  du  quatrième  ordre  et  telles 
que  le  point  de  contact  de  l'une  soit  le  point  d'intersec- 
tion de  la  suivante.  En  partant  d'un  point  de  paramètre 
"ko,  on  peut,  comme  dans  le  problème  de  Clebscb,  dé- 
terminer deux  suites  de  points, 

Aq,      Al,         .  .  . ,      Afi,         .  .  . , 
Ao,      A_i,       .  .  . ,      X_„,       ...  ; 

on  voit  que 

de  sorte  que  le  point  X,,  a  pour  limite   le  point  X.  ==:  o, 
c'est-à-dire  le  point  d'inflexion.  De  même 

X_„=(-5)«Xo, 

de  sorte  que  le  point  1_„  a  pour  limite  le  point  ).  =  oc, 
c'est-à-dire  le  point  de  rebroussement. 

4.  Si  l'on  considérait  une  suite  analogue  formée  de 
coniques  ayant  chacune  avec  la  cubique  deux  contacts, 
l'un  du  premier  ordre  et  l'autre  du  troisième,  on  retom- 
berait sur  le  problème  de  Clebsch  ;  car,  dans  ce  cas,  les 
coniques  se  réduiraient  à  des  droites  doubles.  Je  nu? 
borne  à  signaler  ce  fait,  qui  est  facile  à  vérifier. 


(    «96 

5.  Si  l'on  considère  des  coniques  ayant  deux  contacts 
du  deuxième  ordre,  les  paramètres  des  points  de  contact 
sont  liés  par  l'équation 

Ces  points  ne  forment  donc  plus  une  suite.  Ils  sont 
deux  à  deux  sur  des  droites  passant  par  le  point  d'in- 
flexion^ la  (!orde  qui  les  joint  est  divisée  harmonique- 
nient  par  le  point  d'inflexion  et  par  le  point  où  elle 
coupe  la  tangente  au  rebroussement. 

6.  On  peut  assujettir  les  coniques  à  passer  par  des 
points  fixes  de  la  cubique.  La  somme  des  paramètres 
des  points  variables  n'est  plus  nulle  en  général,  elle 
est  toujours  constante.  On  obtient  alors  des  résultats  du 
même  genre  que  ceux  qui  précèdent;  j'indiquerai  seu- 
lement le  suivant. 

Si  l'on  considère  une  cubique  circulaire  à  point  de 
rebroussement,  et  une  série  de  cercles  osculateurs  tels 
que  le  point  de  contact  de  chacun  d'eux  soit  le  point 
d'intersection  du  suivant  avec  la  cubique,  on  a,  comme 
précédemment,  des  suites  de  points 

Aq,      Al,         .  .  . ,      Afi,         •  •  •  > 
'^o>     ^-ii      •  •  •  )     A—,,,     ...  : 

le  point  \_n  tend  vers  le  rebroussement,  et  le  point  A„ 
vers  le  point  où  le  cercle  osculateur  a  avec  la  cubique 
un  contact  du  troisième  ordre.  Ce  point  est  distinct  du 
point  d'inflexion  si  celui-ci  est  à  distance  finie. 
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DES  FIGIRES  SEMBLABLEUEiXT  VARIABLES  AYA\T  IJIV  CEi\TRE 
PERMANElVr  DE  SIMILITUDE,  ET  DO\T  lli\E  COIRBE  PASSE 
PAR  11  POINT  FIXE; 

Par  m.  J.  RÉVEILLIi:. 


I.  Soit  G  une  courbe  liée  à  une  figure  semblaLlement 
variable  dont  le  point  O  est  un  centre  permanent  de 
similitude.  Je  suppose  tjue  la  courbe  G  passe  par  le 
point  fixe  A^  soit  Go  une  certaine  position  de  la  courbe 
C-^  je  vais  cbercliei*  la  ligne  décrite  par  le  point  A  con- 
sidéré comme  appartenant  à  la  figure  variable. 


Soit  A'  la  position  de  ce  point  quand  la  figure  a 
tourné  de  l'angle  a,  et  soit  A"  le  point  de  la  courbe  Go 
qui  vient  en  A  après  cette  rotation. 

On  a  les  relations 


a=A''OA  =  AOA^ 


OA"        OA  —- 


OA        OA' 


ou 


OA  =OA'xOA", 


Le  point  A'J  symétrique  du  point  A'^  par  rapport  à  la 
droite  OA  se  trouve  sur  OA';  il  est  aussi  sur  la  courbe 
C,  symétrique  de  Go  par  rapport  à  cette  droite  OA  ;  et 

la  relation  OA  =OA','xOA'  montre  que  le  point  A' 
Ann.  de  Mathéniat.,  Z"  série,  t.  XII.  (Août  1893.)  22 
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appartient  à  la  courbe  F,  inverse  de  Ci .  Tous  les  autres 
points  de  la  figure  décrivent  des  courbes  V  semblables 

car,. 

Projetons  maintenant  le  centre  O  au  point  cj  sur  une 
droite  Dde  la  figure  semblablement  variable^  ce  point  (o 
déciit  une  courbe  F,  et  l'enveloppe  de  D  est  alors  la 
podaire  négative  de  F,  c'est-à-dire  une  courbe  sem- 
blable à  la  polaire  réciproque  de  C|,  le  cercle  directeur 
ayant  son  centre  au  point  O. 

Si  la  courbe  C  est  anallagmatique,  les  courbes  F  et  C 
sont  semblables  ;  si  la  courbe  C  est  égale  à  sa  polaire 
réciproque,  la  droite  D  enveloppe  une  courbe  semblable 
à  la  courbe  C. 

II.  Supposons  maintenant  que  la  courbe  C,  au  lieu 
de  passer  par  un  point  fixe,  touche  une  droite  fixe  A. 

Transformons  la  figure  par  la  méthode  des  polaires 
réciproques  en  prenant  un  cercle  directeur  de  centre  O. 
Nous  obtiendrons  une  figure  semblablement  vaiiable, 
dont  une  courbe  K  passe  par  un  point  fixe. 

D'après  ce  qui  précède,  une  droite  de  cette  dernière 
figure  enveloppe  une  courbe  semblable  à  la  polaire  ré- 
ciproque de  la  courbe  K,  c'est-à-dire  semblable  à  la 
courbe  C. 

Donc  un  point  de  la  figure  donnée  décrit  une  courbe 
semblable  à  la  courbe  K,  c'est-à-dire  à  la  polaire  réci- 
proque de  la  courbe  C.  Quant  à  une  droite  de  cette 
ligure,  on  voit  sans  peine  qu'elle  enveloppe  une  courbe 
semblable  à  la  podaire  négative  de  la  polaire  réciproque 
de  la  courbe  C. 

III.  Etant  parti  d'une  figure  semblabletnent  variable, 
dont  une  courbe  passe  par  un  point  fixe,  nous  sommes 
arrivé,  par  la  méthode  de  transformation  des  polaires 
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rt''ci[)rotiiics,   à  une   ligure  donl  une:   couibc  Louclio  une 
droiLo  fixe. 

La  inélliodo  d'iuvc^rsioii  conduit  niainlcnaiil  à  une; 
(igure  scniblablcMnent  variable,  dont  une;  courbe  touche 
une  circonférence  fixe  passant  par  le  centre  permanent 
de  similitude. 

Une  nouvelle  transformation  par  les  polaires  réci- 
proques amène  à  une  figure,  toujours  sendjlablement  va- 
riable, dont  une  couibe  est  tangente  à  une  parabole 
ayant  le  centre  permanent  de  similitude  pour  foyer ^  et 
ainsi  de  suite.  On  pourra  alterner  indéfiniment  ces  deux 
méthodes  de  transformation. 

IV.  Par  suite  de  ces  transformations  successives  la 
courbe  C  et  le  point  fixe  A,  pai*  lequel  elle  passe,  se 
transforment  indéfiniment.  Mais  il  n'en  est  pas  de 
même  des  courbes  décrites  par  les  points,  ou  envelop- 
pées par  les  droites  des  figures  semblablement  varia- 
bles successivement  obtenues. 

En  effet,  nous  avons  vu  que,  dans  le  premier  (*as, 
un  point  de  la  figure  décrit  la  courbe  réciproque  de  la 
courbe  C,  et  une  droite  enveloppe  la  polaire  réciproque 
de  cette  courbe  C. 

Par  suite  de  la  première  transformation  par  polaires 
réciproques,  U5i  point  de  la  nouvelle  figure  décrit  la 
courbe  primitive  C,  et  une  droite  enveloppe  la  podaire 
négative  de  C  ou  la  polaire  de  son  inverse. 

Une  inversion  donne  maintenant  une  troisième  figure, 
'dont  un  point  décrit  l'inverse  de  la  courbe  C,  et  dont 
une  droite  enveloppe  la  polaire  récipioque  de  celte 
courbe  C . 

Nous  sommes  ainsi  ramené  aux  résultats  du  pre- 
mier cas,  et  les  résultats  suivants  se  reproduisent  pé- 
riodiquement. 


I 
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V.  Les  considéra  lions  (jui  précèdent  pernicllcnl  de 
résoudre  inmiédiatetncnt  un  assez  grand  nombre  de 
problèmes,  parmi  lesquels  j'énoncerai  les  suivants,  la 
plupart  très  connus,  et  qu'on  ponirait  d'ailleurs  mul- 
tiplier indéliniment. 

Le  lieu  des  centres  des  hy perboles  équilaLères  ayant 
un  foyer  commun  et  passant  par  un  point  fixe  est  un 
limaçon  de  Pascal;  l'en^^eloppe  de  chaque  asymptote 
est  un  cercle. 

Le  lieu  des  foyers  des  hyperboles  équilateres  con- 
centriques et  passant  par  un  point  fixe  est  une  lemnis- 
cate ;  l'enveloppe  des  directrices  est  une  hyperbole 
équilatère. 

Le  lieu  du  foyer  d' une  parabole  dont  le  sommet  est 
fixe  et  qui  passe  par  un  autre  point  fixe  est  une  cis- 
soïde;  V enveloppe  de  la  directrice  est  une  parabole. 

Le  lieu  des  sommets  des  ellipses  concentriques  et 
semblables  qui  passent  par  un  point  fixe  est  la  courbe 
inverse  de  V ellipse  qui  a  ce  point  fixe  pour  sommet  ; 
les  directj'ices  enveloppent  une  ellipse. 

Le  lieu  des  centres  des  cercles  tangents  à  une  car- 
dioïde  et  passant  par  le  point  de  rebroussement  est  un 
cercle. 

Etant  donnés  deux  cercles  égaux  et  tangents  exté- 
rieurement, si  une  lemniscate  a  son  point  double  au 
point  de  contact,  et  si  elle  est  tangente  aux  deux  cer- 
cles, le  lieu  de  ses  sommets  est  une  lemniscate. 

L'enveloppe  de  l' asy tnptote  d'une  cissoïde  qui  est 
tangente  à  un  cercle  fixe  passant  par  son  point  de  re- 
broussement est  une  parabole. 


I 
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DÉWO.\STRATIO\  DU  TIIÉOÏIÈME  DE  D'ALEWBEIIT; 

Par  m.  E.  JABLONSKI, 

Professeur  au  lycée  Charlemagne. 


J'ai  donne  deriiièrenicnt  clans  le  Balletin  scianti- 
Ji(/iie  tle  M.  Liîbon  une  démonstration  de  ee  théorème 
(jue  je  croyais  nouvelle^  M.  Brisse  m'a  fait  observer 
qu'elle  avait  été  donnée  jadis  par  Slurm  et  arrangée 
par  Liouville.  En  voici  une  autre  cjue  je  crois  préie- 
rable,  et  qui  ne  laisserait  lien  à  désirer  si  l'on  pouvait 
établir  d'une  manière  plus  élémentaire  le  lemme  sur 
lequel  je  m'a[)[)uie. 

Lemme.  —  On  peut  toujours  troui^ei'  dans  le  plan  au 
moins  une  valeur  finie  de  z  telle  que  le  module  d'un 
polynôme  f{z)  pr  mne  une  valeur  moindre  quun 
nombre  donné  £,  si  petit  qu  il  soit. 

En  eli'et,  si  pour  toute  valeur  de  z  le  module  de/ (z) 

(îtait  supérieur  à  s,    celui  àa —. — -serait   inlerieur  à  -> 

nombre  fi;ce  donné  j  donc  cette  dernière  fonction  qui  est 
liolomorplie  dans  toute  l'étendue  du  ]>lan  serait  une 
constante,  en  vertu  du  tliéoième  de  Liouville.  11  en 
serait  donc,  de  même  de  /(3),  c'est-à-dire  que  tous  les 
coellicieuts  seraient  nuls,  sauf  le  terme  indépendant 
(le  s,  ce  (pi'on  ne  suppose  pas. 

rHÉoiiÈME.  —  Si  une  équation  algébrique  de  degré 
m  — 1  admet  m  —  i  racines,  toute  ('qualion  algébji(jue 
de  degré  m  admet  m  racines. 
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Soit 

/(.-)=  Ao-'"H-  Al  ^'"-'-1-. .  .+  A,„  =  o 

une  équation  algébrique  de  degré  /;/.  L'équation  dérivée 
y'(3)=  o  est  de  degré  m —  i  et  admet,  par  hypothèse, 
ni—  I  racines  <7,  Z>,  c,  ...,/.  Si  l'un  des  nombres  /(«), 
f{b)i  J\c),  . . .,  /(/)  est  nul,  le  théorème  est  démontré. 
Sinon  soit  niody(^)  =  A  ^  o  ^  on  peut  décriie  de  a 
comme  centre  un  cercle  de  rayoh  p  assez  petit,  mais 
iixe,  tel  que  dans  tout  l'intérieur  de  ce  cercle  on  ait 

A 

rnotl /(:;)>  -. 

Donc,  si  Ton  suppose,  ce  qui  est  permis,  que  A  est  le 
plus  petit  des  modules  des  nombres  f(a),  f(b),  ..., 
/(/),  cettcî  condition  sera  satisfaite  dans  tout  l'intérieur 
de  tous  les  cercles  de  rayon  p,  de  centres  <?,  b,  c,  ...,  / 
et,  par  conséquent,  si  pour  un  point  z  on  a 

moô f{z)<  i-, 

le  point  z  sera  extérieur  à  tous  ces  cercles. 
Or  on  a 

f'{z)^mX,(z-a)iz-b)...(z-l); 

donc,  pour  tout  point  extérieur  aux  cercles  p, 

mod/'(^)>  mAop'"-'         ou         P. 

On  peut  ensuite  décrire,  de  l'origine  comme  centre, 

une  circonférence  de  rayon  p'  assez  grand,  mais  fixe,  tel 

que  pour  tout  point  extérieur  à   cette  circonférence  on 

ait 

moH/(^)>  IM, 

M  étajit  un  nombre  donné. 


I 
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Donc  tout  point  z  loi  (^uqJ(z)  <^  AI  est  à  rinléiicur 
do  ce  cercle  p'  et  les  modules  de 

sont  tous  moindres  qu'un  nombre  assignable  iNF  lixe. 

Cela   posé,   je   puis   choisir  Zq  tel   (pie  le  module   de 
J\zq)  ou  Ro  soit  moindre  que  le  plus  petit  des  nombres 

1'     '^^'      ^'     (m -DM'     ""     à' 

il  seia  inléiieur  au  cercle  p' et  extérieur  aux  cercles  p-, 
en  particulier  R q  ^-  <C  '  • 

Je  fais  z  ■=  Zq-\-  h^  d'où 

fiz,-^h)  =  f{z,)^h/'{z,) 

donc 

niody(;îoH-  /î) 
ou 

Ri<  h^m  -  .)  M'<  R^  ^'''"pl^^^'  =  R§a<  Ro, 

donc  le  point    z^=Za-\-h  jouit  des  mêmes  propriétés 
que  Zq. 

Je  fais  ensuite  2  =  3,  +/r  puis  Â'  =  —  i'/^    ^'^  ï^^-  <'" 

y  (-1  ' 

posant  Ro=  mody*(:;,  +  /r), 

R2  <  A2(m  —  i)IM'<  Rfa  <  R^aî<  Ro(Ro'/)2<  Ro, 
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donc  le  point   z.2=^z^-\-k   jonil  des  tuènies   propriétés 
(jue  Zi  et  r,)  et  ainsi  de  suite.   Je   forme  ainsi   nne  suite 
de  nombres  ou  points 


bien  déterminés,  tous   intéiieurs  au  eeicle  p'  et  exté- 
rieurs aux  cercles  p. 
Si  pour  /i  lini,  on  a 

le  tliéorème  est  démontré. 

Sinon  la  suite  se  prolonge  indéfiniment  et  l'on  a 

inod/(5o)  =  Ho, 
mod/(^i)=:  R,  <Ko(Roa), 
mod/(5,)  =  R2<Ro(Ro«)^ 
mod/(^3)=R3<  Ro(Roa)S 


mod/(^„)=R/^<Ho(Roa)'^ 
J)onc  R//  tend  vei\s  zéio  lorscpie  Ji  croit  indéfiniment 


Or 


Ho 


H, 


R2 


H„- 


"  "  /'(^O)  /'(-l)  /'(^2,)  ••  /'(^«-.)' 

qui  ibrme   une   séiie  lorsque  l'on   imagine  que  n  croit 
indéfiniment. 

On  a,  quel  que  soit  /?, 


mod 


H. 


<Tr(Hoa)/'; 


donc  la  série  est  absolument  convergente  et  z,i  tend 
vers  une  limite  finie  et  bien  déterminée  X,  maisy^(r:„) 
tend  versy^(X)  :  (]oiicf(X)=  o. 

L'équation  admet  donc    la    racine  À    et,   par  suite^ 
admet  nt  racines. 
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DEMO^STHATIO^  D'KNE  FOinilJLE  OU  DOi\AE,  SOLS  FORME 
EXPLICITE,  LA  UÉSlILTAiME  DE  PLLSIEIHS  ÉQlATIOi\S 
ALOÉBItlOllES; 

Par  m.  II.  LAURENT. 


Soient  fi  ^f^i  ' -'  ' -i  fn  des  polynômes  entiers  en  x  cl(i 
degié  /;z,  choisis  de  lelle  soiLe  que  les  \x^=iil"  solu- 
tions 

^11>       •^21?        •  •  •  ;       ^a\-> 

...  5  .  .  .  ,  •  •   •  5  •  •  '  1 


^l[Jl)       •^2[X> 


X 


[J.JX 


des  équations 

(l)  /l=0,  /2=0,  fa=0 

soient  finies  et  distinctes. 

Soient  cp, ,  cpo,  .  .  . ,  O/^^i ,  /i  4-  i  polynômes  entieis  en 
X, ,  Xo,  .  .  »,  Xn  et  de  degié  w  également.  On  pourra 
poser  d'une  infinité  de  manières 

les   cpj-  désignant  des  polynômes  de  degié  ni  —  i    par 
rapport  aux  Xi  et  aux  xtj]  nous  poserons  encore 


u( a?!,  X^i  •••,  «2?!/,  a:'2<5  •  •  •)  — 


?1 


\ri 


t 
fin 


C?^, 


?/i+-i,'i 


=  Oo/, 


et  il  est  clair  que  l'on  peut  supposer  B/y=  Oy/,  mais  cela 
n'est  pas  nécessaire  pour  ce  qui  va  suivre.  Considérons 
le  déterminant 

0  =  Si  6,1022  ...0,,a 


(  3o6  ) 

cl  (oniinaiiçons  par  évaluer  sou  degré  par  rapport  à 
loiites  les  variables  x,/  :  le  degré  de  0/y  est  évideininent 

m  H-  71  {m  —  I ) 
et  celui  de  B  est  en  apparence 

|JL [ m  -^-  n{m  —  \  )\ , 

niiis  il  (ist  en  réalité  moindre^  pour  nous  en  assurer, 
remplaçons  x//  par  ciijij,  les  fonctions  Q/y  prendront  la 
forme  Tïy(^/,  t. j)  et  %  deviendra 

Le  degré  de  H)  en  Z,,  t^^  ...  est  le  degré  de  0  par 
)apport   aux  .r/y   et   nous   allons   l'évaluer  :  à  cet  eHet, 

posons 

G(0  =  (/-/i)(^-'2)...(^-V), 

La  formule  d'interpolation  de  Lagrange  donnera 

m{t,tx)  =  Tîîn^i -T-TiT2i;2 +•  •  •+ ^(jM^tj., 
•) 

^{f-,  i[l)  =  ^ip.tl  +  ^2[J.^2  +  -  •  .+  ^]J.l}.ÇlJ.', 

si  dans  ces  formules  on  fait  i  =:<7,,  «o?  .  •  •  j  '^[x?  <^m  •  •  • 
désignant  des  arbitraires,  on  voit  que 

T7T(a,,  /j)     w{a2,  ti)     ...     rn(ajjL,  /i) 

77T(rt,,    Z.^)        ^^(«2,^2)         •••        ra(«[J.,    '2) 


G(rti)  G(«2)  . 


=  e,  :>:  + 


(Z,  — a,)(<2-«2)..-  G(/i)G'(Z2)... 

"•  G'(Z,)G'(/2)...  G'(/j;.)  ]!(«._  «^.) 

,    ^    G(a,)...G(an)     U(l,- -  tj)U(ai  —  aj) 


G'(fi)...  G'{  /,j)  G{rri  )G(rf,)  ..  .  G{a^,) 


(   ■'O-   ) 
R{Mn[)la(;ons  les  membres  extrêmes  dv.  eelte  sullc  d'é- 
i^alités  par  leurs  degrés   relatifs  aux  l-^  en  appelant  o  le 
degré  d(;  B,,  nous  aurons 

\xn{m  —  [  )  =  0 , 

car  II(^/ — tj)  est  égal,  à   un   faeteur  eonslant  près,  à 

Ainsi  0  est  de  degré  \j,n(^in  —  i). 
Alainlenant  posons 

D(a.„.r,,...,^„)-  '^^/"•/'-  •••'/-> 
et  considérons  le  quotient 


D1D2...D.' 


le  numérateur  et  le  dénominateur  sont  de;  même  deirré 
]xn\in  —  i),  0  s'annule  quand  les  équations  (i)  ont  une 
solution  double,  le  dénominateur  DiDo  .  .  .  aussi,  0  et 
I)i  Do  .  .  .  sont  nuls  en  même  temps  :  donc  0  est  divi- 
sible par  D,  Do  .  .  .,  donc  le  quotient  considéré  ne  con- 
tient pas  les  Xij.  On  peut  donc  évaluer  sa  valeur  numé- 
rique en  donnant  aux  j^/ydes  valeurs  arbitraiies  solutions 
d'équations  de  degré  /;/.  Prenons  alors  les  xij  égaux  aux 
solutions  des  équations 


(3)  «1  =  0, 

0//  se  réduit  alors  à 


Oq  =  o, 


On    —   O 


=  9«+i 


(^1,-,  ,r.2/,  .  .  .)  A,/, 


'f /i+l  (•^1/?  ^iii   •  •  •)       •  •  • 

A//  désignant  une  quantité  indépendante  des  coefîicienls 


(   ioS  ) 
do  c2/;_,.i  ;  on  pcnl  donc  éciir(^ 

A  ne  dépoiidant  pas  de  o,i_^i  ^  donc  B,  r//ff'  f?5^  <^/<?  dc-grc  \x 
par  rapport,  aux  coefficients  clco^^  cso,  ...,  '^,ij^\j  s'ait- 
mile  quand  les  équations 

(4)  <?1   =  O,  <P2  =  O,  ...,  cp„^,   =  O 

ont  une  solution  commune,  et  par  suite 

S  =  o 

est  la  résultante  des  équations  (i). 

Il  icslc  à  prouver  que  6  n'est  pas  idenlicjuenient  nul  ^ 
mais,  avant  d'établir  ce  point,  je  ferai  obscîrver  que  dans 
la  pratique  on  pourra  supposer 

/,    =  {Xy  —  Xn  ){Xy—Xy^)...  {Xi  —  Xun), 
1 

J  n  ^^^  (  ^  Il        ^  Il  \.)\  ^11        '^  11%)  '  '  '  \  ^11        "^  Il  m  )  '•) 

le  tableau  des  xij  sera  alors 


^11,       ^21? 
^11>       •2^215 


X  ,i\ 
Xiil- 


Pour  prouver  que  6  n'est  pas  identiquement  nul,  il 
sullit  de  montrer  que  A  n'est  pas  nul  eji  général;  or  A 
est  un  déterminant  dont  l'élément  général  est  de  la 
forme  ^/(xiy,  x-yj-,  •  •  • ,  «^«y)^  la  valeur  de  ^/  étant 


ii{xi,  Xi, . . .) 


T21  T22 


fin 


.1 
'  nn 


?«  1       'f /?2 

les  j"/y  étant  censés  solutions  de  (4)-  Or  ;/  est  nul  pour 


{  •'x'9  ) 
.r,  =  Xij^  x-y  -—  x.yj,  .  .  .  excepté  pour  i -^  j  et  alors  il  so 
réduit  à 

le  cléterniinant  A  est  flonc  égal  à  A|  A^  .  .  .  Ap.  qui    n'est 
pas  nul  en  généra!. 

Maintenant  supposons  la  (onction  '^,i^\  remplacée  par 
'l)Z  -t-  '-2//+I,  z  désignant  une  arbitraiie  et  •}  une  fonction 
de  degré  ni\  dans  ce  cas  (r)  devient 

et  r équation 


co 


a  pour  racines  les  diverses  valeurs  que  prend  — 

quand  on  y  remplace  les  x  |)ar'  une  solution  des  équa- 
tions (3).  Les  coefficients  de  cette  équation  divisés 
par  0[j,  font  alors  connaître  des  fonctions  symétriques 
des  solutions  de  (3)  et  en  particulier,  si  Ton  suppose 
^|/i=  I ,  '^n-\-\  successivement  égal  à  x^ ,  x.y,  •••,  Xnj  x'\^  — 
On  peut  ainsi  se  procurer  très  facilement  ce  que  l'on 
appelle  les  fondions  simples  et  beaucoup  d  autres. 

On  voit,  en  pai  ticulier,  que  les  fonctions  symétriques 
entières  des  solutions  de  (,"J)  ne  coniiennent  en  dénomi- 
nateur que  Ojj  et  que  leur  numérateur  est  entier  par 
rapport  aux  coefficients  des  cp.  Or  ©jj^  est  la  valeur  que 
prend  %  quand  on  y  fait  '^,i.\.\  =  ^  •  t-\^st  la  quantité  qu(î 
nous  avons  désignée  plus  haut  par  A;  elle  est  divisible 
par  D,  D2  .  .  .  Djx.  Rien  n'empécbe  de  supposer  que  l'on 
a  enlevé  ce  facteur  de  0,  mais  alors  %^  est  manifeste- 
ment de  poids  nul  et,  pour  l'évaluer,  on  j)eut  supposer 
les  fonctions  co  réduites  à  leurs  termes  de  degré  m. 

11  est  bon  d'observer  que  l'on  peut  déduire  de  la 
théorie   précédente  l'expression  de  ce  cpie  l'on  appelle 


(  3",  ) 

las  pol}  iiônws  tjiuln'/flicnteurs ;  il  suffit  pour  cela  de 
supposer  uiu;  soliiliou  des  écjuatious/*,  =  o,/!»  =  o,  ..., 
ff,  ^=  o  variahie,  en  la  désignant  par  x,,  .ro,  .  .  .,  x,,^ 
et    eu    snpposaut    que    Xi^Xi^,,    X2  =  .r^jx?    •••     l 


)ar 


exciuple;  la  quanlilé  0  sera  alors  (onction  de  j|,  x-y-  •••, 
x,t'  Or  ou  a,  eu  désignant  0/[j,  par  B/, 


âe  .      ^  àe  . 


Oa, 


et,  eu  reni[)laçant  0,,  Oo,   . 
de  la  fornu; 

ou  a 


par  leuis  valeurs  qui  sont 


0 


\^o, 


ao., 


Les  coefficients  de  co,,  cS),  ...  daus   celte   formule  sout 
évideiunieut  les  poljuônuis  multiplicateurs. 

Supposous  B  =  o,  les  équatious  (4)  ont  une  solutiou 
commune,  luais,  le  déterminant  B  étant  nul,  il  doit 
exister  une  même  relation  linéaire  entre  les  éléments 
d'une  môme  rangée  :  ou  doit  donc  avoir  des  quantités  t^, , 
Ç25   •  •  .,  satisfaisant  aux  relations 


OiiCi 
O21C1 


12  ^2 


0 

^22S2 


92'J.^a 


o, 
o. 


quand  les  formules  (4)  ont  une  solution  commune; 
dans  le  cas  contraire,  les  premiers  membres  des  é(|ua- 
tions  précédentes  ne   sout  pas  nuls.  On  pourra  prendre 


621    622 


'txi      "[;.2 
0  V       àbn 


-+-6., 


^2lt. 


de 


r..  = 


(  ■'"'  ) 

les  fonctions  î^  jouiront  alors  de  la  [)iopii(Uc  suivanli:  : 
i"  ^/  se  réduira  à  un  pour  X\  =  x,/,  x^  =  ■X'2/5  •  •  •  ? 
2"  ^i  sera  nul  pour  i^j  si  :r,  =  X/y,  .r2  =  .r^y,  ...,  et 

l'on  aura 


ees  équations,  quand  0,  =  o,  82  =  0^  •  •  •  lo'il^  eon- 
nailie  les  fonctions  Ç  de  la  solution  commune  aux 
équations  (4). 

Je  ferai  enfin  observer  que,  si  les  mineurs  de  B  sont 
nuls,  les  équations  (4)  ont  une  solution  double;  si  les 
mineurs  du  second  ordre  de  B  sont  nuls,  elles  ont  une 
solution  triple  et  ainsi  de  suite.  On  pourrait,  en  modi- 
fiant un  peu  cette  méthode,  indiquer  le  moyen  de  cal- 
culer la  solution  commune,  mais  les  calculs  théorique- 
ment possibles  ne  seraient  d'aucune  utilité  eu  praticpie 
à  cause  de  leur  longueur. 

La  recherche  de  la  résultante  a  jusqu'ici  été  subor- 
donnée à  la  théoiie  des  fonctions  symétiiques  ;  dans  ce 
qui  précède  je  fais  dépendre  au  contraire  la  théorie  des 
fonctions  symétri(pies  de  la  tliéorie  de  l'élimination  :  le 
résultat  est  évidemment  plus  simple.  Mais,  même  dans 
l'ancienne  théorie,  on  n'était  pas  parvenu  à  mettre  la  ré- 
sultante sous  forme  explicite;  on  peut  combler  cette 
lacune  comme  il  suit  : 

Au  point  de  vue  pratique,  le  résultat  que  je  vais 
indiquer  n'a  évidemment  aucune  valeur,  car  h;  calcul 
des  fonctions  symétriques  restera  toujours  très  labo- 
rieux; mais  il  peut  avoir  une  certaine  impoitauce  théo- 
rique; en  tout  cas,  c'est  l'expression  d'une  identité  re- 
marquable. 


Su[)posons  que 


(    3l:^    ) 


^11)      ^h' 


«ij 


^l|X?       ^2\lf        •  •  •  5 


/J|X 


soient  les  solutions  des  é(|uations  (4).  Désignons  par 
(0,,  too,  (03,  .  .  . ,  (Op.  les  difTérents  ternies  du  produit  ((mi 
nombre  [jl) 


(i  +  ^i 
x(i- 


a" 


or, 


or: 


X) 


xf-^). 


or'. 


et  par  to/y  la  valeur  que  prend  to/  quand  on  fait  X)  =  jTiy, 
0*2=  oc^j-i  •  •  •  •  Désignons  toujours  par  A  le  déterminant 
fonctionnel  de  '>d,,  ©2?  •  •  •  5  'f«  ^t  par  Ay  la  valeur  qu'il 
prend  pour  x^  =  Xiy,  x-y  =  x-jj,  ....  Le  déterminant 
S  d=  to,, ,  Woo,  •••»  tL)|j.[A  s'annule  toutes  les  fois  que  deux 
solutions  des  équations  (4)  deviennent  égales  et  il  en 
est  de  même  de  A,  A2  .  .  .  A^,;  le  carré  du  premier  déter- 
minant est  de  même  degré  :  donc 

G  désignant  une  quantité  indépendante  des  solutions 
de  (4)  et  par  suite  ne  dépendant  que  des  coefficients 
des  termes  du  degré  le  plus  élevé  dans  les  Z).  Considé- 
rons alors  les  deux  déterminants 


'f /i+i 


c?r, 


n+ï 


tO|, 

Al 

'5  l 

Al 

•  •    ?/Ui 

Al 

OJ12 
A.. 

rr  i 

■f  /5  4- 1 

LO.2-2 
A, 

WjjL2 

A, 

«+1 


Wai 


COm, 


Wa2 


dans  lesquels  o^^_^_^  désigne,  pour  abréger, 

o,i+i{xii,  x-u,  .  .  .,  Xai)     et     1  ih  co,iC022  •  •  •  Wjj.ji 


(  3>'''  ) 
le  premier  est  égal  à 


A,  A 


1^2 


A« 


Wi  1(022  ...  0)(j.fx; 


leur  produit  sera  donc  <p/'^_^^  'ff^_^_^  .  .  .  'fSJ^,,  à  un  facteur 
près,  qui  ne  dépend  que  des  termes  du  degré  le  plus 
élevé  dans  ^,,  '^o^  •••?  'f /^  ;  en  égalant  ce  produit  à 
zéro,  on  aura  la  résultante,  qui  est  par  conséquent 


^  A  ^  A 


tOi  tL)2 


I 


•^«+1 


(d: 


=  o. 


l'ous  les  termes  du  déterminant  sont  des  fonctions 
symétriques,  calculables  par  la  méthode  de  Jacobi.  Ce 
résultat  montre  comment  on  peut  arriver  de  proche  en 
proche  à  former  la  résultante  en  passant  successivement 
par  des  systèmes  à  deux,  trois,  etc.  inconnues. 

V^  F 
Les  fonctions  symétriques  de  Jacobi  >  -  sont  en  gé- 
néral difliciles  à  calculer;  il  en  est  cependant  un  certain 
nombre  qui  sont  nulles,  ce  qui  dispense  d'en  faire  le  cal- 
cul; il  y  en  a  un  certain  nombre  d'autres  que  Ton  peut 
encore  calculer  pratiquement  en  évitant  la  méthode  de 
Jacobi  que  Ton  ne  peut  pas  matériellement  employer. 
Posons 


?21       ?'22 


?«1        ?«2 


^  lin 


(^«-^«y)?f„» 


A/. 


Si  l'on  désigne  par  F  une  fonction  quelconque  de  j:,  , 
072,  .  .  . ,  x,i,  de  degré  inférieur  à  m  et  par  F^  la  valeur 
Ann.  de  Mathéniat.,  'i"  série,  t.  XII.  (Août  1898.)  23 


(  3i4  ) 

qu'elle  prend  pour  x,  =  x,/,  x^  =  x^iy  .  .  . ,  on  aura 

en  particulier 

Si  l'on  fait  l'identification  des  deux  membres  de  la 
formule  précédente,  on  trouve  des  formules  qui  sont 
des  cas  particuliers  de  la  formule  de  Jacobi. 

On  peut  donner  à  la  résultante  des  équations  (4)  ou 
plutôt  aux  éléments  du  déterminant  ©  une  forme  qu'il 
est  bon  d'indiquer  :  soit/*(xi ,  X2->  . . .  ^  Xn)  un  polynôme 
entier,  c,,  Co,  .  ,  . ,  Cn  des  quantités  quelconques.  Po- 
sons 


f  -  '^f 

J'  -  àx, ' 
1 

-^'^dx,'          •••' 

V  dt 

/(ci-f-  tx^~ 

-Cl,    C<i-\-  t  X<i, —  C2,    . 

'^    t 

on  aura 


y-  =    j      fi{ci+  tXy—  C,  ,  C.2+  tX'i—C^,    .  ..)dt, 

=      /      ^2(01+^X1—^1,    C2-+-tX2 C2,    .  .  .)  dt, 

f^^2  Jp, 


on  en  conclut 


— /(ci+  t'Xx—  Cl  ,   C2-h  ^^2—  ^2,    .  .  .)  dt 
=  f(Xi,  X^,   .  .  .)-  f(Ci,  C2,   .  .  .)• 

Il  résulte  de  là  que  les  fonctions  que  nous  avons  dé- 
signées par  0  sont  des  déterminants  fonctionnels,  et  si 


(    3.:.    ) 
l'on  fait 

/•*     / \  dt 

on  aura 

0{Xi,  Xi,   ....  Xfi^i  ) 

au  signe  près. 


RECO\\AITI{E  SI  U^  POLimilE  A  PLUSIEURS  VARIABLES 
PEUT  ÊTRE  DÉCOMPOSÉ  M  FACTEURS  ENTIERS; 

Par  m.  h.  LAURENT. 


Soient  fKyfi')  '  .  'ifn  des  polynômes   entiers  en  x,, 
jTo,  .  .  .  y  x,i  de  degré  m.  Soient 

Xiit        CC^Xt         •  •  '  •>       ^iili 
^12i        ^22'        •  •  •  1       ^nli 

.  .  .  ,  •  •  •  J  •    •    •  5  •    •    '  1 

^I[X)        ^2[Xi         •  •  •  7        ^«p. 

les  [JL  =  m'^  solutions  supposées  finies  et  distinctes  des 
équations 

(i)  /i  =o,         .A  =  o,  ...,         /«  =  o. 

On  peut  poser 

//  =fi{^\ji  ^2y,  .  •  .)-^//i  (-2^1  --^^ly)-!-.  .  .-|-//;^(3:,  —  a7„y), 

fi\-,Ji'2y    •  •  •  désignant  des  polynômes  entiers  de  degré 


(  »'6  ) 
Jii —  I  et  cnla  d'une  infinité  de  manières;  posons  alors 


i  = 


/il   / 1  2 
/s  1   /22 

Jn\      J  ni 


f\n 
J  in 

J  nn 


"  L()(a'i,a72,  ...,^«)J.r,=.r.... 


Les  Y-  quantités  Ç,,  Ço,  ...,  ^j^  jouiront  des  propriétés 
suivantes  (nous  supposerons  toujours  que  Ç/  se  change 
en  Çy  quand  Xu,  oc^i^  ...  se  changent  en  X\j^  X2j-,  •  .  . , 
ce  qui  est  évidenitnent  permis)  : 

i"  Entre  les  \  il  ne  saurait  exister  de  relations  ho- 
mogènes à  coefficients  constants.  En  effet,  on  peut  re- 
marquer que  \i  est  nul  en  même  temps  que  les  /",  excepté 
pour  x^  =Xuj  ^2  ^=  ^2i-)  •  •  •  et  que  pour  ces  valeurs 
des  X  il  se  réduit  à  l'unité 5  si  l'on  pouvait  avoir 

en  faisant  Xi  =^  Xi ,  X2  =  ^21  •  •  •  ^  on  aurait 


cfi  =  o  ; 


on  verrait  de  même  que 

«2  =  o, 


Si  r 


on  a 


«1^1-f-  «2^2  +...=  ^l^l+^2|2  +  .-., 


a\ ,  «21  •  •  •  5  ^o  ^27  •  •  •  étant  des  constantes,  on  en  con- 
clura • 

«1=  bi,       «2  =  ^2,       ••  •  ; 

3°  Si  l'on  désigne  par  F  un  polynôme  entier  en  x 
qui  prenne  pour  Xu-)  ^20  ...  la  valeur  F^-  quel  que 
soit  i,  on  aura 


F^F/^a+F2^2  +  ...+  Fuia, 


(  3.7  ) 
lo  signe  :=  désignant   une  égalité  dans   laquelle  on  né- 
glige des  multiples  dcjiyj^i  -  -  ••,fn'-i  ^^  elïet,  les  deux 
membres  de  la  formule  préeédente   sont  égaux  quand 
les  y  sont  nuls. 

Y^i^i  est  de  degré  n{iii  —  i)  en  xù^  oto/,  .  .  . .  D^  dési- 
gnant la  valeur  de 

Ô(Xi  .,.Xn) 

pour  x,  z=Xu^  X't  =  ^2/1  '  '  '1  l*îs  termes  de  Dih  ^^î 
contiennent  x<,  Xo.  ...  ou  x,i  sont  de  degré  inférieur  : 
donc,  d'après  un  théorème  connu  de  Jacobi,  dans  la 
somme  2^/  tous  les  termes  contenant  les  variables  .r,, 
^2,  ...  seront  nuls;  ainsi  2^^  ne  dépend  pas  des  x]  or 
pour  des  valeurs  des  x  annulant  les  y,  2$^  est  égal  à  un, 
donc  ; 

4°  On  a  la  relation 

(2)  ^-!-^2  +  .-.+  Ç[j.  =  1; 

5°  De  (2)  on  tire 

(3)            ^ib+  n  +...+^2^^.  =  ^, 
\ ■> 

6**  ^i^j  est  nul  en  même  temps  que  les  /,  ^f  aussi, 
excepté  pour  x^  =  Xi\ ,  x^,  =  ^20  •  •  •  et  alors  il  est  égal 
à  un  5  on  a  donc 

Cela  posé,  considérons  un  polynôme  F  de  degré 
m  —  I  au  plus  ;  on  peut  poser 

F  =  F(ccu-,  X^i,  ...)(Xi  —  Xu)  F\-h..  .-^(Xn—Xni)  Fj^, 

F',,  Fî,,  .  .  .  désignant  des  polynômes  de  degré  inférieur 


(  3'f^  ) 

à  m  —  I  ot  l'on  aura,  on  posant 

F— F,      F',       F'2     ... 
/i  /il 


Jnn 


=  O, 


Jri  J  n\ 

ce  que  l'on  peut  écrire 

(F  -  F,)  t,D,  =  X,/,  -h  X2/2  +  . . .+  X„/„, 

1,,  )v2,  .  .  .  désignant  des  polynômes  de  degré  inférieur 
à  71  (m  —  I  )  ;  on  en  tire 

(F-F,.,^,.=  Ai./,+...^x4;. 

Si  dans  cette  formule  on  fait  i  =  i,  2,  .  .  .  et  si  Ton 
ajoute  les  résultats  obtenus,  on  aura,  en  vertu  du  théo- 
rème de  Jacobi  déjà  invoqué, 

2(F-F,)^,  =  o 

et,  en  vertu  de  (2), 

(4)  F  =  Fi^,  +  F2^2  +  -..-hFj,^  . 

Le  signe  =  devrait  être  remplacé  par  ^  si  le  degré 
de  F  surpassait  m  —  i . 

Supposons  que  le  polynôme  F  de  77?  —  i  soit  le  pro- 
duit de  deux  facteurs  cp,  'h  des  degrés  n,  p,  7i  -h  p  <^  "', 
on  aura 

?  —   <?l^l+<P2b-|---  •+T[l^|X, 

cp/,  ^i  désignant  '-p(^if,  X2i,  .  .  •)  et  ^K^^io  Xo/,  .  .  .)  et 
par  suite 


remplaçons  dans  cette  formule  ^'j  par  sa  valeur  tirée 


(  ■■i'i)  ) 

de  (3)^  nous  aurons 

et,  en  vertu  de  (4), 

c'est  une  relation  entre  les  ç/,  Çy  :  il  existera  ainsi  entre 
ces  quantités  une  infinité  de  relations,  mais  il  est  clair 
qu'elles  ne  seront  pas  toutes  distinctes. 

Dans  la  pratique,  il  conviendra  de  prendre 

fl=(Xi—ai)(Xi—  «2).  .  '(^l  —  f^m), 
f.2={x.2—  bi)  {X.2—  bz).  .  .{x.2—b,n), 


alors  les  ^i  seront  de  la  forme 

AA-'-fn ^ l__      _I^ 

/i  (  ^i)A  (  ^y  )  •  •  •        a^i  —  aixo—àj 

Pour  former  les  relations  identiques  du  second  degré 
entre  les  ^i  nous  calculerons  les  ^/,  qj  en  observant 
qu'ils  sont  égaux  à  des  sommes  de  fractions  simples, 
abstraction  faite  du  facteur /^/i;  ...  et  qu'ils  sont  par 
suite  exprimables  linéairement  en  fonction  de  quantités 
de  la  forme  f\f<ifn  •  ••  ?  pourvu  qu'ils  ne  contiennent 
pas  en  dénominateur  de  facteur  carré. 

Considérons  d'abord  les  produits  ?«  ^y,  dans  lesquels 
les  lettres  «,  Z>,  c,  ...  n'entrent  qu'avec  les  indices  1,2*, 
l'un  d'eux  contiendra  en  dénominateur 


ce  produit  que  l'on  peut  obtenir  en  prenant  les  fac- 
teurs \  de  plusienrs  manières  est  le  seul  que  l'on  pourra 
utiliser  :  il  en  résulte  l'égalité  de  plusieurs  produits  de 

la  forme  ?/?/;  ces  produits  sont  au  nombre  de  -    =  2""', 
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et  fournissent  2.^~^  —  i  relations  entre  les  Ç/,  Çy^  mais,  au 
lieu  de  combiner  les  lettres  portant  les  indices  i,  2,  on 
peut  choisir  deux  indices  quelconques  :  le  nombre  total 
des  résultats  obtenus  sera  q."~*  —  1  multiplié  par  le 
nombre  de  combinaisons   de  mn  lettres  où  il   y  aura 

deux  «,  deux  b,  etc.,  c'est-à-dire  -^  •  Ce  n'est  pas  tout  : 

nous  avons  dit  que  les  produits  ^i  Çy  s'exprimaient 
linéairement  au  moyen  des  fiffyj  >  -  -i  fn^  \i  entre  les 
relations  qui  expriment  les  \i\j\  on  pourra  en  général 
éliminer  \cs  f^yf^^  .  .  •j./Vm  ?ô  ^^  4^^^  fournira  de  nou- 
velles identités  entre  les  ^i^j. 

Quels  que  soient  les  polynômes /"dont  on  fera  usage, 
les  identités  entre  les  ^i^j  ne  renfermeront  pas  les  Çj*, 
car  devant  avoir  lieu  pour  x^  =:  jrm  .^2  =«^2<  ?  •••  leurs 
coefficients  seront  nuls,  etc. 

Lorsque  l'on  aura  formé  les  identités  entre  les  Ç^  ?y, 
il  sera  facile  de  résoudre  la  question  suivante  : 

Etant  donné  un  polynôme  F  de  degré  ni  —  i ,  recon- 
naître s'il  est  réductible  et  dans  ce  cas  le  décomposer 
en  facteurs  entiers. 

Pour  cela  on  ajoutera  à  l'identité 

toutes  les  identités  qui  ont  lieu  entre  les  ^^,  \i  respecti- 
vement multipliées  par  des  facteurs  Xi,  )w,  ....  F  prendra 
la  forme 

où  les  aij  contitnnent  les  \  linéairement.  S'il  existe 
alors  des  valeurs  non  nulles  des  A  pour  lesquelles 
Srt/y,  ç/Çy  se  réduise  aune  somme  de  deux  carrés,  F  ne 
sera  pas  irréductible,  et  réciproquement  si  F  est  le  pro- 
duit de  deux  facteurs  enlieis  S^/y,  ç/çy  pour  des  valeurs 


(  ■^2>  ) 

convenables  des  )v,  se  réduira  à  une  somme  de  carrés  :  il 
y  aura  autant  de  systèmes  de  valeurs  de  X  satisfaisant 
à  cette  condition  que  de  manières  de  décomposer  F  en 
facteurs  entiers. 

Pour  exprimer  que  F  est  une  somme  de  deux  carrés, 
il  faut  écrire  qu'une  certaine  équation  bien  connue 

S  ±{nn  —  s).  ..(«[J.JJ.-    s)=zo 

a  a  —  2  racines  nulles,  ee  qui  fait  [x  —  2  conditions  à 
écrire  et,  comme  F  n'est  généralement  pas  un  produit,  le 
nombre  des  "k  est  inférieur  à  [Ji  —  2:1e  nombre  des  iden- 
tités entre  les  ^i  ?y  est  donc  inférieur  à  |ji  —  2. 


C0i\C0l]RS  D'ADinSSlO^  A  L'ECOLE  CENTRALE  EN  1893 
(IMIE^illÈUE  SESSION). 


Géométrie  analytique. 

Etant  donnés  deux  axes  rectangulaires  et  sur  l'axe  des  x 
deux  points  A,  B  dont  les  abscisses  sont  a  et  b,  sur  l'axe  des  y 
un  point  G  dont  l'ordonnée  est  c,  on  considère  le  faisceau  des 
hyperboles  équilatères  qui  passent  par  les  trois  points  A,  B,  G. 

I**  Former  l'équation  de  celle  de  ces  hyperboles  qui  a  une 
asymptote  dont  le  coefficient  angulaire  est  un  nombre  donné  X, 
et  former  l'équation  de  cette  asymptote. 

Par  un  point  quelconque  du  plan  on  peut  mener  une  ou  trois 
droites  telles  que  chacune  soit  une  asymptote  d'une  des 
hyperboles  considérées.  Former  l'équation  du  lieu  des  points 
par  lesquels  passent  trois  droite^  qui  satisfont  à  cette  condi- 
tion, et  qui  de  plus  sont  telles  que  deux  d'entre  elles  sont  rec- 
tangulaires. Gonstruire  ce  lieu,  indiquer  les  points  où  il  len- 
contre  les  côtés  du  triangle  ABG;  puis,  prenant  un  point 
qnclroïKjiie  M  sur  rc    lieu.  îroiiviM-   \c    ccnivc   do    rliacuno   des 
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hyperboles  considérées  qui  a  une  asymptote  passant  par  ce 
point  M. 

2"  Former  l'équation  de  celle  des  hyperboles  considérées 
qui  a  un  axe  dont  le  coefficient  angulaire  est  un  nombre 
donné  [x,  et  former  l'équation  de  cet  axe. 

Par  un  point  quelconque  du  plan  on  peut  mener  une  ou 
trois  droites  telles  que  chacune  soit  un  axe  d'une  des  hyper- 
boles considérées. 

Former  l'équation  du  lieu  des  points  par  lesquels  passent 
trois  droites  qui  satisfont  à  cette  condition,  et  qui  déplus  sont 
telles  que  deux  de  ces  droites  ont  des  coefficients  angulaires 
égaux  et  de  signes  contraires.  Construire  la  ligne  représentée 
par  cette  équation;  et,  sur  cette  ligne,  limiter  les  parties  sur 
lesquelles  doit  être  un  point  pour  que,  par  ce  point,  passent 
trois  droites  réelles  satisfaisant  aux  conditions  de  l'énoncé. 


Calcul  trigononiétrique. 

Calculer  les  côtés  et  les  angles  d'un  triangle  dont  on  donne 

les   médianes  a,  p,  y»  issues  respectivement  des  sommets  A, 

B,  C  du  triangle 

a  =  i'2oooo, 

^  =    90000, 

Y  =    60000. 


Physique. 

I.  Un  thermomètre  pesant  A  grammes  ne  pèse  plus  que 
B  grammes  dans  l'eau.  Déduire  de  ces  données  le  poids  ap- 
proximatif de  mercure  qu'il  contient. 

Application  numérique  : 

Poids  spécifique  du  mercure 8  =  i3  ,6 

Poids  spécifique  du  verre d=    2,4 

Ar=23SS76,  B  =  2o5'',o4. 

II.  Dans  un  miroir  concave  de  rayon  R  dont  l'axe  est  ver- 
tical on  a  versé  un  liquide.  Sur  l'axe  à  distance  p  est  une 
source  monochromatique  P;  l'indice  du  liquide  pour  les  radia- 
tions qu'elle  émet  est  n. 
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On  demande  d'établir  la  formule  qui  permet  de  calculer  l;i 
distance  p'   à    laquelle    se    formera    le  foyer    conjuf,'ué    V   du 


point  P  pour  les   rayons  centraux,  le    système  optique   étant 
supposé  sans  épaisseur. 

Chimie. 

I.  Des  propriétés  chimiques  du  chlore.  Insister  tout  spécia- 
lement sur  les  réactions  d'addition,  de  substitution  et  d'oxyda- 
tion données  par  ce  métalloïde. 

II.  Etablir  la  formule  de  l'acide  chlorhydrique.  Vérifier  la 
formule  trouvée  par  la  considération  du  poids  moléculaire,  con- 
naissant la  densité  1,27  du  gaz  chlorhydrique. 


Épure. 

L'axe  d'un  cône  de  révolution  supposé  plein  est  situé  dans 
le  plan  horizontal  de  projection;  on  considère  les  deux  demi- 
nappes  de  ce  cône  situées  au-dessus  du  plan  horizontal  et  li- 
mitées à  des  plans  parallèles;  on  les  coupe  par  un  cylindre 
oblique  à  base  de  cercle;  on  enlève  du  cône  les  parties  situées 
dans  l'intérieur  du  cylindre.  On  demande  de  représenter  par 
ses  projections  le  demi-cône  solide  dans  lequel  on  a  pratiqué 
ainsi  une  entaille  cylindrique. 

L'axe  du  cône  est  la  bissectrice  de  l'angle  en  s  du  triangle 
par  l'axe  ash. 

Le  côté  ah  coïncide  avec  la  ligne  de  terre,  et  l'on  a 

xa  =  o'^jOyG,         ah  =  o"',i29,         bj'  =  o'",oG5, 
as  —  o'",  \  \Ç).         hs  =  o"',  1 79. 


(  :^^.'i  ) 

Les  plans  pari\l!oIcs  qui  limitent  le  cône  sont  les  suivants  : 
i"  Le  plan  mené  par  la  ligne  de  terre  et  dont  la  partie  supé- 
rieure fait  avec  la  partie  antérieure  du  plan  horizontal  un  angle 
de  Go"; 

•2°  Le  plan  parallèle  au   précédent  dont  la  trace  horizontale 
cd  est  déterminée  par 

se  =  0"\070. 


La  base  du  cylindre  est   un  cercle  de  ©""joGo  de  rayon,  situé 
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dans  le  plan  vertical  de  projection  au-dessus  de  la  ligne  de 
terre  et  tangent  en  6  à  cette  ligne;  les  génératrices  horizon- 
tales du  cylindre  sont  parallèles  à  sh. 

On  indiquera  à  l'encre  rouge  les  constructions  employées 
pour  déterminer  : 

I"  Un  point  quelconque  de  l'intersection  et  la  tangente  en  ce 
point; 

2."  Un  point  quelconque  de  l'une  des  bases  du  cône  et  la 
tangente  en  ce  point; 

3°  Un  point  quelconque  de  la  trace  du  cylindre  sur  l'un  des 
plans  de  base  du  cône  et  la  tangente  en  ce  point. 

Titî^e  extérieur  :  Intersection  de  surfaces. 
Titre  intérieur  :  Cône  entaillé  par  un  cylindre. 


I 
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Les  titres,  en  lettres  dessinées,  sont  de  riiiuour.  Le  cadre 
a  o'",.'î'')0  sur  o'",270. 

La  lij^ne  de  terre  est  parallèle  aux  petits  côtés  du  cadre  à 
o'",5tG3  du  petit  côté  inférieur  et  à  o'",iH7  du  petit  côté  supé- 
rieur. 


SOLUTION  DU  PROBLÈME  DE  MÉCAMQLE  PROPOSE 
AU  CONCOURS  D'AGRÉGATION  DE  1893; 

Par  m.  a.  DE  SAINT-GERMAIN. 


Je  vais,  comme  je  le  fais  depuis  plusieurs  années, 
présenter  à  quelques  lecteurs  des  Nouvelles  Annales 
une  solution  du  problème  de  Mécanique  proposé  au 
dernier  concours  d'agrégation  des  Mathématiques  :  elle 
s'obtient  bien  facilement.  Résumons  l'énoncé. 

Le  périmètre  ABC  d'une  plaque  pesante  contient  un 
segment  rectiligne  AB  assujetti  à  rester  sur  un  plan 
fixe  horizontal  P,  sur  lequel  il  peut  glisser  sans  frotte- 
ment :  la  plaque,  d'abord  immobile,  est  abandonnée  à 
l'action  de  son  poids.  On  demande  la  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  que  la  droite  AB  reste  parallèle  à 
elle-même.  Cette  condition  est  satisfaite  pour  une 
plaque  homogène  ayant  la  forme  d'un  demi-cercle  dont 
AB  serait  le  diamètre  limite  :  en  supposant  AB  égal 
à  a'"  et  l'angle  initial  de  la  plaque  avec  l'horizon  égal 
à  3o^,  on  demande  une  limite  inférieure  et  une  limite 
supérieure  du  temps  que  la  plaque  met  pour  arriver  en 
coïncidence  avec  le  plan  P. 

Dans  le  plan  de  la  plaque  et  par  son  centre  de  gra- 
vité, menons  deux  axes  Gx,  Gy,  le  premier  parallèle, 
l'autre    perpendicidaire    à    AI3  ;    la   direction    positive 
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dv.  Gj  est  telle  que  l'ordonnëe  des  divers  points  de  AB 
ait  une  valeur  négative  —  h.  Soient  M  la  masse  de  la 
plaque,  ni  eelle  d'un  de  ses  éléments  dont  le  centre  de 
gravité  a  pour  coordonnées  -t^  y^  nous  poserons 

A  =  i:  my^,         B  =  S  mx^,         F  =  Z  inxy. 

Soient  OX,  OY,  OZ  trois  axes  rectangulaires  fixes 
dont  les  deux  premiers  sont  dans  le  plan  P^  GX,,  GYi, 
GZ|  des  axes  parallèles  aux  premiers,  menés  par  le 
centre  de  gravité  de  la  plaque  :  la  position  de  celle-ci 
peut  être  déterminée  par  l'angle  Q  que  fait  son  plan 
avecGXjY,  ou  avec  le  plan  P,  l'angle  ^  de  Gx  avec 
GX,,  enfin  par  les  coordonnées  Ç,  yi,  Ç  du  point  G  par 
rapport  aux  axes  fixes;  Ç  est  égal  à  AsinQ. 

On  obtient  la  condition  demandée  en  considérant  le 
mouvement  relatif  de  la  plaque  par  rapport  aux  axes 
GX,,  GY|,  GZ,  :  relativement  à  GZ,,  le  poids  et  les 
réactions  exercées  le  long  de  AB  ont  des  moments  nuls  ; 
la  somme  |jl  des  moments  des  quantités  de  mouvement 
relatif  autour  de  GZ,  doit  être  constante. 

Si  AB  conserve  une  direction  fixe,  ^  sera  constant  et 
nous  pouvons  le  supposer  nul  ;  on  a  alors,  pour  les  coor- 
données de  l'élément  ni^ 

\^z=z  X,         Yi=jKC0s9,         Zi=jsinO, 
d'où 

à  l'instant  initial,  ul  est  nul  :  il  restera  donc  égal  à  zéro. 
Or  -r  ne  peut  être  constamment  nul  que  si  la  plaque 
est  en  équilibre  et  cela  exige  évidemment  que  9  soit 
d'abord  égal  à  zt  -;  à  cette  condition,  AB  restera  im- 
mobile, quelle  que  soit  la  constitution  delà  plaque.  On 
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peut,  à  un  certain  point  de  vue,  supposer  que  sin8  reste 
nul,  la  plaque  restant  eoucliée  sur  le  plan  fixe;  c'est 
une  position  d'équilibre  possible,  à  condition,  toutefois, 
de  supposer  que  toute  la  plaque,  et  non  pas  seulement 
la  droite  A13,  puisse  être  retenue  par  le  plan  P.  En 
mettant  à  part  ces  deux  cas  exceptionnels  d'équilibre, 
la  condition  générale  pour  que  [jl  reste  nul  et  'l  con- 
stant, c'est  que  F,  ou  Sm^ry,  soit  nul,  c'est-à-dire  que 
Gx  et  Gy  soient  les  axes  principaux  de  la  plaque  en 
son  centre  de  gravité. 

On  peut  retrouver  cette  condition,  s'assurer  qu'elbî 
est  suffisante  et,  en  outre,  déterminer  le  mouvement  de 
la  plaque  au  moyen  des  équations  de  Lagrange,  toujours 
si  précieuses.  La  force  vive  de  la  plaque  est,  d'après  le 
théorème  de  Kœnig, 

qT  =  m(^'2h- r/2-f- ^'•2)_|_  2^(x;2  _t_  Y\2  ^- z;^  ); 

or  on  a,  ^|^  étant  quelconque, 

Xi  =  œ  cost^  — y  cos0  sirnj;, 
Yi  =  or  s\n<\i  -+-y  cos6  cos(^, 
Zi^jKsinG; 

d'où,  par  un  calcul  des  plus  faciles, 

2T  =  M(^'2  +  rj'2 -f-  /t2  0'2  (.os2  0  ) 

-H  A(e'2-f-  ^|;'2  cos2  6)  H-  B4/'2—  2F0'4^'  sinO.   • 

Le  travail  virtuel,  pour  un  déplacement  compatible 
avec  les  liaisons,  des  forces  agissant  sur  la  plaque  est 
—  M^/icosQ58  et  les  équations  de  Lagrange  prennent 
la  forme 


(0 

(3) 


dt 


=  o, 


dr; 

dt  ' 
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-j-  (A<];'cos2  0-i-B4>'— FO'sinO)=o, 

M  7^2  cos2  0  )  0"  -  M  /i2  0'^  sin  0  cos 0 

—  ¥'l"  sin  0  -H  A  d;'2  sin  0  cosO  =  ■ 


Mg-h  cosO. 


(  3.8  ) 

Pour  cjuo  'V  soit  constamment  nul,  Téqualion  (2) 
montre  que  FG'sinO  doit  être  constant  et,  par  suite,  nul 
d'après  les  conditions  initiales  :  c'est  le  résultat  que 
nous  avons  obtenu  et  inteiprété  tout  à  Tlieure.  D'ail- 
leurs, avec  ^'  =  o,  les  équations  de  Lagrange  et  les  con- 
ditions initiales  peuvent  être  satisfaites  pour  des  valeurs 
de  Ç,  71,  8  que  nous  trouverons  bientôt;  le  mouvement 
dans  lequel  AB  garderait  une  direction  fixe  est  donc 
possible  :  suivant  l'un  des  principes  de  la  Dynamique, 
il  aura  certainement  lieu. 

Les  équations  (i),  avec  la  condition  que  ^^  et  ri^  soient 
nuls,  montrent  que  le  centre  de  gravité  G  reste  sur  une 
même  verticale,  fait  aisé  à  voir  directement.  En  suppo- 
sant 'V  nul,  les  deux  membres  de  l'équation  (3),  multi- 
pliés par  2Ô',  sont  des  dérivées  exactes  :  intégrant  et  se 
rappelant  que  9^  est  nul,  on  trouve 
(4)  (A-hM  A2cos20)ô'2  =  2M^/i(sinOo— sine); 

cette  équation,  qui  se  déduirait  de  l'intégrale  des  forces 
vives,  permet  d'obtenir  t  par  une  quadrature  en  fonction 
de  9. 

Dans  le  cas  d'une  plaque  semi-circulaire  homogène, 
l'axe  de  symétrie  Gj^  est  visiblement  axe  principal  pour 
tous  ses  points  et  le  mouvement  considéré  aura  lieu. 
Le  rayon  du  demi-cercle  étant  égal  à  l'unité,  on  sait, 

ou  l'on  trouve  aisément,  que  h  est  égal  à  —  et  le  rayon 

de  giration  autour  de  AB,  à  ^;  d'où,  par  une  relation 
bien  connue, 

--a -'•■)= f(-i^> 

Divisant  tous  les  termes  de  l'équation  (4)  par  M  et 
faisant  sin9o  égal  à  ^^  on  trouve 

I i-  sin^O     -j-  =  -^(i  -2smO); 

\  97r2  /  dt'         Sir 


(  329) 
résolvons  par  rapport  à  dt  et  intégrons  en  faisant  va- 

rier  g  de  —  a  o  :   si  nous  représentons  — -  par  li^.  nous 

aurons,  pour  le  temps  que  la  plaque  met  à  tomber  sur  le 
plan  P, 

(5)  '«=7l/—    /      -       ,  =r—  dO. 


On  demande  enfin  une  limite  inférieure  et  une  limite 
supérieure  de  ti  :  la  question  est  embarrassante  en  ce 
sens  qu'elle  comporte  une  infinité  de  réponses.  On  peut 
donner  pour  limites  de  t^  zéro  et  l'infini-,  ce  sont  au 
moins  les  plus  faciles  à  trouver.  Voici,  toutefois,  com- 
ment on  en  peut  obtenir  de  plus  rapprochées.  Trans- 
formons l'intégrale  (5)  en  posant  sinB  =  ^coscs  :  on  a 

-^                      sino  do  .    ,  .1 

aO  = '  7  i  —  5t  siii  0  —  2  Slll2  -  o. 

/  1  , 

2  I  /    I  —    -     COS-CO 

V  4 

Quand   h    varie  de  r,   à    o,    co   croit  de   o    à  —  et   l'on 
()  ^      '  2 

trouve 


(6) 


/l  —  /î"2  COS^O  I 

^    / '  cos  -  o  do. 

K  /  '  «  2    ■       • 

Y     I  —  -  cos-cp 


On  reconnaît  aisément  que  la  valeur  du  radical  croît 
avec  celle  de  cos^cp;  elle  est  donc  comprise  entre  i  et 

t/-(i  — /?-),  soit  environ  i,o4554.  Comme  on  a  d'ail- 
leurs 


( 


cos  -  o  do  —-  ^2, 


1  en  résulte  que  t^  est  compris  cnlrc  -4/  — et  le  pro- 
Ann.  de  Mathémat.,  3"  série,  L  Xll.  (Aoùl   iS9.>.)  2^ 


(  ;i3o  ) 

duil  de  cette  quantité  pai'i/^(i — h-).  On  peut  avoir 

des  limites  plus  rapprochées  si  l'on  remarque  que  le 
radical  de  l'intégrale  (6)  est  compris  entre  i  +  acos'-f 
et  i  -\-  b  cos*(p,  où  Ton  a  posé 


ces  inégalités  se  démontrent  sans  peine  en  considérant 
les  carrés  des  quantités  que  Ton  compare  :  comme  on  a 


/ 


cos^ç  cos  -96/9=  —  v/2, 

'  2    ^  IJ 


8 
a 


f-i  est  compris  entre  les  produits  de  j\/  —  P 

8 
et  par  i  H r  />,  soit  environ  par  i,oi863  et  1,02429. 

On  pourrait  obtenir  une  infinité  de  systèmes  de  limites, 
aussi  resserrées  que  l'on  voudrait.  On  peut  remarquer 
que  si  le  point  G  tombait  comme  un  point  pesant  libre, 

le  temps  de  sa  chute  serait  o~\/ ~'f  '^  ^^t  moindre  que 
la  première  des  limites  inférieures  données  pour  î< . 


ÉCOLE  NAVALE  (CONCOURS  DE  1893). 
SOLIITION  DE  LA  OIESTION  DE  GÉOMÉTRIE  ANALYTIÇIIE; 

Par  m.  E.-N.  BARISIEN. 


Oxj  étant  deux  axes  rectangulaires,  et  A,  A',  B 
trois  points  situés  sur  ces  axes  à  une  même  distance 
de  l'origine,  disposés  comme  l'indique  la  figure 


OA  ^  OA'  =  OR  =  R  : 


(  .'-s-  ) 

i"  Eijualion  des  paraboles  circonscrites  au  triangle 
AA'B,  en  prenant  comme  paramètre  variable  le  coej- 
ficient  angulaire  m  de  l'axe 


V'iQ.     l. 

y 


A' 


Par  chaque  point  du  plan  passent  deux  de  ces  para- 
boles :  distinguer  les  régions  du  plan  pour  lesquelles 
ces  deux  paraboles  sont  réelles. 

Le  lieu  des  points  pour  lesquels  les  axes  de  ces 
deux  paraboles  sont  rectangulaires  est  une  circonfé- 
rence (G). 

Construire  en  coordonnées  polaires  le  lieu  du  pied 
de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  O  sur  les 
axes  de  toutes  les  paraboles  circonscrites  au  trian- 
gle ABA'. 

2"  Lorsqu  un  point  M  décrit  la  circonférence  (C),  le 
point  de  rencotitre  des  axes  des  deux  paraboles  pas- 
sant par  ce  point  décrit  également  une  circonférence, 

3*^  L' hyperbole  équilatère,  circonscrite  au  triangle 
ABA'  et  dont  les  axes  sont  parallèles  aux  axes  des 
deux  paraboles  passant  par  un  point  IM  de  la  circon- 
rence  (C),  passe  par  ce  point  M. 

L'équation  générale  des  paraboles,  ayant  un  axe  de 
coefficient  angulaiie  m,  est 

{y  —  mj"  -I-  X)"-  =  ^i  X  -\-  m  y  -t-  \x) 


(  Si..  ) 
ou,  cil  développant, 

(y  —  /n.r )-  -h  ( ■>,  X  —  p  m  )r  —  (  •>. X  m  -h  p)  x  -h  1-  —  pjx  =  o. 

Exprimons  que  celle  parabole  passe  par  les  points  A 
et  A^  :  on  trouve,  en  faisant  j)^  =  o,  les  deux  relations 

( 1 )  'il  m  -h  p  —  o , 

(2)  l'-—pix=~mMV-. 

On  trouve  de  même,  en  exprimant  que  la  parabole 
passe  par  B',  la  relation 

(3)  ]{2  — R(9.X  _pm)+X5— p,ji=:o, 
ou,  d'après  (3), 

(4)  il  —  pm  =  R(i  —  m:^). 

Les  relations  (f),  (2)  et  (4)  permettent  de  déter- 
miner )v,  p  et  [ji.  en  fonction  de  rn. 

La  valeur   de   À  seule   nous  intéresse    :  elle  a   pour 

expression 

(i  —  m'-)R 

~   '2(1+  m2  )  ' 

En  tenant  compte  de  (i),  (2)  et  (4),  l'équation  géné- 
rale des  paraboles  devient 

Cette  équation  s'écrit,  en  l'ordonnant  par  rapport  à  m, 
(6)  m2(a72— Rj— R2^       r,fnxy -^y'^-^Ky  =  o. 

Donc,  par  un  point  (x,j  )  du  plan,  il  passe  deux 
paraboles  répondant  aux  deux  valeurs  de  m  fournies 
par  (6).  Les  deux  paraboles  seront  réelles  si  Ton  a 


ou 


y(  y  -ir  .T  -\-W){y  —  T  -\-W)'ç,o. 


1 


(  33;^  ) 

On  voit  donc  que  si  le  point  est  à  l'intérieur  du 
triangle  ABA'  ou  dans  le  prolongein(Mit  des  angles  de  ce 
triangle,  les  paraboles  sont  iniaginairtîs.  Lorsque  le 
Doint  est  dans  le  reste  du  plan,  les  paraboles  sont 
réelles. 


r aboies  sont,  rectangulaires.  —  Si  m'  et  m"  sont  les  ra- 


Lieu  des  points  pour  lesquels  les  axes  des  deux  pa- 
iholes  sont  rectangulaire. 
cines  de  (6),  on  doit  avoir 

m' m"  =  —  I 
et,  par  conséquent, 

jk2  -f-  R  y        _  _ 


x-i—  \\y—  R2 
ou 

Le  lieu  de  ces  points  est  donc  le  cercle  de  centre  O 
et  de  rayon  R. 

Lieu  de  la  projection  du  poiiit  O  sur  les  axes  des 
paraboles .  —  L'axe  d'une  des  paraboles  a  pour  équa- 
tion 

y  —  nix  -^\  =  o 

c'esl-à-dire 

/    N  (i  — m2)R 

(7)  y  —  mx^ 1—  =  o. 

La  perpendiculaire  abaissée  de  O  sur  cet  axe  a  pour 
équation 

(8)  my  -Jr  X  =  o. 

En  éliminant  m  entre  (7)  et  (8),  on  trouve  l'écjua- 
tion 

C'est  une  quartique  dont  l'équation  en  coordonnées 
polaires  est 

R 

/'  =  —  sinO  cos'^O. 
•> 


(  334  ) 
Cette  courbe  fermée  a  pour  axe  de   symétiie  l'axe 
desj)^  :  le  point  O  est  un  point  triple  (*).  C'est  un  tri- 
foliuni  dont  le  rayon  maximum  de  la  plus  grande  boucle 

est  —  et  le   ravon  maximum  des  deux  autres  boucles 

2 


est 


R 


3  v/6 


2°  Soient  .r,  ety,  les  coordonnées  d'un  point  M  de 
la  circonférence  (C).  On  a  donc 


(9) 


cri 


ri 


R2. 


L'équation  (6)  devient  alors 

;,i2(^2_R^,_R2)_2m.riJi+7f  +  R7.   =0 

ou,  en  tenant  compte  de  (g), 

(10)  m2(jKi  H- R)+ 2ma^i  — (j^i  H- R)=  o. 

Si  ni'  et  jji"  sont  les  deux  racines  de  (10),  les  équa- 
tions des  axes  des  deux  paraboles  passant  par  M  sont 


(II) 
(12) 


(i— m'MR 
r  —  m.  X  +  —■ — —  =  o, 

^  2(1+ m  2^  ' 

(I  — m"2)R 
^  2(i-Hm"2) 


L'équation  (10)  fournirait  ni'  et  m"  en  fonction  de  Xi 
etj)^<,  et  il  resterait  à  éliminer  x<  et  j\  entre  (9),  (11) 
et(i  2).  On  évitera  cette  élimination  laborieuse  en  remar- 

(')  Ce  trifolium   offre  en  outre  la    propriété  remarquable  d'avoir 


son  aire  équivalente  au  {^  de  l'aire  du  cercle  de  rayon  R. 


(  :m  ) 

quanl  que  l'équaLion 

( 1 3 )  y  —  mx  -^ -—  =  o 

^  *^  -2(1  +  /n^  ) 

doit  admettre  les  racines  ?n'  et  m'' de  (10).  Celte  équa- 
tion (i3)  peut  s'écrire 

(i4)        2  rn^x  — ('ly  —  R)/n2-f-  mix  — {2 y  -+-  R)  =  o. 

Si  ni'^^  est  la  troisième  racine  de  (14)5  on  a 

2  V  —  R 

(i5)  ( m' -h- m" ) -h  m'"  = —^ , 

'I  X 

(16)  ( m' -h  ;?i"  )  m"  +  m'  ^?i"  =  i , 

(17)  (m'm")m'"=  ^21±-5. 

•2  .-r 

Mais,  d'après  (10), 

f  V  A  X  ]  I        II 

m  -h  m  — zr  ,  m  m    =  —  i . 

jTi+R 

Les  équations  (i5),  (16)  et  (i^)  deviennent  alors 

(15)'  iiif''+„r=^y-^, 

Jrl^-R 


'IX 

rl  + 

R 

Xt 

y 

2y-h 

R 

•IX 


(16)'  m"=  — 

(17)'  m'"  =  - 

En  portant  la  valeur  (17)' de  m'"  dans  (i5)',  il  vient 

(.8)  -J^=-Z. 
En  comparant  (16)'  et  (17/,  on  a 

(,9)  yi±li^irj±^. 

^'  Xx                         IX 


(  336  ) 
En   mullipliaiU  ni'jmbre  à   inenibrc  (i8)  et  (19),  on 


trouve 


C'est  un  cercle  de  rayon  -,  tangent  à  l'origine. 

3°  L'équation   générale    des    hyperboles  équilatères 
circonscrites  au  triangle  AA'B  a  pour  équation 

(20)  X- — y--+-2BTy  —  ^RjK — R2=o. 

L'équation  aux  coefficients  angulaires  des  axes  de  cette 
hyperbole  est 

(2t)  "^^-^-15 '  =  05 


d'où 


B 


B  =  -^^ 


/n- 


Par  conséquent  l'équation  (20)  devient 

Cette  hyperbole  équilatère  a  ses  axes  parallèles  à 
ceux  de  la  parabole  (5). 

Or,  si  l'on  fait  x^=^  R^ — j)  -  dans  les  équations  (22) 
et  (5),  on  trouve  qu'elles  sont  identiques.  Donc,  si  la 
parabole  (5)  passe  par  un  point  de  la  circonférence  (C), 
l'hyperbole  (22)  passe  par  le  même  point. 


I 


(  337) 


SUR  Hm  CLASSE  DE  TRANSFORMATIONS  DANS  LE  TRIANGLE 
ET  NOTAMMENT  SUR  CERTAINE  TRANSFORMATION  QUA- 
DRATIQUE RIRATIONNELLE  ; 

Par  m.  Maurice  d'OGAGNE. 


1.  Dans  l'étude  des  transformations  géométriques 
qui  sont  liées  à  la  considération  d'un  triangle,  on  fait 
très  généralement  usage  du  système  des  coordonnées 
trilinéaires  ou  de  celui,  équivalent  au  fond,  des  coor- 
données barycen triques.  Ce  choix  s'explique  aisément, 
en  raison  du  rôle  fondamental  joué  par  le  triangle  dans 
ces  transformations,  surtout  lorsque  le  mode  de  liaison 
adopté  fait  intervenir  symétriquement  les  éléments  pri- 
mordiaux, côtés  ou  angles,  du  triangle,  comme  c'est 
le  cas  pour  les  transformations  dites  isotoniique  et  iso- 
gonale. 

Mais  l'habitude  prise  de  ce  genre  de  méthode  ne  doit 
pas  faire  perdre  de  vue  les  avantages  qu'on  peut,  le  cas 
échéant,  retirer  de  l'emploi  d'autres  systèmes  de  coor- 
données et  notamment  de  celui  des  coordonnées  géné- 
rales dont  j'ai  eu  l'occasion  de  signaler  ici  même  (  '  ) 
l'importance  à  un  point  de  vue,  en  quelque  sorte,  phi- 
losophique. 

Le  but  de  la  présente  Noie  est  de  mettre  ce  fait  en 
relief  par  quelques  considérations  générales  appuyées 
d'un  exemple  particulier. 


(■)  Nouvelles  Annales,  3*  série,  t.  XI,  p.  72. 

Ann.  de  M  a  thé  mat.  ^'h""  série,  t.  XII.  (Septembre  1893.)       2J 


(  3,^8  ) 


L  —  Généralités. 

2.  Je  rappellerai  d'abord  la  définition  des  coordon- 
nées en  question. 

Soit  M  un  point  quelconque  pris  dans  le  plan  du 
triangle  fondamental  ABC  {fig-  i)-  Tirons  les  droites 

Fig.  I. 


H     u 


A      oo 


AM  et  BlM  qui  coupent  respectivement  GB  et  G  A  en 
V  et  en  U,  et  posons,  en  représentant  par  X  et  [Ji  des 
constantes  quelconques  pour  toute  l'étendue  du  plan, 


X 


UC 

UA 


y 


X  etjK  sont  les  coordonnées  du  point  M. 

Le  théorème  de  Jean  de  Geva  montre,  en  outre,  que 
si  la  droite  ClVl  coupe  AB  en  P,  on  a 


PA 
PB 


[JL    X 


Dans  ce  système  de  coordonnées,  toute  équation  du 
premier  degré  représente  une  droite  et  réciproque- 
ment. 

On  démontre  bien  facilement  que  si  l'équation  d'une 


(   «9  ) 

droite  s'écrit 

ax  -h  h  y  H-  c  =  o, 

et  si  cette  droite  coupe  les  droites  GA,  CB  et  Ah  respec- 
tivement aux  points  H,  K  et  L,  on  a 


HG             I   c 

KG             I    c 

LA  _l    a 

HA  ~       X  a' 

KB  "        u.  b' 

LG         a   b 

Il  en  résulte  que  si,  pour  plusieurs  droites,  J'un  des 

c      c  a  ,      . 

rapports  -?  ^  ou  t^  est  constant,   ces   droites   passent 

toutes  par  un  même  point  de  la  droite  CA,  de  la  droite  CB 
ou  de  la  droite  AB. 

Si  a,b  ou  c  est  nul,  la  droite  correspondante  passe 
par  le  point  A,  B  ou  C. 

En  posant,  comme  je  l'ai  proposé  dans  la  Note  citée, 

_       i»  HA  _        I  KB 

""-"XHG'         ^^--pKG' 

et  prenant  u  et  v^  comme  coordonnées  de  la  droite  HK, 
on  voit  que  la  condition  pour  que  le  point  (x,  j^)  se 
trouve  sur  la  droite  (z^,  v)  s'écrit 

ux  -{-  vy  -\-  i  =^  o. 

Le  théorème  des  transversales  montre,  en  outre,  que 
si  la  droite  HK  coupe  AB  en  I^,  on  a 

LA       Xu 

LB  ^  jli'  * 

Grâce  à  ces  définitions,  l'usage  que  l'on  peut  faire 
de  ces  coordonnées  généralisées  est  identiquement  le 
même  que  celui  que  l'on  est  dans  l'habitude  de  faire 
des  coordonnées  cartésiennes  et  pluckériennes;  seule 
l'interprétation  géométrique  des  résultats  diffère. 

En   particulier,  l'équation  de   la   tangente  au   point 

(X,  Y)  de  la  courbe 

f(x,y)  =  o 


(  '^l"  ) 

est 

Toute  écjuatiou  du  /i'*^'"''  degré  on  x  vX  j  définit  une 
courbe  du  7^'•''"^  ordre,  et  toute  équation  du  t?'*^'"*^  degré 
en  u  et  v',  une  courbe  de  la  /i'^""  classe. 

3.  Ou  voit  iininédiateinent  à  quel  genre  de  transfor- 
mations s'appliquera  spécialement  le  système  de  coor- 
données eu  question. 

Soient  M  et  M'  deux  points  pris  dans  le  plan  du 
triangle  ABC.  Les  droites  AM  et  AIM' coupant  CB  en  V 
et  en  V,  les  droites  BiVl  et  BM'  coupant  G  A  en  U  et 
en  U',  supposons  que  l'on  ait 

UG     UT.    VG     V'G 


UA     U'/V     Vir  Y'B 


=  o. 


,  /UG     U'G     VG    rG\  _ 
"^VUA'  TTÂ'  VB'  VBy'  ~  ^' 

Nous  définissons  ainsi  une  transformation  qui  fait 
correspondre  le  point  M'  au  point  M. 

Faisant  usage  des  coordonnées  ci -dessus  définies, 
nous  voyons  que  l'étude  analytique  de  la  transforma- 
tion considérée  se  ramènera  au  système  d'équations 

fxxyy'\  y  (^  ^'    y    y'\ 

dans  lequel  nous  pourrons  encore  disposer  de  X  et  de  |ji 
en  vue  de  la  plus  grande  simplicité  possible. 
Voici  des  exemples  : 

1°    Transfonnailon  isotoniique.  —  Ici,  on  a 

UG  _  ITA  VG  _  V'B 

UA  ~  UG'         YB  ~  VG' 

11  est,  dès  lors,  tout  naturel  de  prendre  a  =  a  =  i , 


(  34.  ) 

el  les  écjuations  de  la  transformation  deviennent 

x'         -^      y 

2"  Transformation  isogonale.  —  Dans  cette  trans- 
formation l'angle  CBU  est  égal  à  l'angle  U'BA  et 
l'angle  CAV  à  l'angle  V  AB.  Or,  on  a        ' 

sinCBU   _  CU.AB  sinCAV  _  CV.AB 

sinUBA  ~  UA.GB'  ii7iVAB  ~  VB.GA' 

La  transformation  comporte  donc  les  formules 

GU.AB  _  U^A.GB  CV.AB  _  VB.GA 

ÛA.GJ3  ~  GU.AB  '  VB.GA  ~  GV. AB  ' 

c-  ..  1  -N         AB  AB 

b\^  par  suite,  on  prend  À  =  — -,  ji.  =  — ,  on  voit  que 

les  équations  de  la  transformation  seiont  encore 

I  I 

x'  -^        y' 

Tous  les  résultats  établis  analytiqueinent,  au  moyen 
des  coordonnées  précédentes,  pour  l'une  des  deux  trans- 
formations considérées,  seront  donc  encore  vrais  pour 
l'autre.  Il  suffira  simplement,  dans  leur  interprétation 
géométrique,  de  tenir  compte  de  la  différence  de  défi- 
nition des  deux  systèmes  de  coordonnées. 

Mais  les  transformations  en  question  sont  trop  con- 
nues pour  que  je  m'y  arrête  ici. 

4.  La  même  méthode  s'appliquera  encore  s'il  s'agit 
d'une  transformation  tangentielle  dans  laquelle  les 
droites  se  correspondent  suivant  une  relation  entre  les 
rapports  qu'elles  déterminent  sur  les  cotés  d'un  triangle 
fondamental.  Il  suffira  seulement  de  faire  usage  des 
coordonnées  tangentielles  m  et  (/au  lieu  des  coordonnées 
ponctuelles  x  et  y. 
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II.    —   Etude  d'ujve  transformation  quadratique 

BIRATIONNELLE    PARTICULIÈRE. 

5.  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  des  transforma- 
lions  quadratiques  birationnelles  qui  lient  deux  courbes 
de  telle  sorte  qu'à  un  point  de  l'une  d'elles  ne  corres- 
pond qu'un  point  de  l'autre  et  réciproquement. 

Dans  ce  cas,  les  équations  (i)  sont  du  premier  degré, 
soit  qu'on  les  considère  par  rapport  au  système  des  va- 
riables x  et  y,  ou  à  celui  des  variables  x^  etj'. 

A  titre  d'exemple  de  la  méthode  dont  je  viens  de 
parler,  je  vais  aborder  l'étude  d'une  transformation  de 
ce  genre. 

Cette  transformation,  qui  est  réciproque,  sera  définie 
de  la  manière  suivante  ^fig.  2)  ; 

Fig.  2. 


*Soie/2/ ABC  le  triangle  fondamental  ;  Mq  efMi  deux 
points  correspondants.  Les  points  Mo  et  M|  sont  en 
ligne  droite  avec  le  point  B;  en  outre,  les  droites  CM,, 
et  CM<  rencontrent  le  côté  AB  en  des  points  isotomi- 
ques  (symétriques  par  rapport  au  milieu  de  AB). 

On  voit  immédiatement  que  les  formules  de  la  trans- 
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formation  sont,  en  prenant  À  =  a  =  i , 

(2)  370  =  371,  370  .r,   =  J'o  Jl  • 

Si  donc  J 'équation  d'une  courbe  Cq  donnée  est,  en 
désignant  par  un  indice  les  coordonnées  courantes  qui 
s'y  rapportent, 

l'équation  de  sa  transformée  c<  sera 

/(..,;-!) =0. 

6.  Voyons  tout  de  suite  comment  sont  liées  géomé- 
triquement les  tangentes  en  des  points  correspondants 
de  ces  courbes. 

La  dilFérentiation  des  équations  (2)  donne 

dxo  =  dxi         et         370  ^-271  +  Xi  dx^  =  jko  dji  +  /i  dya  i 

d'où 

dfQ  dyx 

Or  les  équations  (2)  donnent 

/y»2  /y»2 

On  peut  donc  écrire 

xl  djQ  x\  dvi 

7o   «^0  JKi   «37, 


ou 


Mais,  si  les  droites  CMq  et  CM,  coupent  AB  respecti- 
vement en  P  et  en  Q,  on  a 

x^  __  î^        £1  _     QR 
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D'aiilFO  pnrt,  l'équation  do  la  tangente  en  Mo  étant 


X  —  OCq 


dXcs 


si  Ton  appelle  T,,  It^  point  où  elle  eoupe  CB,  on  obtient, 
en  faisant  .r]=  o  clans  l'équation  piécédente, 


D 


e  même 


ToG  _  fl?Xo 

TiG  _  dyi^ 


L'<''quation  (3)  est  done  équivalente  à 


PB  TjS^ 
PÂ  TVB 


QB  TiC 
Q  â:  TTB 


Les  droites  CP  et  AT^  se  coupant  en  Hy,  lirons  la 
droite  RHq  qui  rencontre  GA  (;n  Eq.  Nous  avons,  par  le 
théorème  de  Ceva, 


PB.TqC.EqA 
PA.ToB.EoG 


De  même,  si  CQ  et  AT,  se  coupent  en  H,  et  si  BH| 
rencontre  G  A  en  E, , 


QB.TiG.EiA 


QA.TiB.EiG 
L'égalité  précédente  devient  donc 
EoA  El  A 


Eo  G 


E,G 


Elle  exprime  que  les  points  Yjq  et  E,  sont  conjugués 
harmoniques  par  rapport  aux  points  G  et  A. 

On  en  déduit  immédiatement  que  la  droite  EoQ 
passe  par  T,,  et  la  droite  E,  P  par  T,,. 

Ainsi  se  trouve  mis  en  évidence  le  lien  géométrique 
qui  unit  les  tangentes  MoT,,  et  M,T,. 


(  345  ) 
7.   Si,   dans   la  défiuilloii  donnée  au  n"  o,  on   inler- 
vcilit  le  rôle  joué  par  les  points  A  et  B,  e'esl-à-dire  si 
on  aligne   les  points  correspondants   M,    et   M._>  sur  le 


Fi;,'.  3. 


point  A   {fig-   3),    les  formules  de   la  transformation 
sont 


(4) 


Xi  —  X-i^ 


^1^1  =  yxyt' 


Nous  allons  appliquer  alternativement  les  transfor- 
mations (2)  et  (4)  en  partant  d'une  droite  cIq  passant 
par  le  point  A,  c'est-à-dire  ayant  pour  équation 

Si  nous  appliquons  la  transformation  (2),  nous  obte- 
nons pour  la  transformée  r/,  de  r/,,  l'équation 


f^y\, 


qui  représente  une  conique  tangente  à  AC  et  A  AB  en  C 
et  en  B. 

La  transformation  (4)  appliquée  à  d^  donne  pour  <7.j 

l'équation 

yl  =  kool, 

qui  représente  une  cubique  tangentes  à  AB  en  A  où  elle 
présente  une  inflexion  et  à  CA  en  C  où  elle  présente 
un   rebroussenient.    L'existence    de    ce    rebroussement 


(  ■■Î1(i  ) 

montre  que  cette  cubique  est  cuspidale  (*),  d'après  la 


terminologie  de  Salmon, 


On  voit  bien  aisément  qu'en  continuant  à  appliquer 
ainsi  alternativement  les  transformations  (2)  et  (4)  on 
obtient  d'une  manière  générale  pour  les  courbes  d^n 
et  d2,i+i  les  équations 


et 


J  'lu        —  '^  '*'  2  n 


Ces  courbes  sont,  au  degré  près,  absolument  de  même 
nature  lorsqu'on  permute  x  et  j^,  c'est-à-dire  les  rôles 
joués  par  les  axes  CA  et  CB.  Nous  pouvons  donc  nous 
borner  à  l'étude  de  l'une  d'elles,  <^2«  par  exemple. 

8.  Cette  courbe  d^n  est,  d'après  son  mode  même  de 
génération,  luiicursale  ou  de  genre  zéro^  puisqu'elle' 
correspond  point  par  point  d'une  manière  univoque  à 
une  droite. 

Elle  est  de  V ordre  '2n-\-i  puisque  son  équation 
ponctuelle  est  de  degré  2/2  -f-  i . 

Il  suffit  donc,  pour  définir  complètement  son  espèce, 
de  chercher  sa  classe,  c'est-à-dire  de  former  son  équa- 
tion tangentielle  au  moyen  des  coordonnées  u  et  r  dé- 
finies plus  haut. 

L'équation  de    la    tangente    au  point  (jc^y)   de   la 

courbe  est 

Y-y  ^df 
X  —  X       dx 

Si  donc  a  et  p  sont  l'X  et  l'Y  des  points  où  celle  tan- 


(')  Nous  avons  déjà  examiné  ce  mode  spécial  de  génération  des 
cubiques  cuspidales  dans  une  Note  publiée  par  les  Nouvelles  An- 
nales (3-  série,  t,  XI,  p.  386). 


{  Ml  ) 

gente  renconire  respectivement  CA  et  CB,  on  a 

(Ix 
1  =  X  —y  -7—  7 
^  dy 

Or,  l'équation  de  la  courbe  étant 

( 2  /i  H-  I )jK^"  dy  =  in k  x'-'^- 1  dx ; 

dy  '?.  n  k x'-"-'^  2  ny 

dx        (-1/1  -i-  i)y'^"-        {•in  -r-  ï)x 


on  a 
d'où 


Donc 


X 

iJi 


P=.-^ 


'in  -^  \ 

Mais  les  coordonnées  u  et  v  de  la  tangente  sont  don- 
nées par 


I  I 

11= j  (;  =  —  - 


Il  vient,  par  suite, 


_  in  _       2/1  -f- 1 


et  l'équation  tangentielle  de  la  courbe  obtenue  en  por- 
tant les  valeurs  de  x  et  j^  tirées  de  là  dans  son  équation 
ponctuelle  est 

Cette  équation  étant  de  degré  'ni-\-  \  ^  la  courbe  est  de 
la  classe  in-\-  i . 

Ainsi  donc,  la  courbe  d^n  ^st  une  courbe  unicursale 
dont  r  ordre  et  la  classe  sonl  tous  deux  e^aux  à 
2  /i  -|-  [  . 


(  MS  ) 

Et,  puiscju'on  passe  des  indices  pairs  aux  indices  im- 
pairs parla  simple  permutation  de  x  et  dej',  on  peut 
dire  d'une  manière  générale  que  la  courbe  d n  est  une 
courbe  unicursale  dont  l'ordre  et  la  classe  sont  tous 
deux  égaux  à  n-\-  \. 

Les  formules  de  Plùcker  montrent  que  le  nombre  des 

points  doubles  d'une  telle  courbe  et  celui  de  ses  tan- 

j      11                     '              ^    in  —  I  )  (  /i  —  ^  )  1    •     1 

gentes  doubles  sont  égaux  a  ^ »   celui   des 

points  stationnaires  (rebroussements)  et  celui  de  ses 
tangentes  stationnaires  (inflexions)  h.  n  —  i. 

Ces  courbes  peuvent  être  considérées  comme  généra- 
lisant les  coniques. 

Pour  n  =  3,  on  obtient  une  unicursale  d'ordre  3  et  de 
classe  3,  c'est-à-dire  une  cubique  cuspidale,  ainsi  que 
nous  l'avons  trouvé  précédemment  par  une  autre  voie. 

9.  Les  formules  ci-dessus  établies  conduisent  à  des 

Fig.  4- 
B 


constructions  remarquablement  simples  pour  la  tangente 
en  un  point  choisi  sur  la  courbe  d^,,  {fig-  4)- 


(  U9  ) 
Prenons,  par  exemple*,  la  formule? 


ftx  =  7.n. 


Si    la  droite    BM  coupe  CA    en  U  et    si   la    tangente 
en  M  coupe  CA  en  T,  cette  formule  peut  s'écrire 


UC  TA 


Par  le  point  C  menons  à  AB  la  parallèle  CM'T'  qui 
coupe  BM  en  M'  et  BT  en  T'.  Le  rapport  anliarmonique 
étant  projeciif,  nous  avons 


M'C 


En  d'autres  termes,  les  points  M'  et  T'  sont  situés  de 
part  et  d'autre  du  point  C  et  la  longueur  M'C  est  égale 
à  2/1  fois  la  longueur T'G.  Delà  le  moyen  de  construire 
la  tangente  MT  si  l'on  se  donne  le  point  Met  le  point  M 
si  l'on  se  donne  la  tangente. 

Pour  une  courbe  d'ordre  impair  la  construction  sera 
la  même  en  intervertissant  les  rôles  des  points  A  et  B. 

10.  Voici  encore  un  autre  mode  de  liaison  géomé- 
trique du  point  et  de  la  tangente  de  la  courbe  d^n' 

On  a 

uop  _^  in 

Vf  in  -{-  i 

Si  la  droite  CM  coupe  AB  en  P  et  que  la  tangente  MT 
coupe  xAB  en  S,  cette  égalité  peut  s'écrire  ('  ) 

SA  /      PB\  _  m 


SB  V      l'A/  in-^\ 


(')  J'ai,  dans   la  Note  citée,  donné   cette  propriété  pour  les  cubi- 
ques cuspidales. 
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OU 

SA. PB  _      xn 
SB.PA  ~  ■;•, 71  +  T  * 

Par  le  point  A  menons  à  BG  la  parallèle  AP'S'  qui 
coupe  CP  en  P'  et  CS  en  S'.  Nous  avons  alors 

P'A  ~  2/n-i  * 

\\.  Cliaque  courbe  d,i^  lorsqu'on  se  donne  le  triangle 
fondamental  ABC,  est  déterminée  par  une  seule  condi- 
tion puisque  son  équation  contient  le  paramètre  uni- 
que h. 

Il  suffit  donc  de  s'en  donner  un  point  ou  une  tan- 
gente. Dans  ce  second  cas,  on  obtient  d'ailleurs  le  point 
de  contact,  par  application  soit  du  théorème  du  n**  9, 
soit  de  celui  du  n"  10,  et  l'on  est  ramené  au  premier. 

Soit  donc  M,^  le  point  donné  ;  on  construit  son  cor- 
respondant Mo  par  l'application  alternée  des  transfor- 
mations ('a)  et  (4);  on  n'a  plus  ensuite  qu'à  faire  par- 
courir au  point  m^  la  droite  AlVl,,  pour  que  son 
correspondant  in,i  engendre  la  courbe  dn  demandée. 

On  peut  notamment  ainsi  construire  une  conique 
tangente  aux  droites  AB  et  AC  en  B  et  en  C  et  passant 
par  un  point  donné. 

12.  A  titre  d'exemple  d'application,  j'indiquerai  une 
construction  très  simple  et  très  commode  en  pratique 
(car  tout  le  tracé  tient  à  l'intérieur  du  parallélogramme 
des  données)  de  l'ellipse  dont  on  donne  deux  diamètres 
conjugués,  problème  qui  se  rencontre  souvent,  notam- 
ment en  perspective  et  dans  l'épure  des  ponts  à  intrados 
elliptique. 

Soient  OB  et  OC  deux  demi-diamètres  conjugués 
donnés.  Complétons  le  parallélogramme  BOGA. 
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L'ellipse  cliercliée  doit  être  tangente  à  AI3  et  à  AC 
en  B  et  en  C  et  passer  par  le  symétrique;  M,  de  C  par 
rapport  à  O. 

Le  correspondant  Mo  de  Mj,  en  vertu  de  la  transfor- 
mation (2),  coïncide  ici  avec  M,  puisque  CM,  est  paral- 
lèle à  AB.  Nous  prendrons  donc  pour  droite  AlMo  la 
droite  AM,,  c'est-à-dire  la  droite  joignant  le  point  A  au 
milieu  ^  de  OB. 

Pour  avoir  un  point  quelconque  //z,  de  l'ellipse  cher- 
cliée,  nous  prendrons  sur  A  p  un  point  quelconque  ttiq  ; 
nous  tirerons  Cruo  qui  coupe  AB  en  po  ;  et  nous  porte- 
rons de  B  vers  A  le  segment  B^,  égal  à  ApQ.  La  ren- 
contre des  droites  C/7,  et  B/tiq  donnera  m, . 

Si  l'on  veut  obtenir  la  tangente  en  /^z,,  le  théorème 
dun°  10  donne  la  construction  suivante  (en  remarquant 
que  puisqu'il  s'agit  de  d^,  c'esi-à-dire  d'une  courbe  à 
indice  impair,  on  doit  intervertir  A  et  B)  : 

La  droite  C/;,  coupant  OB  en  p\,  prendre  le  milieu 
s\  de  Bp, .  Si  la  droite  C^',  coupe  AB  en  5,,  w,  5,  est  la 
tangente  cherchée. 

Une  manière  très  commode  d'appliquer  la  construc- 

Fig.  5. 

A       1       2      3     t-      5      6      7      8      9     10     11     12    13    l«h     B 


C  0 

tion  par   points  de   l'ellipse,    donnée   ci-dessus,    est   la 
suivante  (fg-  5). 
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Diviser  AB  on  /»  -+-  i  parties  égales  par  des  points 
numérotés  i ,  n,  .  .  .  ^  n.  Tirer  les  droites  Ci,  G 2,  . . ., 
Qn  qui  donnent  sur  A  [^,  ji  étant  le  niilieu  de  OB,  les 
points  i',  ;)/,  ...,  n' .  Enfin,  tirer  les  droites  Bi'  B2',  ..., 
B/z'.  On  obtient  des  points  de  l'ellipse  cherchée  par  la 
rencontre  des  couples  de  droites  qui  suivent 

Cl     Cl     En', 

C2     et     B(aî  —  1)', 

C{n—i)     et     Bï, 
C/i     et     Bi'. 

Cette  construction  est  d'autant  plus  à  recommander 
dans  la  pratique  que  les  points  de  l'ellipse  ainsi  obtenus 
sont  assez  régulièrement  espacés  sur  la  courbe,  comme 
on  peut  en  juger  sur  la  fig.  5,  où  l'on  a  fait  n  =  i4- 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ECOLE  CENTRALE  EN  1893 
(DEUXIÈME  SESSION). 


Géométrie  analytique. 

On  donne  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  o;r  et  0/ 
et  l'ensemble  de  deux  droites  \{y  —  6)^+  (x  —  ay-  =  o. 

1°  Former  l'équation  générale  des  coniques  A  qui  admettent 
ces  deux  droites  pour  diamètres  conjugués  et  qui  de  plus  sont 
tangentes  à  l'axe  des  x. 

Démontrer  que  par  un  point  quelconque  du  plan  on  peut 
faire  passer  deux  de  ces  coniques. 

2°  On  considère  les  deux  coniques  A  qui  passent  par  un 
point  (o,  ^  )  de  l'axe  des  jk,  et  on  demande  le  lieu  du  point  de 
concours  des  cordes  de  contact  des  tangentes  menées  de  l'ori- 
gine à  ces  deux  coniques,  quand  on  fait  varier  q.  Ce  lieu   est 
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une  parabole  P  qui,  si  l'on  fait  varier  X,  a  deux  points  fixes  et 
un  diamètre  fixe. 

3°  Laissant  X  fixe,  on  fait  mouvoir  le  point  (a,  b)  sur  la  pa- 
rabole qui  a  pour  équation  a=pb^,  et  l'on  demande  le  lieu 
du  point  de  rencontre  de  la  parabole  P  avec  celui  de  ses  dia- 
mètres qui  est  conjugué  à  la  direction  ayant  r-r  pour  coeffi- 
cient angul  aire. 

Calcul  trigonométrique. 

Résoudre    un   triangle  connaissant    deux     côtés  a,  6,   et  le 
rayon  du  cercle  circonscrit  R. 
On  donne 

a  =  4737,523, 

6  =  3427,645, 

R  =  6743,823. 


Physique. 

Un  vase  A  ouvert,  d'une  section  égale  à  lo'*"™*'  et  d'une  hau- 
teur de  lo"",  est  réuni  par  un  tube  GMD  plein  de  mercure,  d'une 


section  de  i**""'  et  d'une  hauteur  illimitée,  avec  un  vase  B  clos, 
d'une  section  égale  à  3^^""^  et  d'une  hauteur  de  lo"". 

Ce  vase  B  peut  être  mis  en  relation  avec  une  machine  pneu- 
Ann.   de  Mathémat.,  3' série,  r.  XII.  (Septembre  1898.)        ^6 
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matique   pour    laquelle    le   rapport  -   du   volume   de   l'espace 

nuisible  au  volume  du  récipient  est  égal  à  -— • 

^  ^         4o 

On  fait  dans  le  vase  B  un  vide  aussi  complet  que  le  permet 
la  machine  pneumatique  et  en  même  temps  on  verse  assez 
d'eau  dans  le  vase  A  pour  le  remplir  complètement. 

La  pression  atmosphérique  étant  o'",7Go  au  moment  de 
l'expérience,  on  demande  la  hauteur  de  la  colonne  de  mercure 
qui  entrera  dans  le  vase  B. 

La  densité  du  mercure  est  13,69. 


Chimie. 

1°  Analogies  de  l'oxygène  et  du  soufre. 
2»  Composition  de  l'acide  sulfhydrique. 

Épure. 

Intersection  d'un  tore  et  d'un  cône. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés  du 
cadre,  à  180™'"  du  petit  côté  supérieur. 

L'axe  du  tore  est  vertical  et  se  projette  en  O,  à  égale  distance 


1 

/''                    ^N                      ]                  '•'''               ~\ 

(      --A-,4--::-.'-—      ] 

1 

■21 

î       ^ 
1 

/        -  -1-  ^        \ 

I                          '                       1                      \                           1 

\        \      0       /         ; 
\         \           ''         ' 

^         '^~  -'-'         / 

\                          / 
/ 

y 

des  grands  côtés  du  cadre  et  à  i45"""  en  avant  de  la  ligne  de 
terre. 

Le  centre  du  tore  est  à  So""""  au-dessus  du  plan  horizontal. 


(  :m  ) 

Le  centre  du  cercle  générateur  du  tore  est  à  8V""  d^*  l'axe  <'t 
le  rayon  de  ce  cercle  est  de  45""". 

Le  sommet  du  cône  est  sur  l'axe  du  lore  à  i35"""  au-dessus 
du  plan  horizontal. 

La  directrice  du  cône  est  la  section  faite  dans  le  tore  par 
un  plan  bitangent  perpendiculaire  au  plan  vertical  et  incliné 
dans  le  sens  qu'indique  la  figure. 

On  demande  de  représenter  par  ses  deux  projections  le  tore 
supposé  plein,  en  supprimant  la  portion  de  ce  corps  comprise 
à  l'intérieur  du  cône. 

On  indiquera  à  l'encre  rouge  les  constructions  employées 
pour  déterminer  un  point  quelconque  de  l'intersection  des 
deux  surfaces  et  la  tangente  en  ce  point. 

Titre  ecctérieur  :  Intersection  de  surfaces. 
Titre  intérieur  :  Tore  troué  par  un  cône. 

Les  titres,  en  lettres  dessinées,  sont  de  rigueur. 
Le  cadre  a  o'",45  sur  o"',9.7. 


SIR  L'ELMIIl\ATIO^; 

Par  m.  h.  LAURENT. 


Dans  le  Cahier  du  mois  d'août,  j'ai  fait  connaître,  sous 
forme  explicite,  la  résultante  d'un  nombre  quelconque 
d'tfquations  algébriques  ^ladémonstrationque  j'ai  donnée 
peut  être  sujette  à  quelques  objections  :  je  vais  la  pré- 
senter sous  une  forme  nouvelle  et  tout  à  fait  rigoureuse. 
(Je  signalerai  une  faute  d'impression  qui  peut  arrêter 
les  lecteurs:  au  lieu  de  poser  Xij  ^=  aijtj^  il  faut  lire 
a:. 


IJ  —  '^i  'J  • } 

Soieut 

- 

••7-11. 

3721, 

.  . ,      .r, 

■^12, 

Xii^ 

.  . ,      .r, 

./■.), 
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les  solutions  distinclcs  eu  nombre  ia  =  m"  de  n  équa- 
tions algébriques  de  degré  m  en  x,,  X21  •  .  • ,  Xn^ 


Soient 


/,  =  o,        /s  =  o, 


rii'    ^21. 


fn  =  O. 


r«l 


j^itJLj   y-2\i.i 


yn^ 


les  solutions  supposées  distinctes  de  /^  autres  équations 
algébriques  de  degré  m,  onj^<,  y^-,  .  .  . ,  JK«, 


^1  =  o, 
Soient  enfin 


^•2  ==  o, 


gn  =  O, 


(l)        cpi  ==0,  cp2  =  O, 


'«  =  O, 


'rt-t-1   =  O 


n  4-  I  équations  algébriques  de  degré  m  en  j:,  ,  ^2,  .  • . , 
x,i.  On  peut  poser 

cp^^  désignant  un  polynôme  entier  de  degré  m  —  i  en 
Xi,  X2-i  .  •  -,  Xni  Xij,  X2J-)  .  .  •,  Xnj  qui  ne  change  pas 
quand  on  permute  Xi  et  x^j,  X2  et  Xoj-,  •  •  • .  Posons 


(a^i,   37.2,    .  .  .,   37„,  37iy,  37-2/, 


?1 
Cp2 


il  1 


'«+1,1 


in 


CD./ 

T2« 


''«l-l,rt 


il  est  facile  de  voir  que  le  déterminant  qui  entre  dans 
cette  formule  ne  change  pas  quand  on  y  remplace  la 
première  colonne,  ^,,  ©2,  ...  par  o,  (j:,y,  j:2y,  •  •  •)? 
©2 (^«77  ^2y»  ...)...;  il  suffit  pour  cela  de  retrancher  de 
la  première  colonne  la  deuxième  multipliée  par  x^  —  ^iy, 
la  troisième  multipliée  par  .r2  —  x^j Donc,  si  l'on 
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pose 

^ij  =  ^(jln  ya,    •  •  •  »  ^iyi  ^2y.    •  •  •  )» 

on  aura 

Maintenant  considérons  le  déterminant 


(2) 


e 


'11        012 
'21         ^22 


0,n 


on  peut  évidemment  lui  donner  la  forme 

et,    AiOn    ^261,    ...    a;«-^  Af-»  ...A^^-ie„ 


(3) 


6j,i    A,ej„    A28,^i     ...    a;"-' Af-i...A,1^-i6^, 

A,  désignant  un  signe  de  diflférentiation  finie  relatif  à  la 
variable  .r,  A2  un  signe  de  diQ'érentiation  finie  relatif  à 
la  variable  x^,  ....  Les  éléments  d'une  même  ligne 
dans  le  déterminant  sont  les  m.  termes  du  produit  sym- 
bolique 


A? 


Ai"-i) 


m-\ 


)e*,. 


(i  +  A, 

X  (H-  A2-I-.  . .  ^  Af-1  )...(!  +  A„I- 

A^'AP  .  .  .  ^hi  est  évidemment  de  degré 

/i(m  —  j)  —  a  —  p... 

par  rapport  aux  xij  ou  aux  7/y.  Soient  maintenant  w,, 
0)0,  .  .  . ,  Wjj,  les  tjL  termes  du  produit 

X  (i  -f-jK2-^. . .+ j2"~^  )•••(!  ■+■/«+• .  '-^yn'^  ) 

et  lo/y  la  valeur  de  w^  pour  y^  z^y^j^  y^  =  y^j^  .  .  . . 
Soit 

L'C^'i,  :K2,  •  •  • ,  JK«)  =    w r» 
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miilliplioiis  le  cléleiiniiiaut  (3)  par  liî  suivaul 


M) 


Cl)  1  I  tO  1  o 

t«>at        Wy.2 

d7    "HT 


i2 


s  -4- 


OJ,,    ...    (0;,.,j, 


D,D2...Da  DjD, 


D, 


nous  aurons 


0Q 


D,D2...Da 


0/,  (0,,- 


AïO/,  co,j 


V  Q/itoo/      '^  Al  6/1(1),/ 


>i^  D/ 

A'."-'  A?'-'  ...6/,co2/ 


I)/ 


2 


D/ 


Eu  vertu  d'un  théorème  eounu  de  Jacobi,  les  éléuieuts 
de  ce  déterminaul  situés  à  gauche  de  la  di'agouale  qui 
descend  de  gauche  à  droite  sont  nuls,  les  éléments  delà 
diagonale  ne  dépendent  que  des  termes  du  degré  le  plus 
élevé  dans  les  g\  donc 


D,D2...D, 


ne  dépend  que  des  coefficients  des  termes  du  degré  le 
plus  élevé  dans  les  g.  De  même,  si  l'on  désigne  par  ù'  ce 
que  devient  Q  quand  on  y  remplace  les  yij  par  les  Xij^ 
par  D', ,  D!,,  ...  ce  que  deviennent  D, ,  D2,  ...  dans  la 
même  hypothèse,  on  voit  que 


nDiUD'i 


ne  dépendra  que  des  coefficients  des  termes  du  degré  le 
plus  élevé  dans  les  /'et  les  g  ;  si  l'on  suppose  les  g  égaux 
aux  y,  on  voit  que 
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ne   dépendra  que  des  eoefiicients  des  ternies  du  degré 
le  plus  élevé  dans  les  j\  et,  comme  il   en  est  ainsi  de 

— =-î  777;-  ne  dépendra  non  plus  que  des  termes  du  degré 
n  \ji  11  \ji  ^  *■        ^ 

le  plus  élevé  des  y.  Faisons  varier  ces  termes  sans  faire 
varier  les  x/y,  cela  revient  à  remplacer  les  /par  des  fonc- 
tions linéaires  à  coefficients  constants  des  y.  Dans  ces 
conditions,  D  est  multiplié  par  un  facteur  constant  II D| 

aussi  \  donc  quand  on  suppose  que  les  xij   varient,      ^ 

reste  déterminé  à  un  facteur  près  indépendant  de  ces  xij. 

On  pourra  donc  déterminer  r--=-  en  supposant  y,  ='fi, 

/'2='f2i  •••-»  fn=^^n\  alors  8,7  se  réduit  au  signe  près  à 


<?«4-l(^ly,^2y,  .  •  •) 


1  t       II  2 
T/12 


?J 
1  n 


'i, 


pour  JO \  — —  JO {  ij  oc 2  —  "^'li")    •  •  •  • 

On  voit  que  9/y  est  nul  si  i^y  et  qu'il  est  égal  à  1 


On  a  donc 


0 


no, 


ncp„+i(a?iy,  ^2y,   ■"}, 


SI  i  =y. 


à  un  facteur  près  indépendant  de  la  forme  de  la  fonction 
cp„^.,;  0  ;:iz  o  (ou  l'on  suppose  Xij-=  yij)  est  donc  bien 
la  résultante  des  équations 


'1  =  o, 


92  =  o, 


'f  «4-1    =    o, 


et  0  est  un  déterminant  symétrique. 

Je  souhaite  de  tout  mon  cœur  qu'un  géomètre  plus 
habile  que  moi  simplifie  cette  démonstration. 
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V   SUR  m  SYSTÈME  DE  COORDOMÉES  TRIAIVGILAIRES; 

Par  m.  p.  SONDAT. 


1.  On  trouve  dans  la  Grconiétrie  supérieure  de 
Chasles  (111''  Section,  Ghap.  XXIII  et  XXIV)  l'aperçu 
d'un  système  de  coordonnées  triangulaires.  Je  me  pro- 
pose, dans  celte  Note,  de  développer  ce  système  et  de 
montrer  par  quelques  applications  l'utilité  qu'on  peut 
en  tirer  en  Géométrie  pure. 

2.  Coordonnées  du  point.  —  Soit  {fig-  i)  ABG  un 
triangle  de  référence.  Nous  désignerons  par  a,  Z>,  c  les 


Fi»''.  î , 


longueurs  de  ses  côtés,  comptés  dans  le  même  sens  de 
rotation,  par  exemple,  dans  le  sens  alphabétique, 
savoir  de  B  vers  G,  de  C  vers  A  et  de  A  vers  B,  et  par  S 
sa  surface. 

Imaginons  un  point  O  à  ses  sommets  par  les  droites 
OA,  OB,  OC  dont  nous  désignerons  les  directions  par 
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/,  TiL^  n^  et  coupant  l«is  cotés  en  I,  H,  K.  Si  nous  posons 

les  quantités  a,  [j,  v,  liées  ])ar  l'égaliié 

(i)  a|3v=:_i, 

sont  trois  nonibies  absti-aits  qui  fixent  la  position  du 
point  O.  Nous  les  appellerons  les  coordonnées  segnien- 
iaires  de  ce  point. 

11  est  évident  qu'un  point  de  BC  est  déterminé  par  sa 
seule  coordoiniée  a  et  (|ue  le  centre  de  gravité  est  le 
point  ( —  I ,  —  I ,  —  i). 

En  posant 

sin(Zè)  ,  sin(//ic)        „,  sin(/ia)  , 

sin(/c)  '  sin(ma)        "'  sin(/i6)         '' 

les  côtés  rt,  è,  c  étant  comptés  comme  on  l'a  dit,  les 
nombres  a',  [3',  y'  fixent  aussi  le  point  O  et  en  sont  les 
coordonnées  angidaires. 

Les  coordonnées  angulaires  sont  d'ailleurs  reliées,  en 
valeurs  et  en  signes,  aux  coordonnées  segmentaires  par 
les  relations 

d'où 

(3)  a'P'Y'=-l-î. 

On  sait  que  les  coordonnées  normales  du  point  O 
sont  ses  distances  .r,  )  ,  s  aux  côtés  «,  è,  c,  distances 
qu'on  peut  regarder  comme  positives  quand  le  point  O 
est  dans  l'intérieur  du  triangle  ABC. 

Elles  satisfont  à  l'égalité 


ax  -^  by  -Ar-  cz 


—  S 
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et  sont   reliées,  eu  valeurs  et  en   signes,  auY  coordon- 
nées angulaires  par 


(5) 


a  = 


— ,        p  =  - ,       Y  =  - 
z         '       X  y 


et  aux  coordonnées  seguientaires  par 


(6) 


r    z 
b  y 


b  y 


Q  a  X 

c  z  '  a  07 


3.    Coordonnées  de  la  droite.  —  Soit(yi^.  2)  Xune 

Fis:.  •>.. 


droite  coupant  les  côtés  <^f,  Z>,  c  en  L,  M,  N.  Appelons 
/,  m,  72  les  directions  AL,  BM,  CN  et  posons 


LB 
LG 

sin  {Ib  ) 
sin(/c) 


A', 


MC 
MA 

sin  (jnc) 
sin(/na) 


NA 
NB 

sin(/ia) 
sin(/i6) 


V, 


Les  nombres  X,  tji,  v   sont  les  coordonnées  segmen- 
taires  de  X  et  les  nombres  V,  uJ  v'  en  sont  les  coordon- 


nées angulaires 
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Ou  a  d'ailleurs 


il)  XlJLV    r-:-4-i; 

(8)  >^^=---^'  ^'"=-c'  ^^^"â' 

(9)  X>'v'.^-i. 

Soient  x',  j ',  -s'  les  distauces  AA',  RB',  CC  des  som- 
mets A,  B,  G  à  la  droite  X,  distances  que  nous  regar- 
dons comme  positives  quand  la  droite  X  laisse  les 
trois  sommets  du  môme  côté. 

Ces  longueurs  seront  les  coordonuées  normales  de  X. 

Elles  sont  reliées  aux  coordfinnées  segmentaires  par 

(10)  À=^,   ,  IX=—,,  V   —   -7; 

z  X  y 

et  aux  coordonnées  angulaires  par 

(n)      X'  =  -||,  ^•- 

Elles  vérifient  d'ailleurs  l'égalité 

A'B'-4-B'C'+C'A'==:o 
ou 

4S2z=  a'^{x'  —  y){x'—z') 


a  x' 

f 

b    y' 

—  —  > 

V 

^—  — ■  —  ^^~r 

c   z 

a  X 

^'^^     \  -^b-'iy' -  x'){y  —  z')-^  c-^iz'  —  x'){z'  —  y'). 

Remarquons  que  toute  droite  menée  par  A  est  déter- 
minée par  sa  seule  coordonnée  A  et  que  la  droite 
(i,  I,  i)  est  celle  à  l'infini  dans  le  plan. 

4.  Théorème.  —  Si  un  point  O(a^Y)  appartient  à 
la  droite  X(X|jiv),  oji  a 

.,  X         3  M-        Y  va 

a         ijt.  p         V  -,'         A 


(  364  ) 

On  a,  (Ml  cfTet  {fig.  3  ), 

(A:LIBC)    =(A:LONM), 
(B:HMCA)  .rr  (B:OMLN), 

el,  en  ajoiUant, 

-  -+-  £  ==(LONM)-f-(OMLN) 
a         }x 

=  {OLMN)-+-(OMLN) 

=  I. 

Les  deux  autres  relations   se  déduisent  aisément  de 
celle-ci,  en  tena^nt  compte  des  égalités  (i)  et  (^). 

Fie.  3. 


Les  équations  (i3)  deviennent,  en  coordonnées  an- 
gulaires, 


(i4)      V  "^  &"  ""•' 


P'     ^' 

ï'       >^' 

—,-+-—=  I , 

-T   +  -7 

V-        T 

V          a 

I, 


el  se  réduisent,  en  coordonnées  normales,  à  la  seule 

(i5)  axx' -\-  byy' -^  czz'  =^  o. 

5.  Equations  de  la  droite,  —  Si  un  point  G  se  dé- 
place sur  une  droite  fixe  X,  ses  coordonnées  varia- 
bles satisferont,  suivant  le  choix  des  coordonnées,  aux 
équations  (i3),  (  1 4)  ou  (i  5).  On  peut  donc  regarder  ces 
équations  comme  étant  celles  de  la  droite  X. 
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La  droite  (i,  i,  i)  à  l'iniini  est  représentée  dans  les 
trois  systèmes  par 

I 


-f-P-i, 


(i6) 


a 


ha!  -^  ^,  -f-  c  —  o, 

P 

ax  -h  by  -h  cz  =:  o. 


6.  Equations  du  point .  —  Si  une  droite  X  tourne 
autour  d'un  point  fixe  G,  ses  coordonnées  variables 
satisferont  aussi  aux  mêmes  équations (i 3),  (i4)  ou  (ï5), 
qui  sont  alors  celles  du  point  O. 

Le  centre  de  gravité  a  pour  équations,  dans  les  trois 
systèmes, 


X  H h  I  =  o, 


bV  ^  a 


X  -h y  -\-  z  =  o. 


7.  Les  coordonnées  cartésiennes  ne  sont  qu'un  cas 
particulier  des  coordonnées  segmentaires;  car,  si  le 
côté  AB  passe  à  l'infini  {Jig.  4)^  ^^  première  des  équa- 


tions  (i3),  après  suppression  des  longueurs  devenues 

infinies,  se  réduit  à 

IC        HG 


LC       MG 
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ou 

X  y 

a  o 


équation  clans  laquelle  x  et  y  sont  les  coordonnées  car- 
tésiennes du  point  O,  rapporté  aux  côtés  de  l'angle  G, 
a  et  h  les  longueurs  LC  et  MC. 

Nous  emploierons,  dans  ce  qui  suit,  les  coordonnées 
segmentaires,  et  il  sera  d'ailleurs  facile  de  transformer 
les  résultais  obtenus. 

8.  Coordonnées  du  point  de  /'encontre  de  deux 
droites.  —  Soient  les  deux  droites 

X(X}xv)     et     X,(Xi{jLiv,) 

se  coupant  au  point  0(a[BY). 
On  doit  avoir 


1  =  ,,     .^'  +  1^, 


avec 

D'où  l'on  lire 


(17)  {   P- 

Y  = 


Vi- 

-  V 

vv 

(f^- 

-1^0' 

Xi- 

X 

XX 

i(v- 

-Vij 

[^1- 

-  [Jl 

[0.(0.,  (A  —  A,  ) 


9.  Point  à  rinjîni  sur  une  droite.  —  Soit  Q(apy) 
le  point  à  l'infini  sur  une  droite  donnée  X(A|J(.v). 

On  aura  ses  coordonnées  par  les  formules  (17)  en 
supposant  X,  (i  1  i)  à  l'infini.  On  trouve  ainsi 


„  I  —  V  Q  I  —  A 

18)      a  =  -— r,  p  = 


v(p.-i)'  ^        X(v  — I).  '         .>^(X-i) 


(  36;  ) 
10.    Coordonnées  de  La    droite  passant  par  deux 
points.  —  Soient  les  deux  points 

0(a[3Y),     0,(a,p,Yi) 


et  X()^tji.v)  Jeur  droite. 

On  doit  avoir 

X 

— h 
a 

1^ 

avee 

A  [JLV    =   [  , 

<^T-- 

-I,        «li^iTi^  — ' 

D'où  l'on  tire 

X- 


p-p. 


(.'9) 


?^i(7-Ti) 

T  —  Ti 
YYi(a  — «i) 

a  —  aj 


Si  l'un  des  points,  soit  Oi,  est  le  centre  de  gravité, 
ou  remplacera  a,^,  [3,,  y,  par  —  i. 

11.    Condition  pour  que  trois  points  soient  en  ligne 
droite.  —  Soient  les  trois  points 

Pour  qu'ils  soient  en  ligne  droite,  il  faut  et  il  suffit  que 
leurs  équations  soient  compatibles,  ou  que  l'on  ait 


(•20) 


=   O. 


12.   Condition  pour  que    trois  droites    soient  con- 
courantes. —  Soient  les  trois  droites 


X(X(jiv),     Xi  (X,  }jt,vi),     X,' XîfjijVj). 
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Pour  qu'elles  soient,  concourantes  il  faut  et  il  suffit  que 
leurs  équations  soient  conipatil)l(*s,  ou  que  l'on  ait 


(21) 


X 

I 

I^ 

^1 

I 

!^i 

X, 

i 

f^2 

-       1 


—  o. 


13.    Coud  if  ion  pour  que  deux  droites  soient  paral- 
lèles. —  Soient  les  deux  droites 

X(À[j.v),     X,(Xi|^iv,). 

Elles  seront  parallèles  si  elles  sont  concourantes  avec  la 
droite  (mi)  à  l'inlini,  ce  (|ui  exige  que 

X 


{il) 


X, 


I 

\^ 

T 
I 


On  peut  remarquer  que,  si  deux  droites  X(X[xv)  et 
X<  (7^4  u,  V,  )  sont  parallèles,  la  droite  qui  joint  les 
points 


I 


1^1 


passe  par  le  centre  de  gravité. 


14.  Pour  abréger,  nous  admettrons  que  la  niénie 
lettre  ).,  qui  représente  le  rapport  des  segments  en 
lesquels  un  point  L  divise  BC,  représente  ce  point  lui- 
même.  Ainsi  la  droite  X(X[jlv)  est  celle  qui  coupe  les 
côtés  de  ABC  en  X,  |jl,  v;  le  point  0[cl^^)  sera  celui 
dont  les  rayons  OA,  OB,  OC  coupent  les  mêmes   côtés 


(  369  ) 
en  a,  [ii,  y.  De  cette  manière  les  lettres  L,  M,  N  dispa- 
raîtront, ainsi  que  les  lettres  I,  II,  K. 

15.  Si  les  droites  jjlv,  !JL(  v,  se  coupent  en  O  et  les 
droites  p-v, ,  (jl,  v  en  O, ,  AO  et  AO,  divisent  l'angle  BAC 
harmoniqueinent. 

Soient   a  et  a,    les  points  de   rencontre  des   droites 
AO,  AO^  avec  BC. 
On  a  (8) 

Vi—  V  V— Vj 

a  =  7 -x  '  «1  =  — 7 r  ; 

d'où 

a  H-  «1  =  o, 
OÙ  le  faisceau  (A  ;  BGaa,  )  est  harmonique. 

16.  Les  droites  qui  joignent  les  points 

0(Py)     et     Oi([3,Yi),     w(Py,)     et     oj,(^r()- 

divisent  BG  hartnoniquement. 

Soient  X  et  Xj  les  points  de  rencontre  des  droites  00) 
et  coto,  avec  BG. 

On  a  (lo) 


X=z_f; — ?li_,         \^  = 


d'où 

X  -4-  Xi  =  o, 

ou  \el  Xi  divisent  BG  harmoniquement. 

17.   Soient   deux    triangles    a^y    et    a|^,y,    inscrits 
dans  ABG. 
Posons 

P  =  a^YofiPiTi» 
et  désignons  par 

L,  M,  N  les  points 
ylrt/i.  rfe  Mathémat.,  3*  série,  t.  X.  (Septembre  iSgS.)  27 
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Li,  Mi,  Ni  les  points 

X,  {ji^  V  les  coordonnées  des  droites 

AL,     BM,     GN, 
^i,  Kl?  ^1  l^s  coordonnées  des  droites 

ALi,     BM,,     GN,. 

On  aura  (8) 

\  —       Yi  — T  ^      «1—  «  ^       ^1—  ['      . 

avec  (k)  ) 

X  -4-  X,   =  O,  |a  -f-  fJL,   =  O,  V  -h  Vj   =z  o. 

Eu  multipliant  membre  à  membre  les  trois  pre- 
mières égalités,  on  a 

P  X  X|jiv  =  —  I, 
et  en  tenant  compte  des  trois  autres 

P  X  X,  [JiiVi  =  H-  I. 

Si  P  =  4-  I ,  ou  si  l'hexagone  aa,  p[^,Yy,  est  de 
Pascal,  les  points  X,  [ji,  v  forment  une  division  centrale, 
et  les  points  conjugués  ).,,  [i.,,  v,  une  division  recti- 
ligne. 

Le  contraire  a  lieu  avec  P  :==  —  i  . 

18.   Si  P  =  —  I ,  les  trois  points 

02(Ai[AlVi) 


I 


(  ■•<:  '  ) 

sont  cil  ligne  diolto,  car  la  condition  (20),  qui  devient 


ICI 


«  P  T 

«1  Pi  Ti 

a  —  a,      3  —  ^1     Y  —  Ti 


--  o, 


est  évidemment  remplie. 

19.  On  coupe  le  triangle  ARC  par  une  sécante 
X(X|JLv),  sur  laquelle  on  marque  un  point  V^y.'^y),  Si 
l'on  prend  les  conjugués  harmoniques  I,  H,  K  de  P 
sur  les  segments  |jlv,  )vV,  Xa,  et  si  A,  B,  C|  est  le  triangle 
des  droites  AI,  BH,  GK,  les  droites  AA4,  BB,,  CC, 
seront  concourantes  en  P. 
On  a,  en  elFet, 

AïO,  -3,  —y), 

Bi(-a,  p,  -Y), 

G,(-a,  -p,  y) 

et  par  suite  les  droites   AA,,  BB,,  CC<    sont  concou- 
rantes au  point  P(aj^y). 

Si  le  point  P  est  à  Tinfîni  sur  X,  les  points  I,  H,  K 
seront  les  milieux  des  segments  jjlv,  Av,  la,  et  les  droites 
AA,,  BBj,  GC|  deviendront  parallèles  à  X. 


20.  Mener  par  un  point  O(apy)  une  parallèle  à  une 
droite  X(Xut.v). 

Soit  X<  ()^,  [JL,  V,  )  cette  parallèle.  On  aura  ses  coor- 
données par  les  équations 


Xif^lV,  =+ 1, 


X       -      1 


^1      —      I 
I        I       I 


=  o. 


(  •'7^.  ) 
21.   Equations  du  cercle  circonscrit,  au  irians^le  de 
référence.  —  Soit  O(aPY)  un  point  tU;  la  circonférence 
ABG(//^^.  5). 

Si  A,B,C,  est  le  triangle  des  tangentes  en  A,  B    G, 


Fis.  5. 


les  trois  points  A,,  j^,  y,  appartenant  à  la  polaire  de  a 
par  rapport  au  cercle,  sont  en  ligne  droite. 
Or  les  coordonnées  de  A,  sont 


C2 


a' 
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«2 


et  celles  de  (^v, 

—  «:     P.     Y- 

On  aura  donc  les  équations  du  cercle  circonscrit  en 
écrivant  (4)  que  A,  appartient  à  j^y,  ce  qui  donne 


62 

«2  =  ^2  8    -+-_, 

Y 


(23) 


62 


a 


«2 

c2  =62a-f-  ^. 


(373) 
Ces   équations    deviennent,    en    coordonnées    angu- 
laires, 

a  -H  >,-  -h  ^Yi  =  o, 

(24)  /    />  -f-   -    H-  cai  =:  o, 

1  '' 

\    c  -A h  api  =  o, 

ai 

et  se  réduisent,  en  coordonnées  normales,  à  la  seule 

/    TN  abc 

(25)  \ h  -  =  o. 

X       y        z 

Chacune  des  équations  (24)  revient  à  la  suivante 

a  sinOBA  H-  h  sinOGB  h-  c  sinOBC  =  o, 

qui  exprime  une  propriété  connue  du  quadrangle  cy- 
clique OABC. 

2"2.  Condition  pour  que  deux  droites  issues  de  A 
soient  perpendiculaiies. 

Menons  par  le  sommet  A  deux  droites  A  a  et  A  a, 
coupant  le  cercle  circonscrit  aux  points  P  et  Pi . 

On  aura  (aS)  pour  les  coordonnées  de  ces  points 

*^'       ""'       c2_^2a'  a2a       ' 

I 
Les  coordonnées  du  centre  w  de  ce  cercle  sont  d'ail- 
leurs 

—  c  cos  C        —  a  cos  A         —  h  cos  B 


w. 


/>cosB  ccosG  a  cos  A 


Pour  que  les  droites  A  a  et  A  a,   soient  perpendicu- 
laires, il  faut  et  il  suffit  que  les  trois  points  P,  P,  et  o) 


(  37-1  ) 
soient  on  ligne  droite,  ou  (i  i)  que  l'on  ait 


c  cosG     —  b  cosB 


a  cosA  a cos A 


(('  a- a. 


En  développant,  on  trouve 

—  (a  -H  «1  )  a--l-(a  -f-  «i  —  i  aa.)  )  b^ -+-(oi  -h  oli  —  -i)  c^  =z  o, 
ou 
(26)  (a -h  aj  )  6c  cos  A  —  y.oLxb'^ — c^  =  o, 

pour  la  condition  de  perpendicularité. 

23.  Conditions  pour  que  deux  droites  quelconques 
soient  perpendiculaires. 

Soient  les  droites  X(Xijlv)  et  X,  (  A,  [J.»  Vj  ).  Menons 
A  a  et  A  a,  parallèles  à  X  etX<. 

Si  ces  dernières  sont  perpendiculaires,  la  relation  (26) 
aura  lieu,  et  comme  (9), 


I  —  V 


«1  = 


I  —  Vi 


v([a  — I)'         '     Vida,  — 1) 

on  aura,  en  remplaçant  et  transformant, 


(^v) 


ou  encore 


(28) 


i  — — (  LiccosB -f- Xul6  cosC — a) 
;   IJ-lJ-i 

--h  b  XXi  {va  cos  C  +  [XV  c  cos  A  ^ —  b) 

-\-  c(lb  cos  A  H-  )vv«  cosB  —  c)  =  o, 


(i  —  X)(i  —  X,  )  cotA 

H (1  —  a)  (l  —  Ui)  ColB 

-+-  XX 1  f  i  —  V  )  (  I  —  V 1  )  rot  G  =  o. 


(  3;5  ) 

Celte  condition   se  réduit  à  une  identité  si  l'une  des 
droites  est  à  l'inLini. 

24.   Condition  pour  qu'une  droite  X(Au.v)  soit  per- 
pendiculaire à  l'un  des  côtés  de  ABC. 

Supposons  que  la  droite  Xj  se  confonde  avec  BC.  On 

aura 

H-i  =  o, 
et,  d'après  (27), 

c  cos  13  -h  À  6  cos  C  =  -  • 

De  même  une  perpendiculaire  à  AC  doit  satisfaire  à 
la  condition 

a  cos  G  -h  a  c  cos  A  =  —  > 

V 

et  une  perpendiculaire  à  AB,  à  la  suivante 

h  cos  A  -h  va  cosB  =  -  • 
A 

Si  une  droite  satisfaisait  à  deux  de  ces  conditions, 
on  aurait 

ouTun  des  angles  A,  B,  C  serait  nul. 

2o.   jMener  par  un  point  OÇa'^y)  une   perpendicu- 
laire à  BC. 

Soit  X(Xp.v)  cette  perpendiculaire.  On  doit  avoir 

X       3  is      >  /        /^      ^ 

— h  —  =  I ,         c  cos  B  -h  A  /^  cos  L  =  -  : 

oc  [l  fJ. 

d'où 

a  . 

^  —  c  cosB 

X  =  ^ 

b  cosC  —  yr/ 

On  trouverait  de  même,   pour  une  perpendiculaiie 


abaissée  de  O  sur  AG. 


[^ 


(  '^7^  ) 


a  cosG 

T 


c  cos  A  —  a  6 
et  pour  une  perpendiculaire  à  AB, 


/;  cos  A 


a  cosB  —  ^c 

26.   Supposons  les  points  X,   [jl,  v  en  ligne  droite.  On 
aura 

ou,  en  remplaçant, 

iabc{\  -\-  cos  A  cosB  cos  G) 

(a^è^-i-  c2)  (cos  A  -h  cosB  cos  G) 


^  (pc2+«2)(cosB-^cosA  cosG) 

r 

f  (^2^2+  Z>2)(cosG  -f-  cosA  cosB)  =  o, 


ou,  en  vertu  des  relations 


hc 


cosA -h  cosB  cosG  =  sinB  sin  G  =  — jt^i 

\  1\2 


cosB  H-  cos  A  cos  G  =  sin  A  sinG  = 


cos  G  -{-  cosA  cosB  =  sin  A  sin  B  = 


ac 
ab 


K2 


.  _,  _         a2  4-  ^2  _^  c2 

I -h  cos  A  cos  B  cos  G  = ^-r—, 5 

o  iv" 

R  étant  le  rayon  du  cercle  circonscrit, 


c.2[3  +  ^_«2^  +  /^2,,^  "l.  _hA-\-(b^a-^  % 


ou 


\         1^ 
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(.-^-t)(«-^-P^'=)  =  o. 


(  'hi  ) 

Le  lieu  du  point  0(a|jY)  est  donc  (5)  la   droite  à 


l'infini 


V+p   =   ': 


OU  (:>.  i)  le  cercle  circonscrit 

b"- 

Y 

et  Xav  serait  alors  la  droite  à  l'infini  ou  la  droite  de 
Simson. 

27.  Si  l'on  veut  que  les  droites  AX,  Bjjl,  Cv  soient 
concourantes,  on  aura 

X  [JLV  =  I  , 

ou,  en  remplaçant, 

-  (a2è2—  c2)(cosA  —  cosB  cosG) 
(3o)     {       -+- -(p2c2_a2)(cosB  — cosAcosG) 

f       _f- £  (v2a2— ^>2)(cosG  — cosAcosB)  =  o. 

l         ï 

Ce  lieu  du  point  O  est  une  cubique,  étudiée  par 
M.  Dewulf  {Nouvelles  Annales,  question  1207.  An- 
née 1876,  p.  55o). 

28.  Lieu  géométrique  des  points  tels  qu'en  joignant 
chacun  d'eux  aux  sommets  du  triangle  ABC,  les  per- 
pendiculaires à  ces  droites,  menées  par  ces  sommets, 
soient  concourantes. 

Soit  (i>(aPY)  un  point  du  lieu. 

Les  perpendiculaires  aux  droites  o)A,  o)13,  o)C,  me- 


(  3-.S  ) 
nées  par  A,  B,  C,  ont  pour  coordonnées  ('22) 

c( c  —  Qcb  cos A) 


a,  = 


(3i) 


b{c  cos  A  —  ocb) 

r.    _  a(a  —  Pc  cos B) 
^^  ^  c(acosB  —  fie)  ' 

b{  b  —  ^(a  cos  C ) 


\   ïi 


a{b  cosG  —  yrt) 
et,  comme  l'on  veut  qu'elles  soient  concourantes, 

«ipiTi  =  — I, 

ou  l'équation  (29).   Le   lieu  du  point   w   est  donc    la 
droite  à  l'infini  ouïe  cercle  circonscrit. 

29.  En  écrivant  que  les  points  a,,  [5,,  yi  sont  en 
ligne  droite,  on  retrouvera  la  cubique  (3o)pour  le  lieu 
du  point  ti). 

30.  Mener  par  l'ortliocentre  O  (a^y)  du  triangle  ABC 
une  perpendiculaire  à  une  droite  X()\[j.v  ). 

Soit  X<  (1,  a,  V,  )  cette  perpendiculaire. 
On  aura  ses  coordonnées  par  la  formule  (27)  et  les 
équations 


On  trouve  ainsi 


a  f^i 


av(!-«.  — i) 

Al    —    ) 


I  —  V 


(32) 


f^l 


'H 


pXfv  — r) 
_  Yia(X  — i) 


1  —  i-t 


On  voit  par  là  que  Xi  est  indéterminé  si  X  est  à  l'in- 
fini. 

31.   Les  perpendiculaires  abaissées  de  l'ortliocentre 


(  379  ) 
O(apY)  sur  les  droites  O,  A,  Ot  B,  O,  C  qui  joignent  un 
point  quelconque   Oi(a,  Jj,y<)    aux   sommets  de  ABC, 
coupent  les  côtés    correspondants    en  trois    points  en  -5/o 

ligne  droite. 

Si  \,  [JL,  V  sont  ces  points,  on  trouve,  en  e/Fet, 

a  Ô  Y 

^1  pi  Yi 

d'où 

X  [JLV   =  -1-  I  . 

32.  Equation  de  La  conique.  —  Soit  0(^xjz)  un 
point  d'une  conique  Q,  coupant  les  côtés  ABC  en  a 
et  X,,  |JL  et  [JL, ,  V  et  v, . 

On  a 

(  33  )  xyz  =  —  1 ,         X |j.v  Xi  [0.1  V 1  ^  -h  I , 

Pour  que  le  point  O  appartienne  à  la  conique  Q,  il  faut 
et  il  suffit  que  les  côtés  opposés  de  l'hexagone 

se  coupent  en  trois  points  en  ligne  droite.  Ces  points 
sont 

A,  I,  H     ou     ((jL[i.i,  vvi),     (Xv,  [^,0),     (Xiz,  viO). 

Les  coordonnées  des  droites  AI  et  AH  sont  (8) 

X[v(pLi  — ,x)y  —  i]  I  — X;avi 

Xf^iv  — i  '  (vi— 3)JK—  [J-Vi  ' 

et,  puisque  ces  droites  doivent  se  superposer,  on  a 

X[v([jLi  — jK.)-y  —  [] \  —  \\v)^ 

Telle  est,  en  coordonnées  segmentaires,  l'équation 
de  la  conique  Q. 


(  38o  ) 


Elle  peut  s'écrire 


I  I  I    \  '      /      '     _L_       ^  ' 

y    / 1        I         I 


=  o 


OU  encore 


(35) 


-(-  |ji[j.i(.r  —  l){x  —  li)=  o. 


33.  Avec  Aav  =  i,  );,  fji,v,  =  i,  cette  dernière  équa- 
tion se  décompose  en  les  deux  suivantes 

--h-^^i,  -L  -\-  ^  =zj 

et  la  conique  Q  se  réduit  au  système  des  deux  droites 

X(X{JLV)    et    Xi(Xi  [jLi  vi). 
Si  l'on  avait  de  plus 

les  racines  de  cette  équation  seraient  égales  à 

I  _  [i.[jt.i(X  —  Xi  ) 

et  ces  valeurs  de  x  et  de  -  appartiendraient  au  point  XX, , 
comme  on  l'a  vu  (8). 

34.  Pour  que  la  conique  soit  un  cercle,  il  faut  que 

(i  — X)(i  — Xi)  ~  {i  —  ix){i  —  iM)  "  XXi(i  — v)(i  — vi)  ' 

et  ces  conditions  sont  remplies  par  les  coordonnées  du 
centre  de  gravité  et  de  l'ortliocentre. 


(  ■■«'  ) 

3o.  Cercle  des  neuf  points.  —  On  aura  son  é(jua- 
lion  eu  reniplarant  dans  (35)  )..  u.,  v  par  les  coordon- 
nées du  centre  de  gravité  et  X|,  |ji,,  v,  par  celle  de  l'or- 
thocenlre. 

On  trouve  ainsi 

._-.  ^ccosA(-)   — (ù^-cc  —  cM  - 

(36)  \z/  '  z 

\       -4- a(è  cosG  ^2_|_  ^jP_l_  ç  CQsR)  _  Q_ 

36.  Conique  inscrite  dans  le  triangle  de  référence. 
—   Soit  une  conique    touchant  les  côtés  de  ABC    en 

X,    UL,   V. 

'  k  ' 
On  a  ici 

et,  par  suite, 

X[J.V  =—  I, 

ou  les  droites  A)^,  B[ji,  Gv  sont  concourantes,  et  l'équa- 
tion (35)  devient 

(37)  \^-^{^l±y'xY. 
z 

37.  Centre  de  la  conique  inscrite.  —  Ce  centie  O 
est  le  point  de  rencontre  des  droites  joignant  les  som- 
mets de  ABC  aux  milieux!,  H,  K  des  cotés  deXuv. 

Il  a  pour  coordonnées 

I  —  V  1  —  X  1  —  ,u 


V  (  r  —  ;;l  j        /  (  i  —  v  j        tji  { i  —  \  ) 

38.   Cas  de  la  parabole,  —  Les  droites    AI  et   BU 
seront  parallèles  (i3)  si 

(38)  X+  -'  =1 

et  alors  le  centre  O  est  rejeté  à  l'infini,  ou  la  conique 
se  transforme  en  une  parabole. 
Ann.de  Mathémat.,  S'scrie,  t.  XII.  (Octobre  1890.)  ib 


(  38:i  ) 
On   arriverait   au   nicnie   résultat  eu   écrivant  que  la 

droite  à  l'infini  -  =  i  —  x  est  tangente  à  la  conique. 


39.    7 nngente  à  la  conique  inscrite. 
nique  inscrite 


Soit  la  co- 


(/- 


X 


y/Xir), 


coupée  par  la  sécante y^i  (X|,  |J.i,v,)  ayant  pour  équation 


X 


=  i 


En  éliminant  -  on  trouve  l'équation 

(  (JL  fJL,  )a7=t  9.  [JLv/Xv/.r  +  (X[JI.  +  Xi  [JL]  )  =  o, 

dont  les  racines  appartiennent  aux  points  de  rencontre 
de  la  sécante  avec  la  conique. 
Cette  sécante  devient  tangente  si 


(39) 


-  H-  ^  =.  I 

Al  M- 


et  cette  condition  exprime  que  le   point  (Aa,,  Bjji.,), 


son 


it  R.,  appartient  à  \\x. 


ipp 


Si  donc  on  appelle  P  et  Q  les  points  (B|Ji|,  Cvi  )  et 
(Aa,,  Gv,)  le  triangle  diagonal  PQR  du  cjuadrilatère 
circonscrit  à  la  conique  est  inscrit  dans  le  triangle  Aav. 

Soit  T(j:.  y,  z)  \c  point  de  contact. 

On  a 

>v;jl2 


OU  (form.  39) 


X  = 


X 


(  .is:}  ) 

Les  coordoiinetîs  de  T  sont  doue 


>^ï       I^ï       V? 
_    ,     _._  ,     — 

A  [X  V 


De  plus,   les  droites  XP,    [jiQ,  vR  passent  par  T.  La 
droite  XP,  par  exeni[)le,  qui  a  pour  coordonnées 


coupe  -yT,  au  point 


c'est-à-dire  en  T. 


X-  IJL- 

, ,  __ 

A  [JL  V 


^'T 


40.  Si  la  conique  est  une  parabole,  elle  admet  pour 
tangente  la  droite  à  l'infini,  et  cette  droite  forme  avec 
les  côtés  de  ABC  un  quadrilatère  circonscrit  qui  doit 
jouir  des  propriétés  précédentes. 

On  aura  le  triangle  PQR  en  menant  par  les  sommets 
de  ABC  des  parallèles  aux  côtés  opposés,  et  les  coordon- 
nées du  point  de  contact  F  seront 

I        I         I 

c  >     -  j 
A         [J.        V 

Si  donc  À/,,  [JL|,  V,  sont  les  symétriques  des  points  )., 

u,  V  par  rapport  aux  milieux  des  côtés  de  ABC,  les  six 

droites 

AXi,     Bio-i,     Gvj,     P  X,     Q  iji,     Cv 

seront  parallèles  à  l'axe  de  la  parabole. 

Les  milieux  des  trois  diagonales  d'un  quadrilatère 
complet  sont  en  ligne  droite;  et,  si  ce  quadrilatère  est 
circonscriplible  à  un  cc^rcle,  cette  droite  passe  par  le 
centre  O. 

Coupons  le  triangle  ABC  parla  sécante  y,  (^A, ,  u, ,  v,). 


(  384  ) 
11  faut  prouver  que  les  milieux  1,  H,  K  des  diagonales 
AX| ,  B  UL, ,  Cv,  du  quadrilalèrc;  des  quatre  droites  sont  en 
liefne  droite. 

En  effet,  les  cordonnées  des  points  I,  H,  R,  qui  sont 


>^, 


{^1  —  1 

^1 


satisfont  î\  la  condition  (20), 
Soit 


I 

Vi    —  I 

a 


Xi  —  i 


le  centre  du  cercle  inscrit  dans  ABC. 

Les  trois  points  O,  I,   H  seront  en  ligne  droite  s'ils 
satisfont  à  la  condition  (20),  ou  si  l'on  a 


i         I  ■ —  Xi    Xi  ] 

Kl  —  I     [^1      1  !  =  o 


—b 


a 


ou 


(/?  —  ^*)-f-  Xi(p  —  C)  -h  Xi<J.i  (/?  —  «)  =  o, 

ce  qui  est  précisément  Ja  condition  (Sg),  puisque  ici 


La  droite  IHK  ne  passera  donc  par  le  centre  O  qu'au- 
tant que  y,  sera  une  tangente  à  ce  cercle  O. 
On  sait  que  OIH  est  la  droite  de  Newton. 

41.    Conique    circonscrite  à   ABC.   —    Coupons  le 
triangle  ABC  par  la  droite  x(  A,  [ji,  v).  La  pascale 

AABBGG, 


(  38.Î  ) 

OU  X,  montre  qu'il  existe  une  conique  tangente  en  A, 
B,  G  aux  droites  AX,  B|ji,  Gv.  L'équation  de  cette  co- 
nique, devant  être  du  second  degré,  sera,  dans  le  sys- 
tème segmentaire,  l'une  des  suivantes 

(4o)  --h^=i,  L.  +  _=^I  J._^__=, 

A         p  [JL         Y  va 

car  si  un  point  0(a,  j^,  y)  parcourt  la  courbe,  on  aura, 
à  ses  passages  aux  sommets  A,  B,  G, 

et,  par  suite  (éq.  ^o)^ 

a  =  X,  |3  =  [x,         T  =  V, 

c'est-à-dire  les  tangentes  en  A,  B,  G. 

On  voit  l'analogie  de  ces  équations  avec  celles  de  la 
droite  ou  du  point.  Elles  se  réduisent  d'ailleurs  en 
coordonnées  normales  à  la  seule 


I  I 

(40 


axx'        byy'        czz 

et  redonnent  celles  du  cercle  circonscrit,  en  y  rempla- 
çant X,   [JL,  V  par 

C'^  «2  Z>2 

62'        ^  '         ^  * 

Il  est  évident  que  la  nature  de   la  conique  doit  dé- 
pendre de  la  position  occupée  par  la  droite  X. 

42.  Les  équations  (4'07  'irises  sous  la  forme 


I           I 

X    •     '^ 

1  ""  '  ^'' 

I            I 

I            I 

V           a 

1 

1              II 

a           fjL 

P      V 

7      ^ 

expriment  que   quand  le   point   0(a,    [i,  y)    décrit  la 
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conique  (  4o),  le  point  0)(-î  tj'  -)»  îsoLomique   de  O 
par  rapport  au  triangle  ABC,  se  déplace  sur  la  droite 

quand  le  point  O  passe  par  les    soniniels  A,    B,    C,   le 
point  0|  traverse  les  côtés  opposés  <7,  h,  c. 

43.  Equations  (^tangentielles)  de  la  conique  inscrite 
à  ABC.  —  Soit  le  point  0(a,  [3,  y).  Le  brianclion 

aabbcc, 

ou  O,  montre  (ju'il   existe  une   conique   tangente   aux 
côtés  de  ABC  en  a,  j^,  y. 

Si  une  droite  '/^(^î  [f-,  v)  se  meut  tangentiellement  à 
cette  conique,  ses  coordonnées  variables  X,  [jl,  v  satis- 
feront aux  équations  (io),  car  lorsque  cette  droite  -^  se 
superpose  aux  côtés  a,  Z>,  c,  on  a 

[Jt.  =  o,  V  =  o,  X  =  o. 

et,  par  suite  (éq.   40)7 

X  =  a,  [X  =  ^,  V  =  X, 

On  peut  donc  regarder  ces  équations  comme  étant  les 
équations  tangentielles  de  la  conique  inscrite. 

La  parabole  sera  d'ailleurs  caractérisée  par  l'égalité 

exprimant  qu'elle  admet  pour  tangente  la  droite  à  l'in- 
fini (i,  I,  i). 

L'ellipse  tangente  aux   milieux   des  côtés  de  ABC  a 

pour  équation 

I 

r-   4-  {J.  -h  I  =  o. 

Les  équations  (4o)  deviennent,  en  coordonnées  an- 


(  ■■^87  ) 
gui  aires, 

(M      ->^^>-^^  f-^7=''         y-^V^'' 

el  se  réduisent  à  (4i),  en  coordonnées  normales. 

44.  Les  équations  (4^)^  mises  sous  leur  seconde 
forme  (n*'  42),  montrent  que  quand  la  droite  '/ (^,  w-,  v) 
se  meut  tangentiellemenl  à  la  conique  inscrite,  la  droite 

'/m  y  ~'r)'    isotomique    de    y    par    rapport    à  ABC, 

tourne  autour   du   [yoint Jixe  G,  (-,  -^,  -\,  isotomique 

de  0(a,  |3,  y).  D'ailleurs,  lorsque  cette  droite  y  se  su- 
perpose aux  côtés  a,  Z>,  c,  la  droite  y<  passe  par  les 
sommets  A,  B,  C.  (^^  suivre.) 


SUR  lii\  LIEU  GÉOIIÉTRIOIJE  ET  SES  APPLFCATIO\S; 

Par  m.  André  GAZAMIAN, 

Elève  du  lycée  de  Pau. 


Nous  nous  proposons  dans  celte  Note  de  rattacher 
les  uns  aux  autres  un  certain  nombre  de  problèmes,  qui 
paraissent  au  premier  abord  bien  difTérents,  et  où  l'on 
trouve  comme  lieu  une  strophoi'de  droite  ou  oblique. 

Nous  partirons  du  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Etant  donnes  dans  an  plan  {fig.  i) 
trois  points  fixes  A,  B,  O,   le  lieu  des  points  M   tels    ^ 
que  la  bissectrice  de  l angle  AMB  [ou  de  son   supple- 
îuent)  passe  par  O  est   une  slrophoïde  dont  te  point 
double  est  en  O. 

Il    est  d'abord  évident  que  le  point   O  est   un  point 
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double  du  lieu,  puisque  les  deux  bissectrices  de  l'angle 
AOB  passent  par  O*,  et  sur  une  droite  r|uelconque  LU 
issue  de  O  se  trouve  un  point  du  lieu,  et  un  seul,  que 


Fig. 


l'on  obtient  en  prenant  le  point  d'intersection  avec  AH, 
H  étant  le  symétrique  de  B  par  rapport  à  LU.  La  courbe 
est  donc  du  troisième  ordre,  elle  passe  par  les  points 
cycliques  I  et  J,  puisque  la  droite  AI,  par  exemple,  fait 
un  angle  indéterminé  avec  elle-même.  La  cubique  est 
donc  circulaire.  Enfin,  il  est  facile  de  voir  que  les  tan- 
gentes au  point  double  O  sont  les  bissectrices  de  l'angle 
AOB,  en  supposant  qu'un  point  du  lieu  se  rapproche 
indéfiniment  de  O.  La  courbe  est  en  définitive  une  cu- 
bique circulaire  admettant  un  nœud  à  tangentes  rectan- 
gulaires :  c'est  donc  une  stroplioïde.  Exprimons  d'ail- 
leurs analytiquenient,  et  en  prenant  pour  axes  de 
coordonnées  deux  droites  rectangulaires  passant  par  O, 
que  les  tangentes  des  angles  AMO,  BMO  (M  étant  un 
point  du  lieu)  sont  égales,  nous  aurons,  en  appelant 
(rt,  ^),  (rt'j  b')  les  coordonnées  des  points  A  et  B, 
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OU 

a  y  —  bx  a  y  —  b' x 

x^^y-—ax  —  by~       x^^  y- —  a' x  —  b'y 

Sous  ccUc  forme,  trois  points  du  lieu  sont  en  évi- 
dence :  le  point  O  et  les  points  de  rencontre  de  OA,  OB, 
avec  les  cercles  décrits  sur  OA  et  OB  comme  diamètres, 
c'est-à-dire  les  points  A,  B  et  P,  projection  de  O  sur  AB. 
En  écrivant  l'équation  ainsi 

{x^--^-y^^)[{a-\-a')y-{b-^b")x] 

-h  (  ab'  -H  ba'  )  (x^  — y'^  )  +  2  (  bb'  —  aa'  )  xy  =  o, 

on  reconnaît  bien  une  stroplioïde  ayant  pour  point 
double  l'origine,  pour  tangentes  en  ce  point  les  bissec- 
trices de  l'angle  AOB,  pour  direction  asymptoticjue  la 
droite  01,  I  étant  le  milieu  de  AB. 

En  supposant  que  la  droite  LL'  tourne  autour  de  O^ 
on  vérifie  que  dans  les  positions  OA,  OB,  OP  et  OR 
parallèle  à  AB,  les  points  A,  B,  P  et  R,  projection  de  O 
sur  la  perpendiculaire  au  milieu  de  AB,  fout  partie  du 
lieu,  et  dans  la  position  01  le  point  correspondant  est 
rejeté  à  l'infini.  On  voit  en  outre  que  les  tangentes  aux 
points  A  et  B  sont  les  symétriques  de  AB  par  rapport  à 
AO  et  BO,  en  faisant  approcher  indéfiniment  LL'  de 
OA  ou  OB.  La  stroplioïde  est  ainsi  plus  que  suffisam- 
ment déterminée,  et  l'on  peut  construire  son  point  iixe 
puisqu'on  connaît  la  direction  asymptolique  issue  du 
point  double  et  plusieurs  points  de  la  courbe. 

Une  autre  génération  simple  du  lieu  consisterait 
à  en  déterminer  les  deux  points  situés  sur  un  cercle 
quelconque  passant  par  A  et  B  {/ig-  '^)-  On  voit  que 
l'on  obtient  ces  deux  points  en  joignant  1  et  F  situés  sur 
le  diamètre  perpendic^ulaire  à  AB,  au  point  O,  ce  qui 
détermine  M  et  M'.  Cette  construction  du  lieu,  en  fai- 
sant varier  le  cercle,  montre  encore  que  le  point  O  est 


(  -^90  ) 
point  double,  et  que  la  courbe  passe  par  les  points  A, 
B,P,K. 


Parmi  les  applications  immédiates  du  théorème  tel 
que  nous  l'avons  énoncé,  signalons  les  suivantes  : 

1.  Lieu  des  foyei's  des  coniques  tangentes  en  deux 
points  donnés  à  deux  droites  données. 

Si  F  est  un  point  du  lieu,  on  sait,  en  effet,  que  la 
droite  joignant  ce  point  au  point  de  rencontre  O  des 
deux  tangentes  données  est  bissectrice  de  l'angle  AFB, 
A  et  B  désignant  les  points  de  contact.  Donc  le  lieu  est 
une  stroplioïde  ayant  O  pour  point  double  et  dont  on 
construit  immédiatement  plusieurs  éléments. 

2.  Lieu  des  foyers  des  coniques  tangentes  à  deux 
droites  données  et  admettant  pour  directrice  une 
droite  donnée. 

Soient,  en  etïet,  O  le  point  de  concours  des  tangentes, 
A  et  B  leurs  points  de  rencoutie  avec  la  directrice  don- 
née, T  et  T'  les  points  de  contact,  et  F  un  point  du  lieu. 
Les  deux  angles  OFT,  OFT'  sont  égaux,  ainsi  que  les 
deux  angles  AFT,  BFT'  (droits  tous  les  deux)  :  donc  les 
deux  angles  OFA,  OFB  sont  aussi  égaux  {fig.  3).  Les 


(  •59-  ) 
points  A  el  B  sont  lixcs,  et  la  bissectrice  de  ran{>le  AFB 
est  assujettie  à  passer  le  point  fixe   O   :    le  lieu  est  une 
stroplioïde. 


Fis.  3 


Examinons  maintenant  les  diveis  cas  particuliers  du 
théorème,  tous  utiles  dans  les  applications  : 

i"  Si  le  triangle  AOB  est  isoscèle,  la  hauteur  du 
triangle  isoscèle  issue  de  O  faisant  évidemment  partie 
du  lieu,  celui-ci  se  décompose  en  cette  droite  et  un 
cercle,  le  cercle  circonscrit  au  triangle  AOB.  Pour  un 
point  c|uelconque  de  ce  cercle,  la  bissectrice  de  l'angle 
AMB  va,  en  elfet,  passer  par  le  milieu  de  l'arc  AB. 

Les  points  A,  O,  B  ne  sont  pas  assujettis  à  rester  à 
distance  finie.  Si  le  point  A  est  à  l'infini,  dans  une  di- 
rection DD'  passant  par  O,  on  a  le  théorème  suivant  : 

Étant  donnés  dans  un  plan  deux  points  fixes,  O,  A 

Fig.  4. 


{fig-  4)  ^t,  une  direction  DD'  passant  par  O,   le  lieu 
des  points  M  tels  que  OM  soit  bissectrice  de  l'angle 


(  39^  ) 
ayant  pour  côtés  AM  et  la  parallèle  à  DD'  menée  par 
M  est  une  strophoïde  dont  le  point  double  est  en  O  et 
dont  la  direction  asymptotique  est  DD'. 

Il  est  à  remarquer  que  le  point  A  est  le  point  fixe  de 
la  strophoïde. 

En  s'appuyant  sur  ce  théorème,  on  trouve  immédia- 
tement la  solution  des  problèmes  suivants,  que  nous 
citons  comme  exemples. 

3.  Dans  un  cercle,  on  considère  un  rayon  fixe  OA 
et  un  rayon  mobile  OB.  Lieu  de  V orthocentre  du 
triangle  AOB. 

Si  H  est  un  point  du  lieu,  HO  étant  bissectrice  de 
l'angle  AHB,  le  lieu  est  une  strophoïde  (droite)  dont  O 
est  le  point  double,  A  le  point  fixe. 

4.  Lieu  des  foyers  des  hyperboles  tangentes  à  une 
droite  donnée  en  un  point  donné  et  admettant  pour 
asymptote  une  droite  donnée. 

Si  O  est  le  point  de  rencontre  de  la  tangente  avec 
l'asymptote,  A  le  point  de  contact  de  la  tangente,  la 
droite  FO  est  bissectrice  de  l'angle  formé  par  FA  et  la 
parallèle  à  l'asymptote  menée  par  F. 

5.  Podaire  d'un  poi?it  quelconque  de  la  directrice 
d'une  parabole. 

Soient  {ftg-  5)  F  le  foyer,  A  le  sommet,  M  le  point 
donné,  P  un  point  du  lieu.  Menons  de  P  la  parallèle  PL 
«î  la  directrice,  et  désignons  par  I  le  point  de  rencontre 
de  la  tangente  en  A  avec  le  rayon  vecteur  du  point  M. 
On  a 

LPK=  PKI, 


f 
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et  le  triangle  KIP  est  isoscèle  puisque  le  point  1  est  le 
milieu  de  FM,  donc 

LPKr:rKPl, 

PM,  perpendiculaire  sur  PK,  sera  donc  bissectrice  de 
l'angle  IPL.  Le  lieu  du  point  P  est  donc  une  strophoïde 


ayant  son  point  double  en  M,  son  point  fixe  en  J,  et  sa 
direction  asymptotique  parallèle  à  la  directrice  (l'asym- 
ptote est  la  symétrique  de  la  tangente  au  sommet  par 
rapport  à  la  directrice). 

Dans  le  cas  où  le  point  O  est  à  l'infini,  dans  une  di- 
rection donnée  AX,  BX',  le  problème  revient  à  détermi- 
ner les  points  M  tels  que  la  bissectrice  de  l'angle  AMB 
soit  parallèle  à  une  direction  fixe.  La  strophoïde  peut 
alors  être  considérée  comme  ayant  son  point  double  à 
Tinfini  :  c'est  une  hyperbole  équilatère.  Si  l'on  prend, 
en  effet,  sur  une  hyperbole  équilatère  donnée,  un  point 
M  et  deux  points  fixes  A  et  B  diamétralement  opposés, 
les  bissectrices  de  l'angle  AMB  sont  constamment  pa- 
rallèles aux  asymptotes. 

Exemples  : 

6.  Lieu  des  foyers  des  coniques  dont  on  donne  deux 
taîigejites  parallèles  et  le  diamètre  des  contacts. 
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7.  Lieu  dt's  points  de  contact  des  tangentes  menées 
à  une  famille  de  coniques  homo focales  parallclement 
à  une  direction  donnée. 

Si  M  est  le  point  de  contact,  la  tangente  est,  en  effet, 
bissectrice  de  Tun  des  angles  FMF',  F  et  F'  désignant 
les  deux  foyers.  Le  centre  de  Thyperbole  écjuilatère  est 
le  centre  des  coniques  lioniofocales. 

Nous  allons  maintenant,  comme  applications,  passer 
à  une  série  de  questions  relatives  aux  (ioniques  liomo- 
focales  et  où  l'on  trouve  comme  lii'U  une  strophoïde. 

8.  Supposons  d'aboid  qu'on  donne  dans  le  plan  deux 
points  fixes,  A  et  B,  et  un  troisième  point  fixe  O.  Du 
point  O  on  décrit  une  série  de  cercles  concentriques,  et 
Ton  demande  le  lieu  des  points  de  concours  des  tan- 
gentes menées  à  ces  cercles  par  les  points  fixes  A  et  B. 

Soient  C,  D,  E,  F  les  quatre  points  de  rencontre  re- 
latifs à  un  cercle  paiticulier.  On  voit  immédiatement 
que  les  angles  ACB,  ADB,  AEB,  AFB  ont  une  de  leurs 
bissectiices  passant  par  le  point  fixe  O.  Le  lieu  cberclié 
est  donc  la  stroplioïde  dont  O  est  le  point  double,  qui 
passe  par  A,  B  et  le  pied  P  de  la  perpendiculaire  abais- 
sée de  O  sur  AB  ;  ce  point  correspond  au  cas  où  la  cir- 
conférence est  tangente  à  la  droite  AB. 

Remarquons  qu'en  faisant  une  transformation  liomo- 
grapliique  de  façon  que  les  points  A  et  B  deviennent  les 
points  cycliques,  les  cercles  concentriques  se  transforme- 
raient en  des  (X)niques  bitangentes  en  deux  points  fixes; 
les  points  C,  D,  E,  F  deviendraient  les  foyers  de  ces  co- 
niques :  nous  serions  ramenés  au  problème  (i). 

9.  Considérons  maintenant  une  famille  de  coni(jues 
ayant  pour  foyers  deux  points  fixes  F,  F'.  Soient  A  et  B 


I 
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deux  points  pris  sur  l'une  d'elles.  D'après  un  tliéorèine 
du  à  Cliasles  :  «  Pour  que  les  tangentes  menées  de  deux 
points  A  et  R  à  une  conique  forment  un  (piadrilatère 
circonscriptible  à  un  cercle,  il  faut  et  il  suffit  que  les 
points  A  et  B  appartiennent  à  une  conique  liomofocale 
à  la  proposée.  »  Le  quadrilatère  formé  par  les  tangentes 
menées  de  A  et  B  à  une  conique  (C)  de  la  famille  est 
donc  circonscrit  à  un  cercle  dont  le  centre  s'obtiendra  en 
prenant  le  point  de  concours  des  bissectiices  des  angles 
FAF',  FBF'  (les  points  A  et  B  étant  supposés  de  cotés 
différents  de  l'axe  focal),  puisque  les  angles  des  tangentes 
menées  d'un  point  fixe  à  une  famille  de  coniques  ho- 
mofocales  admettent  les  mêmes  bissectrices.  Il  en  résulte 
que  tous  les  cercles  inscrits  dans  les  quadrilatères  for- 
més par  les  tangentes  menées  de  A  et  B  à  cbacune  des 
coniques  de  la  famille  ont  tous  pour  centie  le  point 
fixe  0),  pôle  normal  de  la  corde  AB  dans  la  conique 
considérée.  On  peut  donc,  d'après  le  tbéorème  précé- 
dent (8),  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Etant  donnée  une  famille  de  coniques  lioniofocales, 
si  par  deux  points  A.  et  B  pris  sur  l'une  d'elles,  on 
mène  les  tangentes  à  une  conique  quelconque  de  la  fa- 
mille, le  lieu  des  points  de  rencontre  de  ces  tangentes 
est  une  strophoïde  passant  par  A,  B,  et  dont  le  point 
double  est  le  pôle  normal  ou  tangentiel  de  la  corde 
AB,  par  rapport  à  la  conique  considérée,  et  suivant 
que  les  points  A  et  B  sont  de  côtés  différents  ou  du 
même  côté  de  V  axe  focal. 

Remarquons  c(ue  la  stroplioïde  passe  par  les  foyers, 
puisque  les  deux  points  F,  F'  constituent  une  coniqucî 
delà  famille,  à  laquelle  les  droites  AF,  AF',  BF,  BF' 
sont  tangentes. 

Si    l'on    considère   une   conique   particulière   (C)  et 
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deux  points  A  et  B  sur  celle  conique,  situés,  par  exem- 
ple, du  même  côté  du  grand  axe,  on  voit  que  l'on  peut 
déduire  du  théorème  précédent,  l'énoncé  suivant  : 

10.  Deux  points  quelconques  étant  pris  sur  une  co- 
nique, les  droites  joignant  chacun  d'eux  aux  deux 
foyers  forment  un  quadrilatère  complet  dont  les  six 
sommets  appartiennent  à  une  strophoïde  ayant  pour 
point  double  le  pâle  tangentiel  de  la  corde  Alà  (si  ces 
deux  points  sont  du  même  côté  de  Vaxe  focal)  et 
pour  direction  asyinptotique  le  diamètre  conjugué  à 
la  corde  AB. 

Cette  strophoïde  passe,  comme  nous  le  savons,  par 
les  projections  du  point  double  sur  la  corde  AB  et  sur 
les  axes  de  laconique  C.  JNous  la  reirouverons  dans  les 
questions  qui  vont  suivre. 

il.  Supposons  alors  que  les  deux  points  A  et  B  se 
rapproclient  indéfiniment  sur  laconique  (C)  considérée 
et  viennent  se  confondre.  Le  lieu  (9)  devient  le  lieu 
des  points  de  contact  des  tangentes  menées  d'un  point 
fixe  A  à  une  famille  de  coniques  liomofocales.  C'est 
donc  une  strophoïde  passant  par  les  foyers  et  ayant  son 
point  double  au  point  A.  Considérons  d'ailleurs  une 
tangente  quelconque  AM,  IVI  étant  le  point  de  contact. 
La  droite  MA  est  l'une  des  bissectrices  de  l'angle  FMF'. 
C'est  toujours  le  même  problème  que  nous  traitons. 

12.  Puisque  deux  coniques  liomofocales  sont  ortho- 
gonales en  leurs  points  d'intersection,  le  point  de  con- 
tact M  d'une  tangente  menée  d'un  point  A  est  le  pied 
d'une  normale  issue  de  A  à  la  seconde  conique  de  la 
famille  passant  par  M.  D'où  cet  énoncé  : 

Le  lieu  des  pieds  des  normales  menées  d' uji  point 
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fixe  a  nnc,  famille  de  con'Kfue's   Uomofocales   est.  une 
strophoïde  ayant  son  point  double  au  point  considéra. 

13.   Considérons  de  nouveau  deux  points  A  et  B  sur 
une  conique  (C)  et  supposons-les  situés,  par  exemple, 
(lu  même  côté  de  Taxe  focal.   Nous  savons  alois  que  le 
lieu  des  points  de  rencontre  des  tangentes  menées  de  A 
et  B  à   toutes  les   coniques  homofocales  à  (C)  est  une 
stroplioïdè  passant  par  A  et  B  et  dont  le  point  double 
est  le  pôle  to  de  AB  par  rapport  à  la  conique  C.  Il  existe 
en  particulier  une  conique  de  la  famille  tangente  à  la 
droite  AB,  et  son  point  de  contact  M  fait  [)artie  du  lieu. 
Mais   nous   savons   que  le    troisième  point  de   la   stro- 
phoïde situé  sur   AB  est  le   pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  double  to.  Le  point  M  est  donc  le  pied 
de  cette  perpendiculaire  5  en  d'autres  termes,  le  point  M 
est  la   projection   du   point  (o  sur  sa  polaire.  D'où  cet 
énoncé  : 

La  jyrojection  d\in  point  du  plan  d'une  conique  sur 
sa  polaire  est  le  point  de  cojitact  de  la.  conique  houio- 
focale  tangente  à  cette  polaire. 

11  en  résulte  immédiatement  que  cette  projection  est 
nn  point  tel  que  l'une  des  bissectrices  de  l'angle  formé 
par  les  droites  qui  la  joignent  aux  deux  foyers  passe  par 
le  point  considéré.  De  là  le  tliéoième  suivant  : 

Le  lieu  des  projections  d\in  point  Jixe  sur  ses  po- 
laires jyar  rapport  aux  coniques  ayant  pour  foyers 
deux  j)oi/Us  donnés  est  une  stroplioïdè  jyassant  par  les 
foyers  et  a.yant  son  point  dçuble  au  point  fixe. 

11  est  maintenant  absolument  évident  que  les  lieux 

(9),   (ii)^   (^^)i    ('"^)  i'<^l^t'f!^    à    un    point    (.)   du   plan 
forment  une   seule  et  même  couibe,   puisque   l'on   n'a 
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fait  (|ue  résoiulre  dans  ces  divers  cas  le  problème  : 
Trouver  le  lieu  des  points  M  tels  que  Mto  soit  bissec- 
trice de  l'angle  FlMF'.  On  voit  d'ailleurs  facilement  que 
les  slroplioïdes  obtenues  ont  au  moins  neuf  points 
communs. 

14.  Supposons  qu'un  point  P  décrive  une  droite  D. 
Ses  polaires  par  rapport  à  une  conique  C  vont  se  couper 
en  un  point  fixe  Pi .  Soit  K  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  de  l'un  des  points  P  sur  sa  polaire.  l.a  droite 
KP  est  une  bissectrice  de  l'angle  FKF'  (i3)  :  donc  la 
perpendiculaire  KPi  est  l'autre  bissectrice.  Cette  bis- 
sectrice passant  par  le  point  fixe  Pi,  on  peut  énoncer  la 
propriété  suivante  : 

Lorsqu  un  point  parcourt  une  droite,  les  pieds  des 
perpendiculaires  menées  de  chaque  position  du  point 
sur  sa  polaire  décrivejit  une  strophoïde  dont  le  point 
double  est  le  pôle  de  la  droite  et  la  direction  asympto- 
tique,  le  diamètre  conjugué  à  la  droite  donnée. 

Ce  théorème  peut  encore  s'énoncer  ainsi  : 

Etant  donnée  ujie  conique  et  un  point  P,  dans  son 
plan,  si  V on  mèjie  par  ce  poi/it  une  sécante  quelconque 
dont  on  prend  le  pôle  P  par  rapport  à  la  conique,  le 
lieu  des  projections  des  points  P  sur  la  sécante  est  une 
strophoïde  dont  le  point  double  est  en  V^  et  qui  passe 
par  les  foyers  de  la  conique. 

Ce  dernier  lieu  est  évidemment  le  même  pour  toutes 
les  coniques  liomofocales. 

15.  Le  lieu  (9)  peut  être  généralisé.  Assujettir  les 
points  A  et  B  à  se  trouver  sur  une  conique  de  la  famille, 


I 
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c'est   assujettir   le  quadrilatèr(;    AHl'b'  à   etie    circoii- 
scriptible  à  un  cercle.  L'énoncé  général  sera  le  suivant  : 

On  considère  deux  familles  de  coniques  homofocales 
ayant  pour  foyers  deux  couples  de  sommets  opposés 
dUin  quadrilatère  circonscriptible .  Le  lieu  des  points 
de  rencontre  des  tangentes  communes  est  une  stro- 
plioïde  dont  le  point  double  est  au  centre  du  cercle 
inscj'it  dans  le  quadrilatère. 

Soient,  en  etïet,  (o  le  centre  du  cercle  inscrit,  A  et  B, 
C  et  D  les  deux  couples  de  sommets  opposés,  M  un  point 
du  lieu.  Les  deux  angles  AMB  et  CMD  auront  les  mômes 
bissectrices,  puisque  M  est  le  point  de  concours  de  deux 
tangentes  communes,  et  l'une  de  ces  bissectrices  passera 
par  le  point  co,  puisque  les  droites  (MA,  MB),  (MC,  MD) 
sont  les  tangentes  menées  de  M  à  deux  coniques  inscrites 
dans  le  quadrilatère  et  que  toutes  ces  tangentes,  parmi 
lesquelles  se  trouvent  les  tangentes  au  cercle  w,  forment 
un  faisceau  en  involution. 

16.  En  faisant  une  transformation  homograpliique 
des  coniques  liomofocales,  de  façon  que  deux  points  A 
et  B  pris  sur  l'une  d'elles  deviennent  les  points  cy- 
cliques, les  coniques  homofocales  se  transforment  en  un 
faisceau  de  coniques  inscrites  dans  un  quadrilatère.  Ce 
quadrilatère  est  circonscriptible  à  un  cercle,  puisque  les 
points  1  et  J,  trarisformés  de  A  et  B,  appartiennent  à 
une  conique  de  la  famille.  Le  problème  (9)  ainsi  trans- 
formé nous  amène  à  chercher  le  lieu  des  points  de  ren- 
contre des  tangentes  menées  de  I  et  J,  c'est-à-dire  le 
lieu  des  foyers  des  coniques  inscrites  dans  un  quadri- 
latère circonscriptible.  (]etle  courbe  est  du  troisième 
ordre  :  je  dis  que  c'est  une  strophoide. 

Soient,  en  elfet,   ABCJ),    (AC),    (BD)  désignant    les 
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Jeux  couples  de  sonimels  opposés,  un  cjuadrilalère  cir- 
coiiscril  à  un  cercle  O  et  S  une  conique  inscrite  dans 
ce  (juadrilalère  {fig-  6).  Les  points  A  et  C  peuvent  être 
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considérés  comme  appartenant  à  une  conique  liomo- 
focale  à  S,  puisque  les  tangentes  menées  de  A  et  C  à  S 
forment  un  quadrilatère  circonscrit  à  un  cercle,  et  le 
centre  O  de  ce  cercle  étant  le  point  de  concours  des 
bissectrices  des  angles  opposés  DAB,  DCB.  Soient  alors 
F,  F'  les  foyers  de  S.  Le  quadrilatère  AFCF'  est  donc 
aussi  circonscriptible,  d'après  le  théorème  de  Cliasles, 
et  le  centre  du  cercle  inscrit  est  le  point  de  concours 
des  bissectrices  des  quatre  angles  FAF',  FCF',  AFC, 
AF'G;  en  particulier,  des  angles  FAF',  FCF.  Mais  les 
angles  FAF'  et  DAB  ont  les  mêmes  bissectrices,  de 
même  les  angles  FCF',  DCB.  Donc  le  centre  du  cercle 
inscrit  dans  le  quadrilatère  AFCF'  se  confond  avec  le 
point  O.  Les  bissectrices  des  angles  AFG,  AF'G  vont 
passer  par  le  point  O.  Le  lieu  des  points  F  et  F'  est 
donc  bien  une  strophoïde  dont  le  point  double  est 
en  O,  et  qui  passe  par  A  et  G. 

En   répétant    le    même    raisonnement   pour  les  deux 
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autres  couples  de  sommets  opposés,  on  verrait  que  la 
stroplioïde  lieu  passe  aussi  par  les  points  C,  D,  H,  I. 

Elle  passera  aussi  par  les  projections  du  centre  du 
cercle,  qui  est  le  point  double,  sur  les  diagonales  AC, 
BD,  HI.  Elle  passera  encore  par  les  projections  de  ce 
centre  sur  les  perpendiculaires  aux  milieux  des  dia- 
gonales. 

Pour  avoir  sa  direction  asymptotique,  il  faut  joindre 
le  point  O  au  milieu  d'une  diagonale  ;  ces  trois  droites 
doivent  se  confondre  (on  retrouve  ainsi  la  propriété  de 
la  droite  de  JNewton  du  quadrilatère). 

Nous  arrêterons  là  l'étude  des  applications  du  théo- 
rème que  nous  avons  signalé  au  début.  En  combinant 
les  divers  résultats  obtenus,  on  peut  donner  l'énoncé 
général  suivant  des  propriétés  étudiées,  dont  la  plupart 
sont,  séparément,  bien  connues.  JNous  ne  ferons  que 
mettre  en  évidence  l'identité  de  tous  ces  lieux. 

Etant  donnés  une  conique  S  de  fojers  F,  F',  de 
centre  O,  et  un  point  fixe  w  dans  son  plan  (  fi^g.  7  ),  A 

Fig.  7. 


et  B  étant  deux  points  de  la  courbe,  en  joignant  ces 
deux  points  aux  foyers,  on  forme  un  (juadrilatère  cir- 
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conscn'p/ib/(-:  à  un  cercle,  donl  les  six  sonuneis  sont.  A, 
B,  C,  1),  F,  F'.  Soit  to  le  centre  du  cercle  inscrit,  c'esl- 
à-dire  le  point  da  concours  des  tangentes  (ou  des  nor- 
males) en  A  et  \\.  Il  existe  une  strophoïde  S  dont  le 
point  double  est  w,  les  tangentes  en  ce  point  étant  les 
bissectrices  communes  des  angles  formés  par  les  droites 
joignant  to  à  deux  couples  de  sommets  opposés  du 
(fuadrilatère,  en  particulier  aux  points  F,  F',  la  di- 
rection asjînptotique  étant  celle  de  la  droite  de 
Newton  du  if  uadr dater e ,  c  eU-ù-dire  le  diamètre 
conjugué  à  AB  dans  la  conique  S.  Cette  strophoïde 
passe  par  les  points  suivants  :  les  six  sommets  du 
quadrilatère  complet  A,  B,  C,  D,  F,  V  {la  tangente  au 
point  A,  par  exemple,  étant  la  symétrique  de  AB  par 
rapport  à  Ato),  les  projections  de  co  sur  les  axes  de  la 
conique,  sur  les  diagonales  AB,  CD  et  sur  les  droites 
perpendiculaires  en  leur  milieu,  par  les  pieds  des  nor- 
males menées  de  to  à  la  conique  2.  Cette  strophoïde  S 
jouit  des  propriétés  suivantes  : 

i^  Elle  est  le  lieu  des  foyers  des  coniques  inscrites 
dans  le  quadrilatère  ; 

2'^  Le  lieu  des  points  de  concours  des  tangentes  com- 
munes aux  coniques  admettant  pour  foyers  deux 
couples  de  sommets  opposés  du  quadrilatère,  en  parti- 
culier le  lieu  des  points  de  rencontre  des  tangentes 
menées  de  deux  sommets  opposés  aux  coniques  ad- 
mettant pour  deux  foyers  deux  autres  sommets  op- 
posés ; 

3°  Le  lieu  des  projections  du  point  w  sur  les  axes  de 
toutes  les  coniques  inscrites  dans  le  quadrilatère  ; 

4°  Le  lieu  des  poijits  de  contact  des  tangentes,  des 
pieds  des  normales  menées  de  w  ci  Vune  quelconque  de 
ces  coniques,  le  lieu  des  projections  du  point  w  sur  ses 
polaires,  le  lieu  des  projections  des  différents  points 
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de  la  polaiie  de  to  par  rapport  à  l' une  quelconque  de 
ces  coniques  sur  leurs  propres  polaires  par  rapport  à 
la  même  conique  (14). 

(Soit,  en  effet,  o-  une  conique  particulière  inscrite 
dans  le  quadrilatère,  la  strophoïde  S'  relative  à  t  et  au 
point  iù  contient  les  foyers,  les  points  de  contact  des 
tangentes,  les  pieds  des  normales,  les  projeclions  de  to 
sur  les  axes  de  la  conique  et  sur  sa  polaire^  cette  stro- 
phoïde S'  n'est  autre  que  la  strophoïde  S,  car  ces  deux 
courbes  ont  en  commun  les  points  cycliques,  le  point  à 
l'infini  sur  la  droite  de  Newton,  les  deux  foyers  de  t, 
plus  les  six  sommets  du  quadrilatère  ou  les  projections 
de  (o  sur  les  diagonales  et  les  perpendiculaires  en  leurs 
milieux,  qui  sont  les  points  de  ces  lieux  relatifs  aux 
coniques  infiniment  aplaties  du  faisceau.) 

Ces  diverses  propriétés  s'étendent  en  outre  à  toutes 
les  coniques  homofocales  à  chacune  des  coniques  in- 
scrites dans  le  quadrilatère,  en  particulier  à  toutes  les 
coniques  homofocales  à  la  conique  ayant  pour  foyers 
deux  sommets  opposés  F,  F^  du  quadrilatère. 
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(DEUXIÈME  SESSION). 
SOLUTION  DU  PRORLÈME  DE  GÉOMÉTRIE  ANALYTIOUE; 

Par  m.  J.   S. 


On  donne  deux  axes  rectangulaires  et  un  point  A 
dont  les  coordonnées  sont  p  et  q.  J^ar  ce  point  on  fait 
passer  deux  cercles^  dont  i un  a  pour  centre  l' origine 
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et  Vautre  un  point  G  de  l'axe  des  x  dont  l'abscisse 
est  a . 

Par  le  point  A  on  mène  deux  sécantes  DAE,  FAG 
ajant  une  longueur  conunuiie  donnée  il  {les points  J) 
et  F  sont  sur  V une  des  circonférences,  et  les  points  E 
et  G  sont  sur  l'autre). 

r*  Former  V équation  générale  des  coniques  A  pas- 
sant par  les  points  d'intersection  des  deux  sécantes 
DAE,  FAG  avec  l'axe  des  j  et  la  parallèle  à  cet  axe 
menée  par  le  point  G  ; 

2°  Si  Von  assujettit  une  des  coîiiques  A  à  passer  par 
un  point  P  du  plan,  reconnaître  le  genre  de  cette  co- 
nique d'après  la  position  du  point  P; 

3°  Déterminer  le  lieu  du  centre  des  coniques  A  ; 

4"  En  faisant  varier  /,  trouver  le  lieu  du  point  de 
rencontre  des  cordes  DF.  EG. 

I.   Soit 

y  =  q  -\-  ni{x  —  p) 

l'équation  de  la  droite  FAG,  m  étant  un  paramètre  à 
déterminer.  Gette  droite  coupe  le  cercle  O  en  un  point 
autre  que  A,  dont  les  coordonnées  sont 

ni^p  — '  lînq  — p 

^/=  — 1 ^' 

I  -h  An^ 

a  —  2  nip  —  m-  q 

y  f  = • 

•^  -^  I  -h  m- 

La  dix)ite  FAG  coupe  le  cercle  G  en  un  point  autre 
que  A,  dont  les  coordonnées  sont 


9. a  -h  rn^p  — p  —  imq 

pr.r  =: ) 


q  -^  1  ain  —  -?.  nip  —  ni^  q 
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Le  cocflicicnl  aiigulaircî  m  csl  dt'U;rniiné  par 

OU 

4rt2H_  4a2,;j2=  4/2(1  _,-  „i2)2; 

d'où 


/H  = 


/ 


et  la  condition  de  possibilité  est  «  >>  /. 
L'équation  de  FAG  est  donc 

l'équation  de  DAE  est  donc 

y—q  =—  j^a^—l-^x—p). 

L'équation  générale  des  coniques  A  passant  par  les 
points  (l'intersection  des  deux  sécantes  avec  l'axe  des  j^ 
et  la  parallèle  à  cet  axe  menée  par  Je  point  C,  sera  donc 


(A)    \ 


OU 


(   ^\y  ~  ^  '^  T  \/^^  —  /2(^  —  P)    -^  \x{x  —  a)=  o, 


(a2_/2_  X/2)^2_/2j^2 

—  [2/>(a2— /2)_Xa/2]:r+  2ql^y  -\-p\a^—  l^)—  r-  q'i=  o, 
\  étant  un  paramètre  indéterminé. 

IL   En  faisant  passer  l'une  des  coniques  A  par  un 

point  P  du  plan,  on  détermine  ).,  et  alors  cette  conique 

sera  une  ellipse  si 

.        a2_/2 


une  hyperbole  si 
une  parabole  sj 


(   ioÔ  ) 


A  <  — ^  —  , 


1  = 


m.   Le  lieu  des  centres  des  coniques  A  est  donné  par 

A^  =  o         ou  — il^y -^  iql'^=^  Oj         d'où         y^q. 


IV.   Les  coordonnées  du  point  F  sont 

îiip- —  iniq  —  p 


Xf  = 

7/  = 


1  -t-  m- 
q  —  •>-  mp —  m-q 


I  -f-  ni' 


Les  coordonnées  du  point  G  sont 

9, a  H-  /?i-y;  —  oniq  — p 


x^  — 


yff= 


I  -h  //i- 

•}. ain  -\-  q  —  in^'-q  —  i  mp 

I  -+-  nV- 


Les  coordonnées  du  point  D  sont  données  en  changeant 
ni  en  —  w. 


OCd 


ya 


inp^-\-  imq  — p 

I  f-  ni- 
q  -\-i  mp  —  m^  q 

I  +  m- 


Les  coordonnées  du  point  E  sont  trouvées  en  changeant 
ni  en  —  ni^ 


Xf 


Yt 


ia  -^  m^p  -1-  2  mq  —  p 
1  H-  m^ 

—  1  am  -\-  q  —  ;>i-  q  ~  i  mp 


i  -T-  //t- 
On  trouve  pour  l'équation  de  la  droite  DF 

m-{qy — px  +/?'-!    q"-)  —  px  —  qy  -\-  p-  -i-q-, 
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(il,  pour  l'équation  de  la  dioiU;  E(t 

m'-[{a  —  p )x'  -+-  qy  —  p(a  —  p)-^  q^] 

=  ^-—  77— («  —  p)-r  ^{a  —  p){-xa  —  p). 

Eti  cliniinaul  ///,  ou  a  poui'  Itî  lieu  des  points  de  ren- 
contre de  ces  deux  droites 

a{ap  -h  ^2 — p'i)x  -+-  cKj  {'ip  —  a)y  —  a{a  —  p)(p-  -f-^-  )=  o 

ou 

(ap  -h  q^  —  p^)x  -^  q{-2p  —  a)y  —  {a—  p)(p^'-i~(j^)=  o, 
qui  est  l'équation  d'une  droite. 

J\.  B.  —  M.  Barisieii  a  aussi  résolu  la  question. 


SllR  ÏM  GÉNÉRALISATION  DTi\  THÉORÈIIE  DE  NEWTON; 

Par  m.  p.  DELENS, 

Professeur  de  Malhématiques  spéciales  au  lycée  de  Rouen. 


On  doit  à  Newton  le  théorème  suivant  : 

Le  centre  des  moyennes  distances  des  points  de  ren- 
contre d'une  droite  as^ec  une  courbe  al^èhriijue  coïn- 
cide as>ec  le  centre  des  moyennes  distances  des  points 
de  rencontre  de  cette  droite  avec  les  asymptotes  de  la 
courbe. 

Je  me  propose  de  démontrer  que  ce  théorème  sub- 
siste quand  on  remplace  la  droite  par  une  ligne  d'ordre 
supérieur,  et  qu'il  s'étend  au  centre  des  moyennes  dis- 
tances des  points  communs  à  deux  courbes  algébriques 
quelconques. 

Considérons,  en  efTèt,  deux  courbes  algébriques  C  et 


(  4o8  ) 

C,  d'ordres  m  ei  p,  et  soient 

/(•^,jk)  =  o      ou      //,,(^\  r)-+-//n-i(-^,  r) 


(I)     j      et 

les  équations  de  ces  deux  courbes  dans  lesquelles  on 
met  en  évidence  les  groupes  homogènes  des  divers  de- 
grés INous  aurons  les  abscisses  des  points  communs  à 
ces  deux  courbes  en  éliminant  j)"  entre  leurs  équations, 
que  nous  écrirons  pour  cela  sous  la  forme 


(2)  )     et 


( 


=:  O 


R(^)  = 


bojP  -^-  {bix  -^  l>\)yP-^  -h  (62^2+  b\x  -H  bl)yP-^  -h. 
L'équation  résultante  R(cr)  =0  sera  alors 

aiX-¥-a\  a^X'-^-a'^ 


«0 


a^x-\-  a. 


60     bix-hb\     b.x^-hb'^x-^bl     b^x^^ -h  b'.^x^--+-blx^bl 
o  b^)  bxX-^b\  b'iX' -^'b\x -\-  b\ 


On  sait  que  cette  équation  est  en  général  de  degré 
nip  et  que  le  coefficient  de  son  terme  de  degré  le  plus 
élevé  est  le  résultant  des  deux  polynômes  fm{^^j)  ^-^ 
^p{^,y)'  Je  me  propose  de  montrer  que  le  coefficient 
du  terme  en  x^p~^  dans  l'équation  R(a:)=o  dépend 
uniquement  des   coefficients  des  polynômes  fm{x^  j)^ 

Remarquons  pour  cela    que   le   déterminant    R(^) 


=  0. 


(')  C'est  à  cause  de  cette  démonstration  différente  de  la  démon- 
stration plus  générale  de  M.  Fouret  (3®  série,  t.  IX,  p.  258)  que  nous 
publions  cet  article,  qui  reproduit  d'aillçiirs  les  théorèmes  énoncés 
par  M.  Fouret.  Ch.  B. 


(  'm  ) 

peut  èlro  regardé  cointne  la  soniine  de  déUîniiinaiiLs 
partiels  dont  chaeun  so  déduit  du  déterminant  U(a:)  en 
y  remplaçant  chaque  colonne  par  l'une  des  files  verti- 
cales qu'elle  comprend.  On  vérifie  d'ailleurs  sans  peine, 
par  un  procédé  connu,  que  cliacuri  de  ces  déterminants 
partiels  est  homogène  par  rapport  à  x^  et  l'on  peut,  par 
suite,  évaluei' facilement  son  degré. 

Cela  posé,  considérons  deux  déterminants  partiels  A 
et  A|  qui  ne  diffèrent  entre  eux  que  par  la  ^y"'"^  colonne, 
cette  colonne  étant  formée  dans  A  par  la  première;  (ile 
delà  ^1'^'°®  colonne  de  R(j:),  tandis  qu'elle  est  formée 
dans  A,  par  la  file  correspondante  de  rang  /^  -f-  i  ;  il  est 
manifeste  que  le  degré  en  x  de  A,  sera  inférieur  de  h 
unités  au  degré  en  x  de  A,  et  sera,  par  suite,  mp  — Ji 
au  plus,  lien  résulte  donc  que  tous  les  déterminants 
partiels  de  R(jr)  qui  contiendront  une  ou  plusieurs 
files  occupant  dans  les  colonnes  correspondantes  de  ce 
déterminant  un  rang  supérieur  à  deux  seront  de  degré 
au  plus  égal  à  mp —  i  en  x\  et,  par  suite,  que  le  coeffi- 
cient de  x"^P~^  dans  l'équation  R(x)  =  o  ne  dépendra 
(|ue  des  coefficients  contenus  dans  les  deux  premières 
fdes  verticales  de  chaque  colonne  de  ce  déterminant, 
c'est-à-dire  uniquement  des  coefficients  de  fm{^,  y)f 
fm-i  (^,  j)  et  cp^(x,  j),  cp^_,  (x,  y). 

Le  théorème  que  nous  avons  en  vue  est  la  consé- 
quence immédiate  de  cette  remarque.  Soit,  en  eifet, 

l'équation  qui  donne  les  abscisses  des  points  communs 
aux  deux  courbes  C  et  C,  et  soient  (Ç,  tj  )  les  coordon- 
nées du  centre  des  moyennes  distances  de  ces  points; 
nous  aurons  la  formule 
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si  nous  supposons  toutefois  a»^  o,  ce  qui  revient  à  ad- 
mettre que  les  deux  courbes  n'ont  pas  de  directions 
asyniptoliques  communes  5  et  par  suite  5  ïie  dépendra 
que  des  termes  des  degrés  ///  et  m  —  i  dey^(x,  j)  )  et  dos 
termes  des  degrés  p  et  p  —  1  de  o{x,  y). 

On  démontrerait  de  même  que  l'ordonnée  r^  ne  dépend 
que  de  ces  mêmes  termes  au  moyen  de  l'équation 
R,  (j  )  =  o  obtenue  en  éliminant  x  entre  les  équa- 
tions (i). 

Ainsi  le  centre  des  moyennes  distances  dés  points 
communs  aux  deux  courbes  C  et  C  ne  change  pas 
quand  ces  courbes  varient  de  telle  sorte  que  les  termes 
des  degrés  /;/,  m —  i  et  p,  p — i  de  leurs  équations 
restent  les  mêmes;  en  particulier,  quand  on  remplace 
ces  courbes  par  d'autres  admettant  les  mêmes  asym- 
ptotes. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Le  centre  des  moyennes  distances  des  points  d'in- 
tersection de  deux  courbes  algébriques  rî' ayant  pas 
de  directions  asymptotiq ues  communes  ne  change  pas 
quand  on  remplace  ces  courbes  par  d'autres  admet- 
tant respectivement  les  mêmes  asymptotes. 

J'indiquerai,  pour  terminer,  quelques  applications  de 
ce  théorème  à  des  cas  particuliers. 

i"  Si  l'une  des  courbes  données  est  une  conique  à 
centre,  on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Le  centre  des  moyennes  distances  des  points  de  ren- 
contre d'une  courbe  algébrique  quelconque  avec  une 
conique  de  centre  fixe  ne  change  pas  lorsque  cette  co- 
nique se  déforme  homolhétiquement. 

En  particulier,  si  l'on  considère  un  cercle  de  centre 
lixe  et  de  rayon  variable,  on  retrouve   ainsi  un   théo- 
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rèine  démontré  directement  par  INI.  M.  d'Oragne  ('),  et 
dont  il  a  tiré  d'intéressantes  consécjuences. 

2°  Si  l'une  des  courbes  données  est  une  parabole,  on 
est  conduit  au  résultat  suivant  que  nous  avons  précé- 
demment signalé,  et  qui  peut  même  être  complété 
comme  nous  l'avons  alors  montré  (')  : 

Le  centre  des  moyennes  dislances  des  points  de  ren- 
contre d'une  courbe  algébrii/ue  (juelconque  et  d'une 
parabole  ne  change  pas  lorsque  cette  parabole  glisse 
le  long  de  son  axe. 

3*^  Enfin,  si  l'on  considère  une  courbe  isotropique 
dont  l'équation  soit  réductible  à  la  formi' 

on  peut  énoncer  le  tliéorème  suivant  : 

Le  centre  des  moyennes  distances  des  points  de  ren- 
contre  d'une  courbe  algébrique  quelconque  et  d'une 
courbe  isotropique  dont  V équation  est  réductible  à  la 
forme  (y)  ne  change  pas  lorsque  cette  courbe  tourne 
autour  de  l'origine. 

On  peut  citer  comme  application  la  lemniscate,  et 
l'on  voit  ainsi  que  le  centre  des  moyennes  distances 
reste  le  même  pour  toutes  les  lemniscates  (jui  admet- 
tent le  même  centre. 


(')  Voir  Nouvelles  Annales,  p.  296;  1886. 

(^)  Voir  dans  le  Journal  de  Mathématiques  spéciales,  1898, 
la  Note  que  nous  avons  publiée  à  ce  sujet  Sur  quelques  propriétés 
de  la  parabole. 


SLfl  LES  SIRFACES  RÉGLÉES  QUI  PASSENT  PAR  II^E  COURRE; 

Par  m.  Gii.  BIOGHE. 


Celte  Note  a  pour  objet  de  montrer  coniinent  on  peut 
généraliser  facilement  diverses  propriétés  des  dévelop- 
pablesqui  passent  par  une  courbe.  Ces  surfaces  peuvent 
être  définies  comme  des  surfaces  réglées  qui  ont,  tout 
le  long  de  la  courbe  directrice,  une  courbure  totale 
nulle.  On  peut  considérer  des  surfaces  réglées  dont  la 
courbure,  le  long  de  la  directrice,  serait  assujettie  à 
d'autres  conditions.  Celte  remarque  a  fait  l'objet  d'une 
Communication  à  l'Académie  des  Sciences  {^Comptes 
rendus,  t.  CX,  p.  5i5);  les  résultats  contenus  dans  la 
Note  suivante  ont  été  énoncés  dans  diverses  séances  de 
la  Société  matliémalique. 

1.  Formule  fond  amentale.  —  Dans  une  Note  in- 
sérée au  Tome  X VIII  du  Bulletin  de  la  Société  mathé- 
matique, j'ai  déduit  du  ds'^  des  expressions  du  paramètre 
de  distribution  K  d'une  surface  réglée  passant  par  une 
courbe,  et  de  la  distance  p  comprise  entre  la  courbe  et 
la  ligne  de  striction  sur  la  génératrice.  La  courbure  de 
la  surface  en  un  point  situé  sur  la  courbe  directrice  est 

donnée  par 

K2 


(l^  K2p2)2 


En  appliquant  les  formules  que  je  viens  de  rappeler, 
on  trouve  pour  expression  de  la  courbure,  que  je  dési- 
gnerai par  —  G-, 


G2=-ht 


(  -K  -!-  (0  cot  0  sino —      , 
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0)  et  iT  étant  les  eourburesde  la  courbe  donnée,  B  l'angie 
de  la  génératrice  avec  la  courbe,  'j>  l'angle  du  plan  tan- 
gent à  la  surface  avec  le  plan  osculateur  à  la  courbe,  et 
0-  l'arc  de  cette  courbe. 

2.  Il  résulte  de  là  que,  si  Ton  se  donne  co,  -,  f).  G  en 
fonction  de  o-,  la  détermination  de  '^  dépend  de  l'une 
des  équations  de  Riccati 

do 

-—1-   =  OJ  COtO  Sin»  H-  TT (jr, 

au  * 

que  l'on  obtient  en  prenant  pour  G  l'une  des  racines 
carrées  de  la  valeur  absolue  de  la  courbure.  Si  G  =  o, 
les  deux  équations  se  réduisent  à  une  seule  ^  en  tout  cas, 
l'équation  correspondant  à  un  système  de  fonctions  m, 
Tt,  0,  G  est  la  môme  que  celle  qui  correspond  au  système 
(0,  Tc  —  G,  B,  o.  La  détermination  d'une  surface  passant 
par  une  courbe  et  ayant  une  courbure  donnée  le  long  de 
cette  courbe,  revient  donc  à  celle  d'une  développable 
passant  par  une  autre  courbe. 

3.  Nornialies .  —  J'appelle  nonnalies  d'une  courbe 
les  surfaces  formées  par  des  normales  à  cette  courbe.  Si 

deux  normalies  se  coupent  sous  un  angle  constant,  —  a 

la  même  valeur  pour  les  deux  surfaces;  leurs  courbures 
ont  alors  pour  expression  commune 


Donc,  si  deux  nonnalies  se  coupent  sous  un  angle  con- 
stant, elles  ont  même  courbure  tout  le  long  de  leur 
directrice.  En  particulier  : 

1*^  Si  l'une  est  développable,  l'autre  l'est  aussi  :  pro- 
priété classique  ; 
Ann.  de  Mathéniat.,  3"  série,  l.  XII.  (Oclobrc  1893.)  "lO 
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2°  Les  normalies  formées  par  des  droites  invariable- 
ment liées  au  Irièdre  de  la  courbe  ont  toutes  pour  cour- 
bure —  TT-,  sur  la  directrice.  Si  la  directrice  est  plane, 
ces  normalies  donnent  des  liélicoïdes  développables. 

4.  Si  l'on  considère  deux  normalies  ayant  même  cour- 
bure, les  angles  cp<  et  cp2  correspondant  à  ces  surfaces 
sont  donnés  par 


TZ 


— '-    =  U 


do  9 

da 

ou  par 

d(f2 
da 

Dans  le  premier  cas,  on  a 

di^i  — 

?2 

}^o 

da 

dans  le  second 

G, 


2 


d<j 

Doue,  si  deux  normalies  ont  même  courbure  tout  le 
long  de  la  directrice,  elles  se  coupent  sous  un  angle 
constant,  ce  qui  est  le  cas  des  développables  ;  ou  bien 
elles  adjnettent  comme  bissectrices  des  normalies  dé- 
v^eloppables. 

5.  Surfaces  qui  coupent  sous  un  angle  constant  la 
dé\^eloppable  des  tangentes.  —  Les  surfaces  correspon- 
dant à  des  valeurs  constantes  de  cp,  et  ayant  une  cour- 
bure donnée  le  long  de  la  directrice  vérifient  des  équa- 
tions 

•71  H-  w  cotO  sin©  =  ±  G- 

Or  les  équations  d'une  génératrice  définie  par  les  angles 
^j  et  cp  sont,  par  rapport  au  trièdre  formé  par  la  tan- 
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gcnle,  la  normale  principale  et  la  binonriale, 

X     _  Y _  Z 

COS0        sinOcoso        sinOsincp' 

donc  celle  droite  est  sur  l'un  des  cônes 

(ii=r-G)(Y2-4-  Z2)+ wZX  =  0. 

Ces  cônes  ont  tous  deux  pour  plan  principal  le  plan  rec- 
tifiant, et  les  plans  perpendiculaires  aux  génératrices 
princi[)ales  donnent  les  sections  circulaires.  SiG^zh-, 
l'un  des  cônes  se  décompose  en  deux  plans  :  plan  oscu- 
lateur  et  plan  normal.  $i  G  =  o,  les  deux  cônes  se  con- 
fondent en  nn  seul,  lieu  des  génératrices  des  dévelop- 
pables  correspondant  à  la  condition  'j  =  const.,  cône 
qui  a  été  déjà  signalé  dans  divers  travaux. 

G.  Un  plan  perpendiculaire  à  la  tangente,  mené  à  une 
distance  ci  du  point  de  la  directrice,  donne  dans  les  deux 
cônes  correspondant  à  une  valeur  donnée  delà  courbure 
des  cercles  de  rayons 


•2(71  —  G)  2('ir-hG) 

le  cercle  situé  sur  le  cône  correspondant  à  G  =  o  a  pour 
rayon 

17: 

on  en  déduit  la  relation 

2  _    I  I 

d'où  l'on  conclut  que  tout  plan  passant  par  la  tangente 
coupe  les  cônes  correspondant  à  une  même  valeur  de  G-, 
et  le  cône  correspondant  à  G  :=  o  suivant  des  droites 
qni  forment  avec  la  tangente  un  faisceau  harmonique. 
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7.  Surfaces  engendrées  par  les  droites  invariable- 
rnenf  liées  à  la  courbe.  —  M.  Appell  a  fait  reniartjuer 
que,  pour  qu'une  droite  liée  à  une  courbe  engendre  une 
développabJe  autre  que  celle  des  tangentcîs,  il  faut  que 
cette  courbe  soit  une  hélice,  et  que  la  dioite  soit  sur  le 
cône  du  second  degré  dont  il  a  été  question.  Si  l'on  con- 
sidère une  surface  ayant  tout  le  long  de  la  directrice  une 
courbure  constante,  de  valeur  quelconque  —  G-,  on  voit 
que  les  courbures  de  la  directrice  sont  liées  par  une 
équation  du  premier  degré, 

71  -h  M  COt  0  si  11  o  =  G, 

c'est-à-dire,  d'après  un  théorème  bien  connu,  dû  h 
M.  Bertrand,  que  les  normales  principales  de  la  courbe 
doivent  être  normales  principales  d'une  seconde  courbe. 
Les  génératrices  des  surfaces  considérées,  qui  passent 
par  un  point  de  la  courbe,  forment  le  cône 

(71—  G)(Y2-hZ2)-^wZX  =  o, 

qui  est  alors  de  grandeur  constante. 

8.  Pour  détinir  complèteuient  ce  cône,  connue  on  sait 
que  les  génératrices  principales  sont  perpendiculaires 
aux  sections  circulaires,  il  suffit  de  déterminer  ces  géné- 
ratrices. L'une  d'elles  est  la  tangente-,  l'autre  fait  avec 
la  tangente  un  angle  8  défini  par 


71 


coi6  =  G. 


Si  l'on  identifie  cette  équation  de  condition  avec  celle 
qui  lie  les  courbures  to  et  tc  à  la  longueur  du  seguient  de 
normale  compris  entre  la  directrice  et  la  couibe  qui  a 
les  mêmes  normales  principales  et  à  l'angle  des  tangentes 
à  ces  courbes,  on  recounait  facilement  que  la  seconde 
génératrice  est  menée  dans  le  plan  rectifiant  perpendi- 
culairement à  la  binormale  de  la  couri^e  conjuguée.  On 
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peut  aussi  remarquer  que  celte  seconde  génératrice  en- 
gendre une  surface  qui  a  pour  ligne  de  striction  la  di- 
rectrice et  qui  est  applicable  sur  une  surface  gauche  de 
révolution.  Or  j'ai  déjà  indiqué  la  construction  précé- 
dente comme  donnant  une  surface  applicable  sur  une 
surface  gauche  de  révolution,  lorsque  sa  ligne  de  stric- 
tion est  donnée  (voir  Leçons  de  M.  Darboux,  t.  III, 
p.  3i4). 

9.  Observations  relatives  à  une  Note  de  M.  Cesaro. 
—  Après  la  publication  aux  Comjites  rendus  de  la  Com- 
munication que  je  rappelle  en  commençant,  M.  Cesaro 
a  fait  insérer  dans  les  Nouvelles  Annales,  3^  série, 
tome  TX,  page  294?  une  Note  où  il  déclare  qu'un  ar- 
ticle, paru  l'année  précédente  dans  le  même  Recueil 
(p.  445),  contenait  «  sous  une  forme  plus  ou  moins 
explicite  les  théories  énoncées  par  M.  Bioche  ».  Je  crois 
devoir  donner  à  ce  propos  quelques  explications;  si  je 
ne  l'ai  pas  fait  plus  tôt,  c'est  que  je  n'ai  lu  qu'il  y  a  peu 
de  jours  la  Note  en  question  dans  le  Tome  ÏX  des  Nou- 
velles Annales. 

Dans  ma  Communication,  j'avais  énoncé  un  théorème 
sur  les  points  centraux  des  droites  liées  à  un  trièdre.  Ce 
théorème  avait  été  établi  antérieurement  par  M.  Cesaro, 
et  M.  Mannheim  a  fait  remarquer  qu'il  était  un  cas 
particulier  d'une  propriété  plus  générale  [Nouvelles 
Annales,  3^  série,  t.  IX,  p.  127).  Mais,  à  part  cela,  la 
réclamation  de  M.  Cesaro  me  parait  peu  justifiée.  Dans  sa 
Note  du  Tome  IX,  il  démontre  la  formule  fondamentale; 
mais  il  ne  l'avait  pas  démontrée  auparavant.  Nous  nous 
sommes  servis  tous  deux  des  coordonnées  qu'il  appelle 
intrinsèques,  qui  ont  été  employées  avant  nous.  C'était 
donc  à  chacun  d'en  tirer  ce  qu'il  pouvait. 

10.  \  oici,  d'ailhnirs,  ce  qui  constituiî,  en  somme,  la 
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conclusion  de.  M.  Cesaro  dans  la  Noie  que  je  discute  : 
«  De  même  l'observation  de  INI.  Bioclie,  relative  au  chan- 
gement de  t:  en  -rz  —  G,  est  comprise  parmi  les  Remarques 
siw  les  surfaces  gauches.  Quelques  énoncés  de  celte 
Noie  conliennenl,  à  vrai  dire,  des  restrictions  inutiles, 
dues  au  choix  particuliei'  de  la  combe  fondamentale^ 
mais  en  ne  rien  supposant  sur  celte  ligne,  il  esl  facile  de 
restituer  aux  énoncés  toute  la  généraliié  dont  ils  sont 
susceptibles,  et  l'on  pem  alors  étudier  fort  aisément  les 
lignes  asyuiptotiques  (cp  =  o),  les  géodésiques  (cp  =  QO*^), 
les  lignes  de  courbure,  etc.,  en  attribuant  à  G  successi- 
vement les  formes 

TT,     TT  +  wcotG,     tocotOsincp.  » 

11.  Pour  répondre  à  la  première  phrase  de  celte  ci- 
tation, je  copie  le  passage  auquel  elle  fait  allusion,  en 
changeant  seulement  une  notation  :  «  On  en  (de  ces 
formules)  trouve  sans  peine  une  interprétation  géomé- 
trique en  observant  que,  si  l'on  diminue  de  G  la  torsion 
de  (M)  (la  directrice),  elles  coïncident  avec  les  condi- 
tions nécessaires  el  suffisantes  pour  que  la  direction 
considérée  soit  invariable  dans  l'espace  ))  (p.  44^).  Je  ne 
reconnais  pas  bien  ma  remarque  là  dedans,  d'autant  plus 
qu'il  s'agit  alors  seulement  du  cas  où  la  courbe  considé- 
rée est  ligne  de  striction.  D'ailleurs,  pour  donner  une 
idée  des  restrictions  que  M.  Gesaro  reconnaît  être  inu- 
tiles et  qu'il  aurait  mieux  fait,  par  suite,  de  supprimer, 
je  ferai  encore  quelques  citations. 

12.  «  Lors  donc  que  la  ligne  de  striction  est  ligne 
de  courbure  de  la  surface,  la  courbure  de  celle-ci,  le 
long  de  la  ligne  en  question,  est  mesurée  en  valeur  ab- 
solue, par  le  carré  du  paramètre  de  distribution  des 
plans  tangents  »   (p.  44^)'  C)r,  il   est   bien   connu   que 
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celte  propriété  est  caraclérisliqiie  de  toute  lii^ne  de 
slriclion. 

«  Remar(}iions  eiiiiii  que  toute  ligne  de  striction  et 
de  courbure  ne  saurait  être  géodésique  sans  ôtre  plane  » 
(p.  449)-  ^f'  îl  ^-sl  également  bien  connu  que;  toute 
ligne  de  courbure  qui  est  géodésique  est  plane. 

Je  ne  voudrais  pas  ètie  trop  long.  Je  m'arrête  donc 
là.  Je  crois  en  avoir  dit  assez  pour  montrer  que,  même 
eussé-je  lu  le  premier  article  de  JM.  Gesaro,  avant  de 
faire  la  Communication  dont  il  parle  dans  le  second, 
j'étais  endroit  défaire  celte  Communication  ;  les  restric- 
tions de  M.  Cesaro  masquant  complètement  la  généralité 
dont  ses  énoncés  étaietii  susceptibles. 


SIR  l]i\E  SÉRIE  FO\CTîO.\AELLE; 

Par  m.  V.  JAMET. 


Soit  F(.r)  une  fonction  d'une  variable,  réelle  ou  non, 
assujettie  à  la  condition  d'être  finie  et  continue  quand 
X  varie  dans  une  certaine  région  comprenant  le  point  Xq\ 
de  telle  sorte  que,  dans  cette  région,  le  module  de  F(.r) 
ne  s'élève  pas  au-dessus  d'un  nombre  constant  M.  Con- 
sidérons la  fonction  z/„  définie  comme  il  suit  : 

w„=       j     (x  —  Zi)F(zi)dzi  I      (zi—  z..)F{z.2)dz.... 

X    /  {Za-i  —  Za)F{Zn)[a-^  b{Zn—Xo)dZn. 

Soit  a  le  maximum  du  module  de  a-\-i)[x  —  Xq) 
dans  la  région  considérée  (a  et  b  désignent  des  con- 
stantes). Le  module  de  //„  est  évidemment  inféiieur  à 


^l\I"  I  ;r  — .ro 


in 
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J^a  dérivée  de  u,i  par  rapport  à  x  s'oblieuL  en  rempla- 
çant la  fonction  qui  figure  sous  le  premier  signe  y  par 
F(2,)  dz^  \  de  sorte  que  son  module  est  inférieur  à 


taM"  I  .r  —  a-o  |-"-*  ou 


]M"  I  ,r —  .r() 


In 


X  Xq 

et  la  déiivée  seconde  de  z/,/,  par  rapport  à  x,  est  égale  à 

Si  donc  le  point  x  est  intérieur  à  un  cercle  tracé  du 
point  Xq  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  -j='>  It^s 
séries 


dUn 


[  <2  -h  6  (  .r .To  )]  +  ?/  1  4-  //  2 

du  y  dui 

dr  de         '  '  d.T 

d-tii        d- iio  d'-ft„ 


dx- 


dx'^ 


dx"^ 


seront  convergentes,  et  chacune  des  dtîux  dernières  sera 
la  dérivée  de  la  somme  de  la  précédente.  Soit  y  la 
somme  de  la  première.  A  Tinlérieur  du  cercle  que  nous 
venons  de  définir,  la  fonction  y  aura  une  dérivée  pre- 
mière et  une  dérivée  seconde.  D'ailleurs,  nous  avons 
établi  la  relation 

d'où  l'on  conclura  la  suivante  : 

d^-U\         d-u=)  d-ii„        _,     ^ 

—, 1 -+-...-! -. —  =  F  (  .r  ) 

dx'^  dx'  dx'^ 

X  [a  -h  Z>(,r  —  370 ) H-  Wi-h  //2+  ^^3-+--  •  --^  Un-\  —••.], 
ou  bien 


(0 


La  fonction  j  que  nous  avons  formée  est  donc  une  inté- 
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grale  de  l'équation  (i),  égale  à  a,  pour  x  =  Xo,  et  dont 
la  dérivée  première  se  réduit  à  b,  pour  c^etle  même  va- 
leur de  X. 

Pour  abréger,  nous  avons  exposé  ce  résultat  sous 
fornu^  synthétique^  mais  le  lecteur  familier  avec  la 
théorie  des  équations  diiïerentielles  comprendra  aisé- 
ment que  l'analyse  qui  nous  y  a  conduit  nous  a  été  sug- 
gérée par  la  lecture  du  Mémoire  de  M.  Picard  sur  la 
théorie  des  é(juations  aux  dérivées  partielles  (^Journal 
de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  4^  série,  t.  M). 


SUR  LE  DISCRHIIM^T  DES  FORMES  GIBIQUES  TER\AIRES; 

Par  m.   s.  MANGEOT, 

Docteur  es  Sciences. 


J'ai  montré  récemment  (')  que  l'on  peut  inscrire 
dans  une  cubique  plane  trois  triangles  ayant  leurs  côtés 
parallèles  aux  asymptotes  de  la  courbe,  et  (pie  si 

xyz  +  A  ^  -h  B  jK  -!-  C  -3  =  o 

est  l'équation   trilinéaire  de  la  cubique  rapportée   aux 
asymptotes,  et 

ax -\- by -\- cz  =^  ih 

la  relation  constante   qui  lie  les  variables  x^j^  z,  les 
côtés  de  cbacun  de  ces  triangles  ont  pour  équations 

//S'  AS'  AS' 

^^  ab  — A  *^         ùb—B  cb'—L, 


(')  BuUelin  de  la  Sociétc  mathématique,  t.  \\I,  n°  3. 
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S'  (.lésignaiit  chaque  racine  de  ré(jiialioii 

(-2)  (aS  — A)(6S"B)(cS- G)  = /<2S2. 

Relativement  à  ces  trois  droites,  la  cubique  serait  re- 
présentée par  l'équation 

(3)  h  —  H hl=o, 

X,         J'i  z, 

en  appelant  X,  [jl,  v  les  seconds  membres  des  for- 
mules (i).  Rapportée  à  tout  autre  triangle  que  ceux-ci, 
la  courbe  aune  équation  qui  n'est  pas  de  la  forme  (3). 

Si  l'on  cherche  la  condition  pour  que  les  droites  qui 
sont  définies  par  les  formules  (i)  passent  par  un  même 
point,  on  trouve  que  S'  doit  véi Hier  la  dérivée  de  l'équa- 
tion (2),  c'est-à-dire  être  une  racine  double  de  cette 
équation.  Or  voici  des  conséquences  de  cette  re- 
marque. 

Supposons  que  deux  des  trois  systèmes  de  trois 
droites  que  je  viens  de  définir  soient  confondus  en  un 
seul,  ce  qui  revient  à  admettre  que  l'équation  (2)  a  une 
racine  double.  S'.  Les  trois  droites  de  ce  système  double, 
étant  représentées  par  les  formules  (i),  devront  passer 
par  un  même  point  M  :  l'équation  (3)  de  la  courbe, 
supposée  rapportée  à  ces  trois  droites,  fait  voir  que  le 
point  M  sera  un  point  double  de  la  courbe. 

Réciproquement,  admettons  que  la  cubique  ait  un 
point  double,  et  soient  (^<,  t/o?  <^3  les  directions  asympto- 
tiques  tracées  par  ce  point.  L'équation  de  la  courbe, 
rapportée  à  ces  trois  droites,  devra  avoir,  d'une  manière 
évidente,  la  forme  (3)  :  donc  ces  droites  pourront  être 
représentées  par  les  relations  (i),  S'  étant  une  racine 
convenable  de  l'équation  (2),  et,  puisqu'elles  sont  con- 
courantes, il  faudra  que  S'  soit  racine  double  de  cette 
équation.  Des  trois  systèmes  de  droites  précédemment 
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considérés,    deux    seront   confondus    avec    le    système 

La  conclusion  de  ce  qui  précède  est  celle-ci  : 

Pour  que  la  cubique  ait  un  point  double,  il  faut  et 
il  suffit  que  deux  des  trois  triangles  inscrits  (fui  ont 
leurs  côtés  parallèles  aux  asymptotes  se  réduisent  à 
un  seul.  Ce  triangle  double  est  lui-même  réduit  à  un 
point,  et  ce  point  est  le  point  double. 

Je  suis  conduit,  par  une  voie  toute  naturelle,  à  la 
méthode  qui  suit  pour  exprimer  qu'une  cubique,  lap- 
portée  à  un  triangle  de  référence  quelconque,  admet 
un  point  double. 

Les  relations  X  =  o,  Y  =  o,  Z  =r  o  étant  supposées 
représenter  les  trois  asymptotes  par  rapport  à  ce 
triangle,  on  identitie  l'équation  de  la  cubi(jue  avec  la 
formule 

X  —  À         Y  —  [JL        Z  —  V 

et  Ton  exprime  que  les  trois  équations  en  1,  [x,  v  obte- 
nues de  la  sorte  ont  deux  de  leurs  trois  solutions 
(X,  [Jt.,  v)  confondues  en  une  seule  (à,,  fj.,,  v,). 

Ces  trois  équations  sont  linéaires  par  rapport  aux 
quatre  quantités  [jlv,  vX,  À[j.,  X[av,  et,  par  conséquent, 
leur  résolution  pourra  se  ramener  à  celle  d'une  équation 
du  troisième  degré,  dont  la  formation  est  immédiate. 
Le  discriminant  de  cette  équation,  égalé  à  zéro,  fourni- 
rait la  condition  cherchée  A  =  o  (  '  ). 

Si  l'on  ne  connaît  pas  les  équations  mêmes  des  asym- 
ptotes de  la  cubique,  la  théorie  des  fonctions  symétriques 


(')  Le  poinl   double  serait  déterminé    par  l'intersection  des   deux 
droites  X  =  >»,,  V  —  p.^. 
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permettra  de  calculer  rexpressioii  de  A  en  fonction  des 
données.  Ainsi,  en  partant  de  cette  forme  de  l'équation 
générale  d'une  cubique 

où,  après  réduction  du  coefticient  de y'^  à  l'unité,  cpg  et 
(Do  représentent  les  termes  du  troisième  et  du  deuxième 
degré,  si  l'on  désigne  par  //, ,  iio-,  //3  les  trois  racines  de 
l'équation  0)3(1 ,  //)  =  o  et  si  l'on  pose 

on  trouve  que  la  condition  du  point  double  s'obtient  en 
asmulant  le  discrimina»! t  de  Téquation  du  troisième 
degré 

\{ui-u.)S  -i-L][{H,-U3)  S  +  M] 

dans  laquelle  on  a 


D 


L  = 


et  où  M,  N  ont  les  valeurs  qui  se  déduisent  de  celle  de  L 
par  une  permutation  circulaire  des  indices  1,2,  3.  Les 
coefficients  de  cette  équation,  rapportés  à  celui  de  S^, 
sont  des  fonctions  symétriques  rationnelles  de  U\^  u^^ 
Zf3,  et  l'on  sait  lesex[)rimer  au  moyen  des  coefficients  de 
CO3  et  de  cpo. 

Cette  méthode  constitue  donc  un  procédé  particulier 
pour  calculer  le  discriminant  d'une  forme  cubique  à 
trois  variables. 


I        ^^1      f{U^) 

I        u.2      f{lli) 

5 

>      ^h    /{ih) 

I                 Ui       f{Uy) 

I        U\ 

A^h) 

1              Ui      fiUi) 

-+-/('^l)/("2) 

I       Ui 
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SOLITIO^    GEOMÉTRIOIIE    DE   LA    COMPOSITION   DE  IIA 
THÉIATIOIIES   DOMVÉE   Al   CONCOIRS  D'ADMISSIOX  A 
L'ÉCOLE  POLYTECIIAIQUE  E\  1892; 

Par  m.   GENTY,  à  Oran. 


Les  droites  qui  coiipeiil  harmoniquemenl  deux  co- 
niques (S)  et  (S')  euveloppeiU  une  troisième  conique 
(S)  inscrite  dans  les  deux  quadrilatères  formés  par  les 
tangentes  aux  deux  coniques  données  en  leurs  points 
d'intersection. 

Soit  (L)  une  tangente.de  laconique  (S)  et  supposons 
que  le  pôle  P  de  l'une  des  cordes  communes  de  (S)  et 
de  (S')  par  rapport  à. (S)  soit  situé  sur  (L).  On  voit 
que  du  point  P  on  peut  mener  trois  tangentes  à  la  co- 
nique (S),  savoir  :  la  droite  (L)  et  les  deux  tangentes 
à  (S)  qui  passent  par  ce  point.  Donc,  dans  ce  cas,  la 
conique  (S)  se  réduit  à  un  système  de  deux  points,  dont 
le  point  P  fait  partie,  et  ce  point  est  évidemment  aussi 
le  pôle  de  la  seconde  corde  commune  des  coniques  don- 
nées par  rapport  à  (S'). 

Or,  c'est  ce  qui  se  présente  dans  le  problème  pro- 
posé. La  droite  de  l'infini  coupe  harmoniquemcnt  le 
cercle  et  l'hjperbole  équilatère  et  le  [)ôle  P  de  la  corde 
commune  DD'  par  rapport  au  cercle  est  situé  à  l'infini, 
dans  une  direction  perpendiculaire  à  cette  corde. 

Le  pôle  de  la  seconde  corde  commune  HH'  par  rap- 
port à  l'hyperbole  se  confond  avec  ce  même  point  P.  Donc 
cette  seconde  corde  commune  est  le  diamètre  de  Thy- 
perbole  conjuguée  à  la  direction  perpendiculaire  à  DD'  : 

1°  Toutes  les  droites  perpendiculaires  à  DD'  passant 

Ann.  de  Mathémat.,  3'  série,  t.  XII.  (Novembre  189.3.)        3i 
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par  le  point  P,  elles  coupent  liarmoniquenienl  le  cercle 
et  l'hyperbole-, 

2°  Pour  que  les  points  d'intersection  d(^  la  circonfé- 
rence et  de  riiyperbolc  soient  tous  réels,  il  faut,  évi- 
demment, que  la  parallèle  à  })D',  menée  par  le  centre, 
fasse  avec  l'axe  transverse  de  l'hyperbole  un  angle  plus 
petit  que  45"  ; 

3"  11  est  clair  que  la  droite  HH'  appartient  au  lieu 
cherché,  lequel  comprend,  en  outre,  le  lieu  du  point 
d'intersection  des  droites  DH  et  D'H'.  Or  ces  droites 
décrivent  deux  faisceaux  homographiques  ayant  pour 
base  les  points  H  et  H'  :  donc  le  lieu  est  une  conique  (C) 
qui  passe  en  ces  deux  points.  Les  tangentes  en  ces  deux 
points  sont  évidemment  parallèles  et  l'on  reconnaît  dé 
suite  que  la  conique  (C)  a  deux  points  à  l'infini  dans 
la  direction  des  axes  de  l'hyperboie  donnée  :  c'est  donc 
une  hyperbole  équilatère  ayant  ses  axes  parallèles  aux 
asymptotes  de  l'hyperbole  donnée  et  concentrique  avec 
cette  hyperbole. 

4°  Si  l'on  transforme  houiographiquement  la  figure, 
dans  l'une  des  positions  de  la  droite  DD',  de  telle  sorte 
que  les  points  D  et  D' deviennent  les  points  imaginaires 
d'un  cercle  à  l'infini,  le  cercle  et  l'hyperbole  se  trans- 
forment en  deux  cercles  orthogonaux,  et,  si  l'on  fait  la 
construction  indiquée,  on  voit  que  la  droite  AB  passe 
par  le  point  fixe  H'. 


CORRESPONDANCE. 


M.  Audibert  et  M.  Farjon  signalent  une  erreur  dans 
la   solution   du    problème    du    concours    d'admission  à 
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l'Ecole  Normale  supérieure  en    1892,  publiée    dans  le 
numéro  de  novembre  1892  des  Nouvelles  Aiiîiales. 

Au  second  paragraphe,  il  est  dit  que,  par  un  point 
M(a,  J^)  du  plan,  il  passera  deux  coniques  de  l'espèce  A, 
si  l'on  a 

4a2p2^(a2— p2^_-2a-t-  i)(3a2-+-  (ii2— 6a  — 3)>o. 

Ce  calcul  est  bien  exact,  mais  le  premier  membre  de 
cette  inégalité  est  identiquement  égal  à 

[3(a+i)2— ^2](p2_^a2-2a— i), 

et  représente  le  groupe  des  deux  droites  jB^r  dz  y/3(a-f-  i) 
et  le  cercle  C. 


M.  J.  Réveille  nous  écrit  à  propos  de  la  solution  de 
la  question  1534  par  M.  Barisien  : 

«  L'auteur  fait    justement  remarquer    (p.  22*)  que 

l'on  a 

OK=:(X  +  i)a; 

mais  il  en  conclut  que  le  lieu  du  point  K  est  un  cercle. 

»  Or  il  est  facile  de  voir  que  le  point  K  est  fixe  sur 
l'axe  Ox. 

»  En  effet,  les  intersections  des  deux  cordes  de  contact 
avec  l'axe  Ox  sont  respectivement  données  par  les  rela- 


-—  ai  X  —     ^ 

osa 
(3)  et  (7)  que  l'on  a 


lions  X  =  — —  et  jc  =  — —  :  et  il  résulte  des  relations 
cosa  sina 


P 


cosa        sina 


=:  a(X  H-  1)  =  const. 


»  C'est  ce  que  l'on  peut  voir  d'ailleurs  en  remarquant 
que  les  cordes  de  contact  d'une  conique  variable  dou- 
blement tangente  à  deux  coniques  fixes  passent  par  des 
sommets  du  triangle  autopolaire  commun  aux  deux  co- 
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niques.  Le  poinl  K  est  donc  ici  l'un  des  points  liniiles 
du  faisceau  de  cercles  auquel  appartiennenr  les  cercles 
O  et  G.  » 


NOTE   SUR    LA   PARABOLE; 

Par  m.  s.  MAILLARD, 

Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Poitiers. 


Construire  une  parabole  connaissant  un  point  A, 
le  diamètre  AX  et  le  centre  O  du  cercle  osculateur 

en  A  {fig.  i). 

Fi{î.    I 
0 


Soit  I  le  milieu  de  OA;  le  point  D,  symétrique  de  I 
par  rapport  à  A,  se  trouve  sur  la  directrice  DP  perpen- 
diculaire sur  AX,  et  le  foyer  F  est  symétrique  de  P  par 
rapport  à  la  tangente  AT  perpendiculaire  sur  OA. 

On  sait,  en  effet,  que  :  Le  rayon  de  courbure  de  la 
parabole  est  double  de  la  normale  terminée  à  la  di- 
rectrice. Parmi  les  applications  classiques  du  calcul 
intégral  (voir  Frenet),  figure  cette  question  :  Trouver 
une  courbe  dans  laquelle  le  rayon   de  courbure  égale 
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Il  fois  la  normale.  Pour  n  = —  2,  la  courbe  est  une  pa- 
rabole. Nous  n'insisterons  que  sur  ce  cas  particulier, 
en  nous  servant  de  considérations  tout  à  fait  élémen- 
taires. 

Les  sécantes  communes  à  upe  conique  et  à  un  cercle 
sont  également  inclinées  sur  les  axes  de  la  conique.  La 
tangente  en  A.  et  la  corde  AB  commune  à  la  parabole 
et  au  cercle  osculateur  font  avec  l'axe  des  angles  égaux  ; 
AB  est  donc  parallèle  à  la  tangente  en  A,,  symétrique 
de  A  par  rapport  à  l'axe;  le  milieu  C  de  AB  est  sur  le 
diamètre  du  point  A,  et  la  droite  CO  est  perpendicu- 
laire sur  AB.  Le  milieu  H  de  AC  se  trouve  sur  l'axe, 
et,  si  la  droite  HI  est  perpendiculaire  sur  AC,  le  point  1 
est  le  milieu  du  rayon  AO.  Or  l'angle  FHI,  formé  par 
l'axe  et  la  droite  HI,  égale  l'angle  de  la  directrice  et 
de  AC,  ou  encore  l'angle  de  la  directrice  et  de  AT,  ou 
encore  l'angle  de  l'axe  et  de  la  normale,  ou  enfin 
l'angle  du  rayon  vecleur'et  de  la  normale  ^  c'est-à-dire 
FHI  =  FAL  Les  quatre  points  F,  A,  H,  I  sont  sur  un 
cercle,  dont  le  diamètre  est  Al;  l'angle  AFI  est  droit. 
Mais  les  triangles  AFI,  APD  sont  égaux  :  donc  Al, 
moitié  du  rayon  de  courbure,  égale  AD,  normale  ter- 
minée à  la  directrice. 

autrement.  —  Jj'angle  du  rayon  vecteur  avec  l'axe 
est  double  de  l'angle  de  la  normale  avec  l'axe.  Si  ce 
dernier  augmente  de  a,  le  premier  augmente  de  2a-, 
donc  l'angle  de  deux  rayons  vecteurs  FA,  FA'  est 
double  de  l'angle  A'O'A  des  deux  normales  correspon- 
dantes. Soit  r  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  trian- 
gle A'O'A,  l'angle  au  centre  ATA  égale  A' FA,  et  les 
quatre  points  A,  A',  L,  F  sont  sur  une  circonférence.  Si 
les  deux  points  A'  et  A  se  correspondent  en  A,  cette 
circonférence  a  pour  diamètre  AI  moitié  de  AO  :  donc 
l'angle  AFI  est  droit,  etc.,  comme  plus  haut. 
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Le  lliéorème  énoncé  par  M.  Rouché,  question  1653, 
est  une  conséquence  immédiate  de  ce  qui  précède. 


V..^  /3,^: 


•>" 


SUR  LA  STROPIIOIDE  ET  LA  CISSOÏDE; 

Par   m.  BALITRAND, 

Ancien  élève  de  l'Ecole  Polytechnique. 


La  stroplioïde  oblique  est  nue  cubique  caractérisée 
par  les  propriétés  de  passer  par  les  points  circulaires 
de  l'intini  et  de  posséder  un  nœud  à  tangentes  rectan- 
gulaires. Si  nous  prenons  comme  axes  coordonnés  les 
tangentes  au  point  double,  l'équation  de  la  stroplioïde 
est 

(i)  {y-i-cx){x^'-^y-2)—axy  =  o. 

L'asymptote  réelle  de  la  courbe  a  pour  coefficient 
angulaire  —  c.  La  droite  qui  a  pour  équation 


rencontre  la  stroplioïde  en  un  point  S  tel  que  OS  =  - 


y  —  ex 

a 

'2 

Nous  dirons  que  cette  droite  OS  est  l'axe  de  la  stro- 
plioïde, quoique  ce  ne  soit  pas  un  axe  au  sens  géo- 
métrique du  mot,  et  nous  désignerons  la  parallèle  à 
l'asymptote  menée  par  le  point  double  sous  le  nom  de 
droite  A. 

En  posant  JK  =  tx^  on  arrive  à  exprimer  les  coordon- 
nées d'un  point  de  la  courbe  au  moyen  des  formules 

,    ,  at  aV- 

(2)       -"^  =  .-iT— 7777— tt:  '        y 


{C-^t){i-^  f')  -^  {c-\-  t){l-^t^) 

L'équation  de  la  droite  qui  joint  les  deux  points  {ti  ), 


(  ^il  ) 


(t.,)  t'Sl 


X        y 
ati     at\     c 


Ct7 


at^     ail     c -\- ti-\- ct\ -\-  t\ 


=  o. 


Ce  déterniiiiant  se  met   sous  la   fotrru;  suivante,  après 
avoir  divisé  par  A,  —  t.>-^ 


(3) 


+  [—  C  -H  c^i/2-^  ^1  ^2(^1+  i'î)]y  —  (^h  ^2  =  0; 


l'équation  de  la  tangente  au  point  (?),  qui  s'obtient  en 
faisant  Z,  =  t^  dans  l'équation  précédente,  est  donc 

(4)      (2C^  +  «2_.  ^v^^^(_c  +  c^2_^  •^t'^)y  —  af^—  o. 

Si  nous  considérons   un  cercle  quelconque  du   plan 
dont  l'équation  soit 


(5) 


a?2  -4-  J^2  _   '2  OC  37  —  2  P  J  H-  Y  =  O, 


l'équation  qui  donne  les  valeurs  du  paramètre  t  pour 
les  points  d'intersection  du  cercle  et  de  la  stroplioïde 

est 

ÎY^^-f-  -2(70 —  a^)t^ 
-h  (  Y  H-  Y  c  -h  «2  —  2  a  a  —  iac'^)f^ 
—  2c(y  —  aaL)t  -j-  YC  =  o. 

Entre  ces  paramètres  existe  la  relation 

(7)  txt^J^t'^  —  c. 

De  même  l'équation  qui  donne  les  valeurs  du  para- 
mètre t  pour  les  points  d'intersection  de  la  stroplioïde 
et  de  la  droite  représentée  par  l'équation 


(8) 
est 

(9) 


ux  -\-  vy  —  1  =  0 


t^->r{c  —  av)t''--\-ii  —  au)t-hc  =  o 
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et  l'on  a  encore  la  relation 

(lo)  ti  1-2  t:i  —  —  c. 

D'un  point  y  pris  sur  la  strophoïde,  on  peut  mener 
deux  tangentes  vB,  yC  à  cette  courbe^  les  paramètres 
des  points  de  contact  sont  donnés  par  la  relation 

t^r^-^  —  c; 

ils  sont  égaux,  mais  de  signes  contraires  ;  de  sorte  que 
les  droites  OB,  OC  sont  symétriques  par  rapport  à  Ox\ 
c'est-à-dire  qu'elles  forment  un  faisceau  harmonique 
avec  les  tangentes  au  point  double.  Réciproquement, 
deux  droites  OB  et  OC,  symétriques  par  rapport  à  Ox, 
rencontrent  la  strophoïde  en  deux  points  tels  que  les 
tangentes  en  ces  points  se  coupent  en  un  point  y  de  la 
strophoïde.  On  peut  encore  observer  que  les  points  B 
et  G  sont  équidistants  de  la  droite  A^  nous  dirons  que 
les  points  B  et  C  sont  conjugués. 

Le  point  double  est  le  centre  du  cercle  inscrit  au 
triangle  yBC-,  c'est-à-dire  que  Oy  est  la  bissectrice  de 
l'angle  ByC  (Journal  de  Math,  spéc,  1887,  p.  269). 

Prenons  quatre  points  de  la  strophoïde  A,  B,  C,  D, 
situés  sur  un  cercle,  points  que  nous  appellerons  con- 
cyclicjues,  et  soient  fi,  t^-)  ^3,  ^4  les  valeurs  du  para- 
mètre t  pour  ces  points.  La  droite  AB  rencontre  la  stro- 
phoïde en  un  troisième  point  P(8<  )  et  la  droite  CD  en 
un  troisième   point   Q(92)-  Les  relations  (7)  et  (10) 

donnent 

il  ^2^1= — C,         ^3^462=  — c; 
d'où 

6162  =  c. 

Or,  si  nous  adjoignons  à  ces  deux  points   le   point 

(83)  =  —  I ,  on  a 

e,e,03  =  -c, 


I 
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c'ost-à-(lirc  que  ces  trois  points  sont  en  ligne  droite; 
et  l'on  vérifie  aisément,  au  moyen  de  la  formule  (4), 
que  le  point  (83)  =  —  i  est  celui  où  la  tangente  à  la 
strophoïde  est  parallèle  à  l'asjmptote  de  cette  courbe. 
Ce  point  est  également  sur  la  seconde  bissectrice  des 
axes.  On  a  donc  ce  théorème  : 

Théorème.  —  Si  quatre  points  A,  B,  C,  D  d'une 
strophoïde  sont  sur  un  cercle,  les  droites  AB  e^  CD 
rencontrent  la  strophoïde  en  deux  points  P  e^  Q  en 
ligne  droite  ai^ec  le  point  où  la  tangente  est  parallèle 
à  l'asymptote,  ou  encore  avec  le  point  situé  sur  la 
seconde  bissectrice  des  axes. 

Ce  théorème  peut  servir  pour  l'étude  des  groupes  de 
points  concycliques  sur  la  strophoïde,  mais  les  formules 
(7)  et  (10)  sont  aussi  commodes  et  permetient  en  outre 
de  faire  la  distinction  du  rétd  et  de  l'imaginaire.  Ce 
théorème  peut  encore  s'énoncer  de  la  manière  sui- 
vante  : 

Si  autour  de  deux  points  fixes  P  et  Q,  pris  sur  la 
strophoïde,  et  en  ligne  droite  avec  le  point  oit  la  tan- 
gente  est  parallèle  à  l' asymptote,  on  Jait  pivoter 
deux  droites  PAB,  QGD,  les  quatre  points  A,  B,  C,  D 
sont  constamment  sur  un  cercle. 

Supposons  que  le  cercle  varie  en  passant  par  les  deux 
points  fixes  A  et  B,  la  droite  CO  pivotera  autour  du 
point  fixe  Q.  Puisque  du  point  Q  on  peut  mener  deux 
tangentes  à  la  strophoïde,  il  y  a  deux  positions  du 
cercle  pour  lesquelles  il  devient  tangent  à  la  strophoïde  -, 
les  deux  points  de  contact  sont  conjugués,  c'est-à-dire 
équidistanls  de  la  droite  A. 

Théorème.    —    Par  deux  points  fixes  pris  sur  la 
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stropJioïde,  on  peut  faire  passer  deux  cercles  tangents 
à  la  courbe;  les  points  de  contact  sont  deux  points 
conjugués. 

Supposons  maintenant  que,  le  point  A  restant  fixe, 
le  point  B  se  déplace  sur  la  stroplioïde.  A  chaque  posi- 
tion du  point  B,  correspondent  deux  points  de  contact; 
donc,  en  vertu  du  principe  de  correspondance,  il  y  a 
trois  positions  pour  lesquelles  le  point  B  se  confond 
avec  l'un  des  points  de  contact,  c'est-à-dire  trois  posi- 
tions pour  lesquelles  le  cercle  tangent  devient  oscula- 
teur  à  la  stroplioïde.  La  formule  ('y)  nous  montre  de 
plus  qu'un  de  ces  cercles  est  réel,  les  deux  autres  étant 
imaginaires^  elle  nous  montre  aussi  que  le  point  fixe 
et  les  points  d'osculation  sont  sur  un  cercle.  On  peut 
donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Par  un  point  pris  sur  la  stroplioïde, 
on  peut  faire  passer  trois  cercles  osculateurs  à  cette 
courbe.  Un  cercle  est  réel,  les  deux  autres  sont  ima- 
ginaires ;  le  point  fixe  et  les  points  d' osculation  sont 
sur  un  cercle. 

Le  cercle  osculateur  en  un  point  M  à  la  stroplioïde 
coupe  cette  courbe  en  un  autre  point  [Ji,  et  la  détermi- 
nation du  cercle  osculateur  revient  évidemment  à  celle 
du  point  Y" 

Or,  si  nous  considérons  la  tangente  au  point  M,  elle 
coupe  la  stroplioïde  en  un  autre  point,  et  d'après  notre 
premier  théorème,  ce  point  et  le  point  où  la  ligne  Mu. 
rencontre  la  stroplioïde  sont  en  ligne  droite  avec  le  point 
où  la  tangente  est  parallèle  à  l'asymptote.  Par  consé- 
quent la  détermination  du  point  |ji,  c'est-à-dire  celle  du 
cercle  osculateur,  revient  au  problème  suivant  ou  à  des 
cas  particuliers  du  problème  suivani  : 
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Connaissant  deux  des  points  d  intersection  A  e^  B 
d'uîie  droite  et  de  la  strophoïde,  trouver  le  troisième 
point  C 

La  solution  de  ce  problème  résulte  de  la  formule  qui 
lie  les  paramètres  de  trois  points  en  ligne  droite 

t\  t^t^  =  —  c, 

formule  dans  laquelle  c  désigne  le  coefficient  angulaire 
de  Taxe  de  la  stroplioide,  t\  et  t.j  les  coefficients  angu- 
laires des  droites  qui  joignent  le  point  double  aux 
points  d'intersection  connus  et  t^  le  coefficient  angu- 
laire de  la  droite  qui  va  au  point  d'intersection  clier- 
clié  C. 

La  relation  f^fo^;)  = — ^  pouvant  s'écrire 

tit2  =  ex 

en  posant =  x  conduit  à  la  construction  suivante 

qu'il  sufïit  d'énoncer  : 

D'un  point  P  pris  arbitrairement  sur  Ox,  élei'er 
à  Ox  une  perpendiculaire  qui  coupe  OA,  OB  et  l'axe 
de  la  strophoïde  en  A',  B',  D'.  Rabattre  PD',  PB'  sur 
Ox,  en  cl'  et  [i',  joindre  K' et.'  et  par  ^'  mener  une  paral- 
lèle à  Èi! cl'  qui  coupe  P  A'B'  en  QJ .  La  perpendiculaire 
à  OC  passe  par  le  point  cherché  C. 

Les  relations  (7)  et  (10)  conduisent  à  une  foule  de 
théorèmes  sur  la  strophoïde-,  mais,  comme  leur  énoncé 
et  leur  démonstration  ne  présentent  aucune  diillculté, 
nous  nous  bornerons  à  déiuontrer  les  plus  simples. 

Si  l'on  prend  quatre  points  concycliques  sur  la  stro- 
phoïde, c'est-à-dire  tels  que  l'on  ait 

'1  '2  ^3 1'*  =  c, 
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011  voit  que  les  eereles  osculaleiirs  en  ces  points  cou- 
pent la  stioplioïcle  en  quatre  nouveaux  points,  dont  les 

M  g.  I. 
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paramètres  sont  donnés  par  les  relations 


ifOi^c, 


'3A„   _ 


d'où 

Par  suite 


8,626364  =  0. 


^|64=c; 


Théorème.  —  Les  cercles  oscillateurs  en  quatre 
points  concjcliques  coupent  la  strophoïde  en  quatre 
nouveaux  points  également  concycliques. 

Si  l'on  prend  sur  la  strophoïde  quatre  points  concy- 
cliques, on  a 

ti  t%  t^  64.  =  c. 

Si  par  les  points  [t^)  et  («o)  on  fait  passer  un  cercle 
qui  coupe  la  courbe  aux  points  (Qi)  et  (O2)  et  par  les 
points  (^3)  et   (^4)   un   autre  cercle  qui  la  coupe  aux 
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points  (B3)  et  ((!/,),  on  a 

titi  0,02  =c,         ht>J),0,=c',  • 

d'où 

0,02630^  =  0. 
Ainsi  ; 

Théorème.  —  Si  l'on  coupe  une  strophoïde  par  un 
cercle  quelconque,  que  par  deux  des  points  d' intersec- 
tion on  fasse  passer  un  cercle  et  j)ar  les  deux  autres 
un  autre  cercle,  les  deux  nouveaux  cercles  coupent 
la  stroplioïde  en  quatre  nouveaux  points  situés  sur  un 
cercle. 

Penons  trois  points  (^i),  (^2)?  (^3)  sur  une  droite. 
Les  cercles  osculaleiirs  en  ces  points  coupent  la  stro- 
phoïde  en  trois  nouveaux  points  tels  que  l'on  a 

f|e,  =  c,      tiOo=c,      ti02  =  c\ 

d'où 

016263  =  c. 

Or  nous  savons  que  les  deux  points  (9)  et  ( — 0)  sont 
deux  points  conjugués.  La  relation  précédente  pouvant 

s'écrire 

0,62(-63)  =  -c, 

on  a  ce  théorème  : 

Théorème.  —  Les  cercles  osculateurs  à  la  stroplioïde 
en  trois  points  en  ligne  droite  coupent  cette  courbe  en 
trois  noui^eaux  points  tels  que  deux  quelconques  de 
ces  points  et  le  conjugué  du  troisième  sont  en  ligne 
droite. 

Ce  théorème  est  analogue  au  théorème  classique  sur 
les  tangentiels  de  trois  points  en  ligne  droite  que  l'on 
peut  encore  rapprocher  du  théorème  suivant  : 

Théorème.   —   Les  tangentes   à    la  stroplioïde   en 


t 
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/■  quatre  points  situés  sur  un  cercle,  coupent  la  courbe 
^    en  (jfuatre  nouveaux  points  également  situés  sur  un 
cercle. 

Nous  venons  de  rencontrer  le  groupe  de  points  défini 

par  la  relation 

61 6263  =  0 

et  d'en  donner  une  définition  géométrique  au  moyen 
des  cercles  osculateurs  à  la  stroplioïde  en  trois  points 
en  ligne  droite.  On  peut  en  donner  une  définition  géo- 
métrique différente  et  un  peu  plus  simple.  En  effet,  si 
nous  leur  adjoignons  le  point  (84)  =  i,  qui  correspond 
évidemment  au  point  situé  sur  la  première  bissectrice, 
les  quatre  points  (8,  ),  (82)^  (^3)1  (^4)  ^^^^^  ^^^  ^^^  cercle. 
Nous  appellerons  le  point  (84)  =  1  le  sommet  de  la 
stroplioide,  quoique  ce  ne  soit  pas  un  sommet  géomé- 
trique ;  et  nous  pourrons  alors  énoncer  le  théorème 
suivant,  qui  ne  diffère  que  par  la  forme  de  notre  avant- 
dernier  théorème  : 

Théorème,  —  Un  cercle  passant  par  le  sommet  de 
la  stroplioide  coupe  cette  courbe  en  (rois  autres 
points  A,  B,  C,  tels  que  deux  quelconques  de  ces 
points,  A  ^t  B  par  exemple  et  le  conjugué  y  du  troi- 
sième C,  sotit  en  ligne  droite. 

La  réciproque  de  ce  théorème  est  vraie.  On  peut 
ajouter  : 

Les  trois  points  a,  [3,  y  sont  en  ligne  droite. 

Réciproquement,  si  trois  points  sont  en  ligne  droite, 
leurs  conjugués  forment  un  triangle  tel  que  le  cercle 
circonscrit  à  ce  triangle  passe  par  le  sommet  de  la 
stroplioide. 
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Ce  résultat  peut  encore  s'énoncer  : 

Théorème.  —  Un  cercle  passant  par  le  sonimel  de 
la  strophoïde  détermine  par  ses  intersections  avec 
cette  courbe  un  triangle  ABC,  tel  que  les  côtés  BC, 
CA,  KVt  prolongés  coupent  cette  courbe  en  trois  points 
a,  p,  Y  en  ligne  droite.  Les  points  A  e£  a,  B  et  ^, 
C  ef  Y  sont  conjugués. 

Les  points  A,  B,  G,  a,  p,  y  forment  un  quadrilatère 
complet  inscrit  dans  la  strophoïde,  que  nous  appelle- 
rons quadrilatère  conjugué  inscrit,  puisque  chaque 
sommet  est  le  conjugué  du  sommet  qui  lui  est  op[)Osé. 
La  première  question  qui  se  présente  est  de  savoir  si 
tout  quadrilatère  complet  inscrit  dans  la  strophoïde  est 
conjugué.  Pour  le  voir  prenons  sur  la  strophoïde  trois 
points  oL(ti),  ^(to),  y{t-i)  en  ligne  droite  et  construi- 
sons un  quadrilatère  complet  inscrit.  Par  le  point  a  me- 
nons une  droite  aBG;,  qui  coupe  la  strophoïde  aux 
points  BÇ^.y)  t^t  0(63)  et  joignons  j^C  qui  coupe  la  stro- 
phoïde au  point  A(9,);  enfin  les  points  A  et  B  étant 
supposés  en  ligne  droite  avec  y,  tirons  yAB.  On  a 


t-i  ^2  ^3  —  —  ^1 

puis 

^,6263  =- 

-  c, 

^26301  =—c, 

•       ^30l02   = 

—  c; 

d'où 

^^^  -c^, 

par  suite 

610.263  =  1+10. 

En  prenant  le  signe  — ,  on  a  évidemment  les  tan- 
geniiels  des  trois  points  a,  p,  y  en  ligne  droite  qui  for- 
ment un  quadrilatère  conjugué  inscrit  dégénéré,  puisque 
les  six  points  sont  sur  deux  droites.  En  prenant  le 
signe  -h,  on  a  trois  points  qui  forment  avec  a,  [ii,  y  un 
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quadrilatère  conjugué  inscrit  véritable.  On  a  donc  ce 
théorème  : 

Théorîîme.  —  Tout  quadrilatère  complet  inscrit  à 
la  strophoïde  est  un  quadrilatère  conjugué  inscrit, 
soit  dégénéré,  so.it  véritable. 

Les  droites  A  a,  B^,  Cy  ont  pour  équations 

(II)  t\{i-^-t1)x-^c(i  +  t^,)y^t\=o, 

(i2)  tl{i^  tl)x -^  c{i^  tj)  y-htl  =  o, 

(i3)  tl(x  ^  tl)x  ^  c{^  ^  tl)  y  -^  fl  =  o, 

et  les  paramètres  A,,  fo,  ?;i  sont  liés  par  la  relation 

ti  ti  ?3  =  C. 

La  droite  A  a  rencontre  la  strophoïde  en  un  troisième 
point  a  dont  le  paramètre  est  donné  par  la  formule 

M 

et  le  coefficient  angulaire  de  la  droite  A  a  est  précise- 
ra 

ment '  >  de  sorte  que  les  droites  Oa  et  A  a  sont  rec- 

c  ^ 

tangulaires.  Il  en  est  de  même  pour  les  droites  0Z>  et 
Bji,  OcetCy. 

Au  moyen  des  éq-uations  (12)  et  (i3)  on  arrive  faci- 
lement à  trouver  l'équation  de  la  droite  qui  va  du  point 
double  au  point  de  rencontre  des  droites  Bj^  et  Gy;  on 
trouve  précisément 

7-^^  =  0» 

c'est  la  droite  Oa.  Ainsi  les  droites  Oa,  Ob^  Oc  sont 
les  hauteurs  du  triangle  des  diagonales  PQR  du  quadri- 
latère complet.  De  ce  qui  précède  résulte  la  construction 
de  la  strophoïde  circonscrite  à  un  quadrilatère  complet. 
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En  général,  il  n'est  })as  possible  de  circonscrire  une 
stroplioïde  à  un  (juadrilatère  complet  et  nous  trouve- 
rons plus  loin  la  condition  que  doivent  vérifier  les  six 
sommets  ou  plutôt  les  quatre  côtés  du  quadrilatère  pour 
que  cela  soit  possible.  Maison  peut  toujours,  par  les 
six  sommets,  faire  passer  une  cubique  circulaire  uni- 

Fig.  2. 


cursale,  puisque  cette  cubique  qui  satisfait  déjà  à  trois 
conditions  linéaires,  savoir  de  passer  par  les  points  cy- 
cliques et  de  présenter  un  point  double,  est  déterminée 
linéairement  par  les  six  sommets  du  quadrilatère.  Si  le 
quadrilatère  est  choisi  de  telle  façon  que  cette  cubique 
soit  une  stroplioïde,  sa  détermination  est  immédiate.  En 
effet,  le  centre  des  hauteur?  du  triangle  des  diagonales 
est  le  point  double  de  la  stroplioïde.  La  droite  ([ui  joint 
les  milieux  des  diagonales  ou  médiane  du  quadrilatère, 
est  parallèle  à  l'asymptote.  Les  cercles  circonscrits  aux 
Ann.  de  Mathémat.,  3"  série,  t.  XI.   (Novembre  1893).       32 
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triangles  formés  en  prenant  trois  pai-  trois  lescôtésduqua- 
(Irilatère  passent  par  un  même  point.  C'est  le  point  que 
nous  avons  appelé  le  sommet  de  la  strophoïde  et  l'asym- 
ptote de  la  courbe  passe  par  le  point  symétrique  du  som- 
met par  rapport  à  la  droite  qui  joint  les  milieux  des  dia- 
gonales. La  strophoïde  est  complètement  déterminée. 

On  peut  remarquer  que  le  sommet  de  la  strophoïde 
est  le  foyer  de  la  parabole  tangente  aux  quatre  droites. 

Si  nous  considérons  le  quadrilatère  complet  A,  B,  C, 
a,  3,  Y  et  le  faisceau  des  coniques  tangentes  à  ces  quatre 
côtés  et  si  du  point  double  de  la  strophoïde  nous  me- 
nons des  tangentes  à  ces  coniques,  le  lieu  des  points  de 
contact  est,  comme  on  le  sait,  une  cubique  présentant 
un  point  double  au  point  fixe  par  où  l'on  mène  les  tan- 
gentes. Cette  cubique  passe  parles  six  sommets  du  qua- 
drilatère complet  et  par  les  points  où  les  droites  qui 
joignent  le  point  fixe  aux  sommets  du  triangle  des  dia- 
gonales coupent  ces  diagonales.  Cette  cubique  coïncide 
donc  avec  la  strophoïde. 

Considérons  encore  un  quadrilatère  quelconque  et 
cherchons  la  courbe,  lieu  des  foyers  des  coniques  tan- 
gentes aux  quatre  côtés  du  quadrilatère.  On  sait  que 
c'est  une  cubique  passant  par  les  points  circulaires  de 
l'infini,  parles  six  sommets  du  quadrilatère  et  par  les 
pieds  des  hauteurs  du  triangle  des  diagonales.  L'asym- 
ptote réelle  est  parallèle  à  la  médiane  du  quadrilatère,  et 
l'on  voit  aisément  qu'elle  passe  parle  point  symétrique, 
par  rapport  à  la  médiane  du  quadrilatère,  du  foyer  de  la 
parabole  tangente  aux  quatre  côtés.  Lorsque  le  quadri- 
latère est  circonscriptible  à  un  cercle,  cette  courbe  pré- 
sente un  point  double  à  tangentes  rectangulaires  au 
centre  du  cercle.  C'est  une  strophoïde  (PicQUEr,^^zfC?e 
géométrique  des  systèmes  ponctuels  et  tangentiels  de 
sections  coniques,  p.   i23). 
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Ce  qui  précède  peul  se  lésuiner  ainsi  : 

Théorîiwe.  —  Pour  qa  un  quadrilatère  soit  inscrip- 
tible  dans  une  strophoïde,  il  Jaut  et  il  suffit  que  les  *^ 
quatre  côtés  du  quadrilatère  touchent  un  cercle. 

Le  centre  du  cercle  est  le  point  double  rie  la  stro- 
phoïde, l'asymptote  est  parallèle  à  la  médiane  du 
quadrilatère  et  passe  par  le  symétrique,  par  rapport 
à  cette  médiane,  du  foyer  delà  parabole  tangente  aux 
quatre  droites.  Le  sommet  de  la  strophoïde  est  à  Vin" 
tersection  des  cercles  circonscnts  aux  triangles  obte- 
nus en  associant  trois  par  trois  les  côtés  du  quadrila- 
tère. 

Les  sommets  opposés  du  quadrilatère  sont  conjugués, 
c^ est-à-dire  que  les  tangentes  en  ces  points  se  coupent 
sur  la  strophoïde. 

La  strophoïde  passe  par  les  pieds  des  hauteurs  du 
triangle  des  diagonales. 

Elle  peut  être  engendrée  en  menant  par  le  centre 
du  cercle  des  tangentes  aux  coniques  qui  touchent  les 
quatre  côtés  du  quadrilatère.  Elle  peut  aussi  être 
considérée  comme  le  lieu  des  foyers  des  mêmes  co- 
niques. 

Nous  avons  rencontré  précédemment  les  points  que 
nous  avons  appelés  conjugués  et  nous  en  avons  donné 
quelques  propriétés.  Ils  jouissent  d'un  grand  nombre 
d'autres  propriétés;  nous  nous  contenterons  d'énoncer 
les  plus  simples. 

Les  cercles  osculateurs  en  deux  points  conjugués  (/,) 
et  ( —  t^  )  rencontrent  la  strophoïde  en  deux  nouveaux 
points  donnés  par  les  relations 

c'est-à-dir(;  que  les  points  (Bj)el(02)  st>"t  conjugués. 


K 
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Le  cercle  tangent  en  /,  à  la  stroplioïde  et  passant  par  le 
point  conjugué  rencontre  la  sirophoïde  en  un  point  dé- 
fini par  la  relation 

c'est-à-dire  au  point  où  le  cercle  osculateur  à  la  courbe 
en  ( —  ti)  la  rencontre  de  nouveau.  De  même,  le  cercle 
tangent  en  ( —  t^)  et  passant  en  t^  coupe  la  stroplioïde 
au  point  (B,).  La  droite  qui  joint  deux  points  conju- 
gués a  pour  équation 

f^iî-h  t^)x-^  c(n-  t^)y  —  at^  =  o. 

Lorsque  le  paramètre  t  varie,  elle  enveloppe  la  para- 
bole qui  a  pour  équation 

{x-\-  cy  —  a)2  —  \cxy  =  o, 

équation  qui  peut  s'écrire 

{x  —  cyY  —  lax —  lacy  4-  a*  =  o. 

C'est  l'équation  d'une  parabole  tangente  aux  axes  de 
coordonnées.  Les  propriétés  des  points  conjugués  peu- 
vent se  résumer  ainsi  : 

Théorème.  —  Etant  donnés  deux  points  conjugués 
sur  la  strophoïde,  c^ est-à-dire  deux  points  dont  les 
paramètres  sont  égaux  et  de  signes  contraires,  les 
tangentes  en  ces  points  se  rencontrent  sur  la  stro- 
phoïde. 

Ils  sont  équidistants  de  la  parallèle  à  V asymptote 
menée  par  le  point  double. 

Les  droites  qui  les  joignent  au  point  double  for- 
ment un  faisceau  harmonique  auec  les  tangentes  en  ce 
point. 

Les  cercles  osculateurs  à  la  strophoïde  en  deux 
points  conjugués  rencontrent  la  strophoïde  en  deux 
nouveaux  points  également  conjugués. 
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La  droite  qui  joint  deux  points  conjugués  enveloppe 
une  parabole  qui  touche  les  tangentes  à  la  strophoïde 
au  point  double. 

Le  cercle  osculateur  à  la  strophoïde  au  point  (^,) 
rencontre  celte  courbe  au  point  (^2)  défini  par  la  rela- 
tion 

t\  ti  =  c. 

De  même  le  centre  osculateur  en  (^2)  ^^  rencontre  au 

point  (^3), 

tlh  =  c, 

et  ainsi  de  suite  jusqu'à 

de  ces  relations  on  déduit  facilement 

Que  faut-il  pour  que  le  polygone  se  ferme?  Évidemment 
que  tfi  =^ti.  Faisons  donc  t^  =  t^  dans  la  relation  précé- 
dente, il  vient 

en  posant 

A-  =  i-f-3H-32H-...4-3«-2. 

Donc,  pour  obtenir  les  points  qui  peuvent  donner  lieu 
à  un  polygone  fermé,  il  faut  prendre  une  racine  de 
l'équation 

Mais  il  est  bien  évident  qu'il  faut  distinguer  deux  cas 
suivant  que  n  est  premier  ou  non.  Dans  le  premier  cas, 
on  a  un  véritable  polygone  de  n  sommets;  dans  le  se- 
cond, on  décrit  plusieurs  fois  un  polygone  d'un  moindre 
nombre  de  sommets.  On  peut  aussi  poser  le  problème 
d'une  façon  un  peu  ditïercnte.  Par  le  point  (/,  )  menons 
un  cercle  qui  oscule  la  strophoïde  au  poinl  (/>)  donné 


par  la  relalion 
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txi\  =  c; 


faisons  de  inetne  pour  le  point  {t^)  et  continuons  jus- 
qu'au point  {t,i)'  On  a  les  relations 


t.n  =c, 


ut 


2*^3 


,       fn—2^,i-\  —  f*>  ^«—1  f/i  —  ^• 


On  en  déduit  encore 

et,  comme  dans  le  cas  précédent,  les  points  qui  peuvent 
servir  de  départ  à  un  polygone  fermé  sont  fournis  par 
l'équation 

Il  faut,  comme  précédemment,  distinguer  deux  cas 
suivant  que  ii  est  pair  ou  impair. 

La  cissoide  oblique  a  pour  équation 

(i)  {y  '-cx)(x'^-^y-)  —  ay^  =  0. 

Les  axes  choisis  sont  la  tangente  de  rebroussement  et 
la  perpendiculaire  à  cette  droite  menée  par  le  point  de 
rebroussement. 

En  posant  x  =  t.y,  on  exprime  les  coordonnées  d'un 
point  de  la  courb;  au  moyen  des  formules 


(2)         a: 


at 


{{—Ct}{\.-^f^) 


y  = 


a 


(i  — cO(i+  t-^) 


La  droite  qui  joint  deux  points  de  la  courbe   a  pour 
équation 

X      y  I 

at\^     a     I  —  ctx-\-  t\  —  ci\      =0. 
at^      a      I  —  cti  -4-  V},  —  ct'\ 
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OU,  en  efTectuani  les  caleuls, 

i       +[— i-i-/i^2  —  cli  t^iti -\- t2)]y -h  a  —  o. 

Si  l'on  fait  ^<  =  t.^-)  on  a  pour  équation  de  la  tangente 
au  point  (B  ) 

(4)  (c  — 26  +  3c02).z'+(— 14-62  — 2c83)jK  +  a  =  o, 

et  l'équation  qui  donne  ies  valeurs  du  paramètre  9  pour 
les  points  de  contaet  des  taugentes  issues  du  point  (x,  j) 
est 

(5)  2cj^6'  —  (j'-i-3ca7)62  +  9.a76-i-jK  —  ca?  —  a  =  o. 

D'autre  part,  si  Ton  clierclie  les  points  d'intersection 
de  la  droite  qui  a  pour  équation 

(6)  iix -h  vy  —  i  =  o, 
avec  la  cissoïde,  on  trouve  l'équation 

(7)  ct^ — t^-+-{c  -+■  au)t  ^  av  —  i  =  o, 

qui  donne  les  valeurs  du  paramètre  t  pour  les  points 
communs.  En  écrivant  que  les  équations  (5)  et  (7) 
sont  identiques,  on  arrive  aux  relations 

ix  y  —  CT  —  a 

•jty  =1  y  -\-  ^CX  =.  = • 

-^       ^  c  -\-  au  av  —  I 

Par  conséquent 

y  —  Zcx  =  o 

représente  le  lieu  des  points,  tels  que  les  points  de  con- 
tact des  tangentes  issues  ae  ces  points  sont  en  ligne 
droite.  Ces  points  de  contact  sont  sur  la  droite 


\  a         )  ca  I  \  1  <7        ?.  y  } 


Y  —  I  =  o. 
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qui,  lorsque j^  varie,  passe  par  un  point  fixe  situé  sur 
l'axe  des  x.  On  a  donc  ce  théorème  : 

Théorème.  —  Le  lieu  des  points  d'où  Von  peut  me- 
ner à  une  cubique  circulaire  cuspidale  trois  tangentes 
dont  les  points  de  contact  soient  en  ligne  droite^  est 
une  droite  issue  du  point  de  rehroussement  et  dont  le 
coefficient  angulaire,  par  rapport  à  la  tangente  de 
rehroussement,  est  le  triple  du  coefficient  angulaire 
de  V asymptote  réelle.  La  droite  qui  joint  les  points  de 
contact  passe  par  un  point  fixe  situé  sur  la  tangente  de 
rehroussement. 

Nous  venons  de  trouver,  au  moyen  de  l'équation  (7), 
que  les  paramètres  des  points  d'intersection  d'une  cis- 
soïde  et  d'une  droite  sont  liés  par  la  relation 

(8)  «,-h    h-^tr,    =     -. 

Si  l'on  cherche  de  même  les  valeurs  du  paramètre  t^ 
pour  les  points  communs  à  la  cissoïde  et  au  cercle 

x^^  y^ —  2aa7  —  2^^-4-7  =  0, 

on  trouve 

(9)  \ 

(  -^{lac^  —  2CY  —  2aa)f  +  a^H- Y  —  2ap  =  o, 

d'où  la  relation 

(10)  ti-h  t^-h  t3-\-  t^=    -  . 

C 

Il  résulte  des  relations  (8)  et  (10)  que,  si  nous  consi- 
dérons quatre  points  de  la  cissoïde  A,  B,  G,  D  sur  un 
cercle,  les  droites  AB  et  CD  rencontrent  la  cissoïde  en 
deux  points  P  et  Q  dont  les  paramètres  B,  et  Ô2  sont  liés 
par  la  relation 
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Les  droites  qui  les  joignent  au  point  de  rebrousscment 
sont  également  inclinées  sur  la  tangente  de  rebrousse- 
ment,  et  l'on  vérifie  aisément  qu'ils  sont  situés  sur  une 
parallèle  à  l'asymptote. 

Théorème.  —  Si,  autour  de  deux  points,  pris  sur  la 
cissoïde  et  situés  sur  une  parallèle  à  l' asymptote  de 
cette  courbe^  on  fait  pivoter  deux  droites,  les  points 
d'intersection  de  ces  droites  et  de  la  cissoïde  sont  sur 
un  cercle. 

Les  formules  (8)  et  (lo)  nous  montrent  encore  que, 
par  un  point  de  la  cissoïde,  on  ne  peut  mener  qu'une 
tangente  à  la  courbe,  fait  bien  connu;  que  par  un  point 
(«4),  on  ne  peut  faire  passer  qu'un  cercle  osculateur  à 
la  cissoïde,  cercle  dont  le  paramètre  du  point  d'oscula- 
tion  est  donné  par  la  formule 

39=--^,. 
c 

Enfin,  (îomme  les  quantités  t  elc  ont  une  signification 
géométrique  simple  et  bien  déterminée,  ces  mêmes  for- 
mules permettent  de  résoudre  les  problèmes  suivants  : 

Par  un  point  de  la  cissoïde,  mener  une  tangente  à 
cette  courbe. 

Trouver  le  troisième  point  d'intersection  d'une  tan- 
gente à  la  cissoïde  ai>ec  cette  courbe,  et,  plus  généra- 
lement :  Connaissant  deux  des  points  d'intersection 
d'une  droite  et  de  la  cissoïde,  trouver  le  troisième. 

Enfin,  en  utilisant  le  théorème  précédent,  mener  en 
un  point  le  cercle  osculateur  à  la  cissoïde. 

Si  dans  la  formule  (8)  nous  faisons  tf  =  t2=^  t^,  on 
voit  immédiatement  que  la  cissoïde  présente  un  point 
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d'intlexioii  et  un  seul  donné  par  la  formule 


t  — 


3c 


De  même,  si  dans  la  formule  (lo)  nous  faisons 

on  obtient  un  point  de  la  cissoïde  où  il  existe  un  cercle 
surosculateur  h  la  courbe  et  le  paramètre  de  ce  point  a 

pour  valeur 

1 

t= 

ic 

Les  formules  (8)  et  (lo)  permettent  d'énoncer  pour  la 
cissoïde  des  théorèmes  analogues  à  ceux  que  nous  avons 
donnés  pour  la  stroplioïde. 

Théorème.  —  Si  l  on  coupe  une  cissoïde  par  un 
cercle  quelconque,  que  par  deux  des  points  dHntersec- 
tion  on  fasse  passer  un  cercle,  et  par  les  deux  autres 
un  autre  cercle,  les  deux  nouveaux  cercles  coupent  la 
cissoïde  en  quatre  nouveaux  points  situés  sur  un  cercle. 

Théorème. — Les  cercles  osculateurs  en  quatre  points 
concy cliques  coupent  la  courbe  en  quatre  nouveaux 
points  également  concj cliques. 

Théorème.  —  Les  cercles  osculateurs  en  trois  points 
de  la  cissoïde  en  ligne  droite  la  coupent  en  trois  nou- 
veaux points;  le  cercle  circonscrit  au  tiiangle  formé 
par  ces  trois  points  passe  par  un  point  fixe  qui  est  le 
point  oii  la  cissoïde  est  surosculée  par  un  cercle. 

Ces  formules  permettent  aussi  de  démontrer  aisément 
qu'il  n'existe  pas  de  quadrilatère  complet  véritable  in- 
scrit dans  la  cissoïde. 

En  effet,  supposons  qu'il  en  existe  un  dont  les  som- 
mets A.  B,  C,  a.  j3,  Y  correspondent  aux  valeurs  ^,  t^. 
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^3,  ^)i  ^^•21  ^.i  <^'ii  paramètre  /.  Les  [)oii)ls  B,  C,  a: 
C,  A,  [j;  A,  B,  v;  a,  p,  v  étant  en  ligne;  droite,  on  a 
les  relations 


h-+-f. 

- 

c 

tz-^ti-^ 

-0^  = 

I 

—  > 
C 

t\-^  ^2 

- 

"-^ 

6,-f-02- 

-^3- 

I 

—  » 
C 

d'où  l'on  dédnit 

/iH-   ^2 

-^  t 

c'est-à-dire  que  les  points  A,  B,  C  sont  aussi  en  ligne 
droite,  et  que,  par  suite,  il  n'existe  pas  de  quadrilatère 
complet  véritable  inscrit  dans  la  cissoïde. 


COASTRIICTIOIV  Dl  CERCLE  OSCIILATEIIR  Eî\  M  POINT 
D'lJi\E  HYPERBOLE; 

Par    m.    BALITRAND, 

Ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 


Soit 

i  /(^,r)=  A:r2+2Br7  +  GjK--^2Da7H--2E7-f-  F 

I  s=  cp  (  37,  J^  )  H-  -^  Dx  -r-2E^-T-F  =0 

l'équation  d'une  hyperbole  S.  Nous  nous  proposons  de 
construire  le  cercle  osculateur  en  un  point  M  de  celte 
hyperbole.  Désignons  par  P  et  P,  les  premiers  membres 
des  équations  de  la  tangente  au  point  M  et  d'une  autre 
droite  passant  par  ce  point.  L'é([uation  du  cercle  oscu- 
lateur seia  de  la  forme 

( ■>.  )  S  ~o( T.  v)  ~  '1  r^.r  —  ■?. K y  ^  F  -4-  PP t  —  o. 
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On  en  déduit 

(3)  S  —  '2Dx  —  2Ey  —  F~o(x,y)-hPPi. 

Or  le  premier  membre  de  celte  identité  représente  un 
cercle,  le  second  représente  aussi  un  cercle  et  celui-ci 
se  détermine  facilement,  puisqu'il  passe  par  les  quatre 
points  d'intersection  des  droites  qui  ont  pour  équation 

(4)  <^{x,y)=o,         P  =  o,         P,  =  o. 

La  droite  P<  est  partiellement  inconnue,  mais  sa  déter- 
mination s'achève  précisément  par  ce  fait,  que,  puisque 
les  points  d'intersection  des  droites  (4)  sont  sur  un 
cercle,  les  droites  P  et  Pi  sont  anliparallèles  par  rap- 
port aux  directions  asymptotiques  de  l'hyperbole  S. 

Nous  pouvons  donc  construire  le  cercle  qui  a  pour 
équation 

(5)  S  — 2Dir  — 2EjK  — F  =  o. 

Mais  ce  cercle  et  le  cercle  osculateur  S  =  o  ont  pour  axe 
radical  la  droite 

(6)  2Dx  -+-  lEy  -hF  =  o, 

qu'il  est  facile  de  construire.  En  effet,  la  polaire  de  l'ori- 
gine par  rapport  à  S  a  pour  équation 

Dx  -h  Ey  H-  F  =  o. 

Cette  polaire  et  la  droite  (6)   sont  parallèles  et  leurs 
distances  à  l'origine  sont  dans  le  rapport  de  ^. 

On  arrive  donc  à  la  règle  suivante  pour  obtenir  le 
cercle  osculateur  en  un  point  M  d'une  hyperbole  déter- 
minée d'une  façon  quelconque  : 

Construire  les  directions  asymptotiques  de  Vhyper- 
bole  et  la  tangente  au  point  M;  mener  par  le  point  M 
la  droite  antiparallèle  à  la  tangente  par  rapport  aux 
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directiojis  asjmplotiques  et  tracer  le  cercle  C  circon- 
scrit au  quadrilatère  ainsi  obtenu;  prendre  la  droite  A 
parallèle  à  la  polaire  de  l'origine  par  rapport  ù'ï>  et 
située  à  mi-distance  entre  cette  polaire  et  V origine] 
enfin  tracer  le  cercle  passant  par  M  et  ayant  pour  axe 
radical  ay^ec  le  cercle  précédent  la  droite  A,  c'est  le 
cercle  osculateur. 

Si  Tofi  suppose  que  l'origine  soit  au  centre  de  la 
courbe,  que,  par  suite,  les  asymptotes  de  la  conique 
coïncident  avec  les  directions  asymptotiqucs  et  que 
l'équation  de  l'hyperbole  soit 

on  voit  que  le  cercle  osculateur  et  le  cercle  C  sont  con- 
centriques. 

Cas  de  la  parabole.  —  Dans  le  cas  d'une  parabole, 
cp(x,jK)  est  un  carré  parfait 

et  l'équation  (3)  devient 

(7)  S  — 2D37  — 2EjK  — F=(a^-+- 6j)2-h  PP,. 

La  construction  indiquée  dans  le  cas  de  l'hyperbole  sub- 
siste avec  une  modification  évidente. 

Prenons  le  cas  d'une  parabole  tangente  aux  axes  Ox 
et  Oj  aux  points  A  et  B.  La  direction  de  l'axe  de  la  pa- 
rabole s'obtient  en  joignant  le  point  O  au  milieu  I  de  AB. 
Cette  droite  01  coupe  la  parabole  au  point  R.  La  tan- 
gente au  point  K  est  précisément  la  droite  A.  Le  centre 
du  cercle  G  s'obtient  en  abaissant  du  point  A  une  per- 
pendiculaire sur  01  et  en  élevant  une  perpendiculaire 
à  Ox  au  point  A  ;  en  prenant  l'intersection  de  ce  cercle 
et  de  la  tangente  au  point  K,  on  a  deux  points  du  cercle 
osculateur  en  A  à  la  parabole.  Même  construction  pour 
le  point  B. 


(  /P4  ) 


\oiiyi:aij  tiiéorè^^ie  de  MECANIOIIE; 

Par  m.  E.  CARVALLO, 
Examinateur  d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique. 


1.  Dans  un  article  antérieur  ('),  j'ai  montré  que 
VAusdehnung's  Lehre  de  Grassmann  (-)  établit  une 
parenté  étroite  et  inattendue  entre  un  grand  nombre  de 
théorèmes  connus  de  Mécanique  et  de  Géométrie*,  que 
cette  même  théorie  fournit  une  source  inépuisable  de 
théorèmes  nouveaux. 

Je  vais  aujourd'hui  signaler  un  théorème  général  qui 
peut  être  utile  en  Mécanique.  Il  m'a  été  suggéré  par  la 
lecture  de  Télégante  étude  du  complexe  linéaire  de 
M.  Fouret  (3). 

Pour  énoncer  commodément  mon  théorème,  je  vais 
introduire  une  définition. 

2.  Définition.  —  J'appelle  image  d'une  force  sur 
un  plan  le  point  où  la  force  perce  le  plan,  ce  point 
étant  muni  d'une  masse  égale  à  la  valeur  algébrique  de 
la  projection  de  la  force  sur  la  normale  au  plan,  nor- 
male munie  d'un  sens  positif  arbitraire,  mais  déterminé. 

J'appelle  image  d'un  système  de  Jorces  sur  un 
plan  le  centre  de  gravité  des  images  des  forces  du 
système  sur  le  même  plan.  Si  la  somme  algébrique 
des  masses  de  ces  images  n'est  pas  nulle,  le  centre  de 
gravité  est  à  distance  finie,  muni  d'une  masse  égale  à  la 
somme  algébrique  des  masses  du  système.  Il  est  à  l'in- 


(')  La  Méthode  de  Grassfnann  [Nouvelles  Annales;  1892). 
(»)  Berlin;    1862. 

(')  Complément  à  l'édition  française  de  la   Géométrie  du  mouve- 
ment, de  Schœnflies.    Gaiithicr-Villars  et  fils;  1890. 
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lini  dans  le  cas  contraire.  Dans  ce  cas,  l'image  du  sys- 
tème peut  être  représentée  par  un  couple  de  points  d«; 
niasses  égales  et  de  signes  contraires,  ou  par  le  vecteur 
qui  va  d'un  ces  points  à  l'autre,  multiplié  par  la  masse 
du  point  d'arrivée.  D'après  la  délinition  même  du  mot 
'vecteuj',  deux  de  ces  couples  sont  équivalents  si  les  seg- 
ments qui  vont  de  l'image  négative  à  l'image  positive 
sont  parallèles,  de  même  sens,  et  inversement  propor- 
tionnels aux  masses  des  deux  couples. 

Ces  préliminaires  posés,  le  théorème  s'énonce  ainsi  : 

3.  Théorème.  —  Pour  que  deux  systèmes  de  forces 
appliquées  à  un  corps  rigide  soient  équivalents,  il  faut 
et  il  suffit  que,  sur  tout  plan,  l'image  du  premier  sys- 
tème soit  identique  à  celle  du  second. 

Ce  théorème  est,  par  le  principe  de  dualité,  corrélatif 
du  théorème  des  moments  vectoriels  des  forces  par  rap- 
port à  un  point,  pourvu  qu'on  accorde  au  mot  corréla- 
tif Xa.  généralité  qu'il  comporte. 

4.  Il  serait  facile  de  baser  sur  les  images  une  théorie 
des  forces  appliquées  à  un  corps  solide,  en  suivant  le  plan 
que  j'ai  adopté,  d'abord  dans  mes  Leçons  de  Statique  (  '  ) 
où  j'ai  utilisé  les  moments  vectoriels  par  rapport  à  un 
point,  puis  dans  mon  Cours  de  Mécanique  (^)  où  j'ai 
fait  usage  des  moments  par  rapport  à  un  axe.  La  nou- 
velle théorie,  aussi  simple  que  les  deux  autres,  serait 
moins  naturelle,  parce  qu'elle  ne  saurait  avoir  une  re- 
présentation matérielle  aussi  claire.  Les  théories  des 
moments,  en  effet,  sont  suggérées  par  le  levier  (solide 
mobile  autour  d'un  point  fixe)  et  en  expriment  le  prin- 
cipe. Pour  avoir  le  corrélatif  du  levier,  dans  la  théorie 
des  images,  il  faudrait  considérer  un  solide  assujetti  à 


(M  '884. 
(')  181,3. 
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une  telle  liaison  qu'il  puisse  tourner  autour  de  toute 
droite  d'un  plan  donné,  sans  pouvoir  prendre  aucun 
autre  mouvement.  Une  telle  liaison  semble  difficile  à 
réaliser. 

Ce  que  j'ai  appelé  image  d^ une  force  sur  un  plan 
mériterait,  par  continuité,  le  nom  de  moment  ponctuel 
de  la  force  par  rapport  au  plan.  Le  mot  image  m' a  paru 
rentrer  mieux  dans  les  usages  j  il  a  aussi  l'avantage  d'être 
plus  court. 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  CENTRALE  EN  1893 

(PREMIÈRE  SESSION). 

SOLUTION   DE   LA  QUESTION  DE  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE; 

Par  m.  AUDIBERT. 


Soit 

07* — y* -H  imxy  H —y  —  (a-+-è)a7-ha6  =  o 

un  faisceau  d'hyperboles  équilatères  coupant  l'axe  des 
abscisses  aux  points  «,  h  et  l'axe  des  ordonnées  au 
point  c. 

I.  Si  Xest  le  coefficient  angulaire  de  l'une  des  asym- 
ptotes d'une  hyperbole  du  faisceau,  cette  courbe  aura 
pour  équation 

^" — '              c2 — ah  ,  ,.  , 

(i)      x^ — y^-\ r — xy -\- ' y  —  {a-\- b)x -\- ab  =■  o^ 

celle  de  son  asymptote  sera 


r    ^x_(„^6)] 
L"" — r^i^ — J 


y  =^\ 
Cette  dernière  peut  s'écrire 

{'!)        X3^4-X2  ^^"~^ y\  ^X^x  —  {a  ^  b)\~  y  =^  o. 
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On  voit  (|ue,  par  chacjuc  point  (x,  7  )  donné  du  plan,  on 
pourra  mener  trois  asymptotes  (dont  deux  peuvent  être 
imaginaires)  aux  hyp^-rboles  du  faisceau. 

Si  Ton  impose  la  condition  que  deux  des  racines  X, 
et  X.j  de  (2)  aient  entre  elles  la  relation  À<  Â2  =  —  i?  le 

produit  des   trois   racines  étant  é^al  à  —  ?  la   troisième 

racine  sera  — >— ?  et  (2)  devra  être  divisible  par  kx  -\-  J  • 

Pour  que  cette  division  s'eiï'ectue,  on  trouve  la  condi- 
tion 

c2 d^ 

(3)  2(j2_i-^2) y  ^  (^a  -h  b)x  =  o, 

qui  représente  le  lieu  cherché. 

C'est  le  cercle  lieu  des  centres  des  hyperboles  du  fais- 
ceau, ce  qu'il  était  facile  de  prévoir. 

Ce  cercle  passe  par  l'origine  et  coupe  en  leurs  milieux 
les  trois  côtés  du  triangle  ABC. 

Par  un  point  M  pris  sur  (3)  on  pourra  mener  les  deux 
asymptotes  rectangulaires  de  l'hyperbole  qui  a  son 
centre  en  ce  point.  La  troisième  asymptote,  de  coefficient 

angulaire  —  ?  passant  en  M,  rencontrera  le  cercle  en  un 

second  point  M'  qui   sera  le  centre  de  l'hyperbole  du 

faisceau  dont  les  asymptotes  ont  pour  coefficients  —  — 

X 

et  H 

II.  Si  u.  est  le  coefficient  de  Taxe  de  (i),  on  aura 
\  =z  — — ^- et  l'équation  de  cette  hyperbole  en  fonction 

1  [JL  ^  '^  ^ 

de  [J.  s'écrira 

o  4  m-  c-  —  ab  ,  ,  , 

x^  —  V-  + ! — -  xv  H Y  —  (a  -\-  b)x  -\-  ab  ~  o. 

•^  I  —  {JL^     -^  c  "^  ^  ^ 

On  déterminera  les  coordonnées  de  son  centre  et  Té- 
Ann.  de  Mathéniat.,  3«  série,  t.  XI.  (Novembre  iSgS.)       33 


(  458  ) 
cjualion  de  l'axe  sera 

•2(1  +  hl2)(^  -  jji.r)  =  (I  -  a2)  [^f!:^  +  («  +  ^,)  J  . 

En  ordonnant  par  rapport  à  jji,  on  a 

On  voit  que,  par  un  point  donne  (x,  y)  du  plan,  on 
pourra  mener  trois  axes,  dont  un  toujours  réel,  aux 
hyperboles  du  faisceau. 

Si  l'on  ajoute  la  condition  que  deux  de  ces  axes  aient 
des  coefficients  angulaires  égaux  et  de  signes  contraires, 
l'équation 

c^—  ah 


[i^[7.x  --  {a  -\-  b)]-+-  fji2(2^4- 


■) 


-+-  ii{a  -h  b  -{-  ix)  -\-  iy  =  o 

aura  une  racine  commune  avec  (4). 

La  somme  de  ces  deux  polynômes  égalée  à  zéro 

\ï}[ix  —  {a  -{-  b)]  -\-  \x{a  -\-  b  -^  ix)  =  o 

aura  la  même  racine  commune  avec  (4)- 

En  général,  cette  racine  ne  pouvant  être  nulle,  il  en 
résulte  que  le  premier  membre  de  l'équation 

jj.2[2a7 — {a -\- b)\-\- IX -\- a -\- b  =■  Oy 

qui  a  ses  deux  racines  égales  et  de  signes  contraires, 
doit  diviser  (4)»  d'où  la  condition 


(a  H-  6  -r-  1X) 


ab 


4(a  +  6)jK  =  o. 


Le  lieu  est  une  droite. 

La    condition  de  réalité  des   deux   racines,   p.->>o, 
s'exprime  par  la  formule 

b 


a 


a 


7.x 
7.x 


>o. 
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Ce  qui  indi([U(ï  qii<î  l(;s  [)oints  de  la  droite  (5)  par  où 
passent  trois  droites  réelles  satisfaisant  aux  (;ondilious 

de  renoncé   sont  compris   entre    les  abscisses 

et  + 

x\.  B. —  M.  P.  Ciris,  élève  du  pensionnai  de  Noire-Daim-  du  Sacré- 
Cœur,   a  aussi  résolu  la   (|uesti()ii. 


COlXCOlIRS  GÉNÉRAL  DE  1891  (SUITE  ET  Fl^). 


Mathématiques  élémentaires. 

On  donne  un  triangle  ABC,  et,  dans  le  plan  de  ce  triangle, 
on  mène  une  parallèle  à  la  droite  AB,  qui  rencontre  la  droite 
BG  en  un  point  A',  la  droite  AC  en  un  point  B',  puis  on  dé- 
crit, dans  le  plan  du  triangle,  deux  cercles,  l'un  sur  AA' 
comme  diamètre,  l'autre  sur  BB'  comme  diamètre;  soient  P 
et  Q  les  points  de  rencontre  de  ces  deux  cercles. 

1°  Trouver  le  lieu  des  points  P  et  Q  quand  la  droite  A'B', 
parallèle  à  AB,  se  déplace  dans  le  plan  du  triangle,  et  suivre 
sur  ce  lieu  les  déplacements  des  points  P  et  Q  quand  le  point  A' 
parcourt,  dans  un  sens  déterminé,  toute  la  droite  indéfi- 
nie BG. 

2°  Suivre,  dans  les  mêmes  conditions,  les  variations  de  gran- 
deur de  la  distance  des  points  P  et  Q. 

3°  Trouver,  parmi  tous  les  triangles  ABG  que  l'on  peut 
inscrire  dans  un  même  cercle,  quel  est  celui  pour  lequel  le 
minimum  de   la  distance  des  points   P  et  Q  est   le  plus  grand. 

Rhétorique. 

Sur  les  côtés  AB,  AG  d'un  triangle  rectangle  donné  ABG  et 
en  dehors  de  ce  triangle,  on  construit  deux  triangles  rectan- 
gles isoscèles  DAB,  EAG. 

1°  Démontrer  que  les  trois  points  D,  A,  E  sont  en  ligne 
droite. 
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■>/'  Trouver  les  expressions  de  la  surface  S  et  du  volume  V 
du  tronc  de  cône  qu'engendre  l'hypoténuse  BG  du  triangle 
ABC  en  tournant  autour  de  la  droite  DAE. 

Trouver  le  volume  V  engendré  par  le  triangle  ABC  en  tour- 
nant autour  de  la  même  droite  DAE. 

3°  On  exprimera  la  surface  S  et  les  volumes  V,  V  en  fonc- 
tion de  l'hypoténuse  BG  =  a  et  de  la  hauteur  correspondante 
AH  —  h  du  triangle  ABG,  et  l'on  indiquera  comment  varient  la 

V 

surface  S,  le  volume  V  et  le  rapport  ^  ,  quand,  l'hypoténuse  BG 


,-^E 


1  '    /  ^^  ^ 


B  H 


restant  fixe,  le  sommet  A  du  triangle  ABG  se  déplace   sur  la 
demi-circonférence  de  cercle  décrite  sur  BG  comme  diamètre. 


Enseignement  secondaire  spécial. 

La  distance  d'un  point  M  à  une  circonférence  de  centre  O  et 
de  rayon  R  étant,  par  définition,  la  valeur  absolue  de  la  diffé- 
rence MO  —  R,  on  considère  dans  un  même  plan  P  deux  cir- 
conférences dont  les  centres  O  et  O'  sont  à  une  distance  D,  et 
dont  les  rayons  R  et  R'  (R^R'j  sont  donnés.  Un  point  M  se 
déplace  dans  le  plan  P  en  restant  toujours  à  la  même  distance 
des  deux  circonférences. 

i»  Discuter  la  ligne  L  parcourue  par  le  point  M. 

2°  Indiquer  les  régions  du  pian  P  pour  lesquelles  les  points 
sont  plus  voisins  de  la  circonférence  O  que  de  la  circonfé- 
rence O'. 

3°  On  suppose  un  mobile  parcourant  la  ligne  L  de  sorte 
qu'un  même  arc  ne  soit  jamais  parcouru  qu'une  seule  fois,  et 
l'on  considère  les  projections  de  ce  mobile  sur  une  droite  X'X 
passant  par  le  milieu  G  de  00',  et  faisant  avec  GO'  l'angle  a, 
dont  la  valeur  positive  ne  dépasse  pas  90°.  Gonstruire  les  li- 
mites des  portions  de  X'X  qui  sont  parcourues  plus  de  deux 
fois  par  la  projection. 
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En  supposant  les  deux  circonférences  sécantes,  on  calculera, 
en  fonctions  des  données  R,  R',  D,  a,  les  portions  de  XX'  ainsi 
limitées. 
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1°  Représenter  sur  une  même  figure  les  trois  courbes  dont  les 
équations  en  coordonnées  rectangulaires  sont 

(i)  jK^-i-3a2^2 — "iaxy — a^  =  o, 

(•2)  j_^2  3=0, 

(3)  y -{- x^~  3ax  =^  o. 

2"  Les  points  B,  B',  G,  G'  où  l'ellipse  (i)  rencontre  les 
courbes  (2)  et  (3)  sont  les  sommets  d'un  parallélogramme.  On 
demande  les  lieux  décrits  par  les  milieux  des  côtés  de  ce  pa- 
rallélogramme et  par  les  sommets  du  parallélogramme  formé 
par  les  tangentes  à  l'ellipse  aux  points  B,  B',  G,  G',  quand  le 
paramètre  a  varie. 

3°  Montrer  qu'il  existe  une  valeur  de  a  et  une  seule  telle 
que  l'ellipse  correspondante  (i)  soit  réelle  et  passe  par  un  point 
donné  P  du  plan.  On  donnera  l'expression  explicite  de  la  va- 
leur de  a  au  moyen  des  coordonnées  du  point  P. 

Déterminer  les  coefficients  angulaires  des  axes  de  l'ellipse 
(1),  en  distinguant  les  coefficients  angulaires  du  petit  axe  et 
du  grand  axe. 


CONCOURS  POUR  LES  BOURSES  DE  LICE^CE  E^  1892. 


En  désignant  par  a,  b,  x\  y'  des  constantes,  on  demande  do 
déterminer  \  de  façon  que 
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soit,  le  produit  de  deux   facteurs  P,  Q  du   [Hcniier  degré  en  x 
làl  y.  L'équation  en  X  admet  une    racine    nulle  et   deux  autres 
racines  réelles.  Pour  l'une  de  ces  racines  les  facteurs  P,  Q  sont 
réels,  pour  l'autre  ils  sont  imaginaires. 
Étant  donnée  une  ellipse 

—   H-  y-  —  I  =  O 

en  coordonnées  rectangulaires,  on  considère  un  point  fixe 
M  (a:',  j'')  et  l'on  demande  de  déterminer  deux  droites  P,  Q  telles 
que  le  carré  delà  distance  d'un  point  quelconque  de  l'ellipse  à 
M  divisé  par  le  produit  de  ses  distances  à  P  et  à  Q  soit  constant, 
c'est-à-dire  indépendant  de  la  position  du  point  de  l'ellipse 
considéré.  On  formera  explicitement  les  équations  de  ces 
droites  en  supposant  M  sur  l'ellipse.  Lieu  de  leur  intersection 
quand  M  parcourt  l'ellipse. 

Inversement,  étant  donnée  la  droite  (P)  ux-\-vy  —  i  =  o, 
peut-on  trouver  un  point  M  et  une  droite  Q  tels  que  le  carré 
de  la  distance  d'un  point  quelconque  de  l'ellipse  à  M  divisé 
par  le  produit  de  ses  distances  à  P,  Q  soit  constant?  Montrer 
qu'on  trouve  en  général  deux  positions  pour  M,  symétriques 
par  rapport  à  P.  Gomment  la  droite  P  doit-elle  être  placée  pour 
que  ces  deux  solutions  soient  réelles? 
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On   considère   la  courbe  (G)  décrite   quand  t  varie   de  -i-  oc 
—  00  par  le  point  dont  les  coordonnées  rectangulaires  sont 

x=Zt,         y  =  Zn,         z  =  '2t^. 

I.  Trouver  les  lieux  décrits  par  les  points  dont  les  coordon- 
nées sont  respectivement  égales  aux  cosinus  des  angles  que 
font  avec  les  axes  de  coordonnées  : 

i"*  La  tangente;  * 

2"  La  normale  principale; 

3°  La  perpendiculaire  au  plan  osculateur  en  un  point  de  la 
courbe. 
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II.  iMonLrcr  que  l'une  des  bissectrices  de  l'angle  formé  par 
la  tangente  (;t  la  perpendiculaire  au  |)lan  osculatcur  en  un 
point  de  la  courbe  a  une  direction  fixe  et  que,  par  conséquent, 
(G)  j)eut  être  regardée  comme  une  courbe  tracée  sur  un  cy- 
lindre, de  manière  à  couper,  sous  un  angle  de  ^5°,  toutes  les 
génératrices  du  cylindre.  Former  l'équation  de  la  section  droite 
de  ce  cylindre  rapportée  à  deux  axes  situés  dans  son  plan,  et 
la  construire. 

III.  Par  un  point  donné  sur  (G),  combien  peut-on  mener  de 
plans  qui  passent  par  une  tangente  à  la  courbe  et  qui  soient 
perpendiculaires  au  plan  osculateur  au  point  de  contact  de 
cette  tangente? 


COIVCOURS  D'ADMISSION  A  L'ECOLE  SPÉCIALE  MILITAIRE 

m  1893. 


Mathématiques  (3  heures). 

I.   Dans  un  triangle  on  donne  a,  A  et  le  produit 

b{b-hc)=K\ 

i"  Déterminer  par  le  calcul  b  et  c.  Discussion. 

■2"  Traiter  la  même   question  géométriquement,  sans  calcul. 

H.  On  donne  un  triangle  ABG  et,  dans  l'espace,  une  droite 
indéfinie  X'AX  passant  par  A  et  faisant  avec  AB  et  AG 
les   angles  j3  et  y.  Un  point  M  se  meut  sur  la  droite  X'AX. 

htudier  la  variation  du  rapport  ^r^p  •  Montrer  que  les  positions 

remarquables  du  point  M  sont  les  points  de  rencontre  de  la 
droite  X'AX  avec  la  sphère  qui  a  son  centre  sur  cette  droite 
et  qui  passe  par  les  points  B  et  G. 

Géométrie  descriptive  {•!  heures  et  demie). 

1°  Gonstruire  un  tétraèdre  TABG,  dont  la  base  ABG  est  sur 
le  plan  horizontal,  connaissant  les  longueurs  des  six  arêtes  : 

BG  =  200'"'",         GA  =:  iBo""",         AB  =  i5i""", 
TA=ii3""'".         TC  =  io-'""\         TC^i3i""" 
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(BG  parallèle  à  xy  à  la  distance  de  3o""",  B  à  droite,  A  plus 
éloigné  que  BG  de  xy). 

•î°  Construire  un  cône  de  révolution  à  axe  vertical,  dont  la 
trace  horizontale,  tangente  à  AB,  a  pour  centre  la  projection  t 
de  T  et  dont  les  génératrices  font  avec  le  plan  horizontal  un 
angle  égal  à  l'inclinaison  de  la  face  BTG  sur  le  plan  horizontal, 

3°  Construire  l'intersection  de  la  pyramide  et  du  cône.  Tan- 
gentes aux  points  remarquables. 

Représenter  la  portion  de  la  pyramide  extérieure  au  cône, 
portion  supposée  opaque. 


Calcul  trigoriométrique  (i  heure). 
Calculer  les  angles  et  la  surface  d'un  triangle  connaissant  les 


trois  cotes 


a  =  206:4,         b  =  i5g[,         c  =  981. 


COIVCOIRS  D'ADMISSION  A  L'ECOLE  NORMALE  SIJPERIEIRE 

m  1893. 
Solution  par  M.  AUDIBERT. 


Nous  supposerons  a  >>  Z>  >>  c  >>  o. 

I.  Soient  tf  Je  paramètre  d'un  second  point  de  G, 
X,  ^,  z  les  coordonnées  du  milieu  de  la  corde  (t,  f,)^ 
des  égalités 


X  = 


a 


t\  —  a 


y  = 


t~h 
I 


7;' 


on  tire 


(0 


x{tty)  —  (i  H-  ax){  t 
y{th)  —  {i^by){t 


ti)  -\-  a{-?. 

ti)-\-Ù{'l 


ax)  ^=  o, 
by)  =  o, 


z(tti)~{i-'r-  cz){t  ^-  ti)-\-  c{9.  -i-  cz) 
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L'élimiiialion  de  //,  et  d(î  t  -\-  If  (îonduil  à  i'éqiialioii 
do  la  surface  S  sous  les  deux  formes 

/  ( «  —  b){(f'  —  c)(b  —  c )xyz 

I  — (^  —  b){a-\-  b  —ic)xy 

(i)       ;  -^  {a  —  c){a-\- c —  ib)xz 

I  —  (b  —  c){b  -h  c  —  la )yz 

\  -\-i{b  —  c)x  —  2(a  — c)j-h2(rt  —  b)z=ii 

et 


{'^■) 


\  \ia—h)x^i\[{b  —  c)y-^i\\{a—c)z-i^ 

\      -^\ici~c)x^i][{a  —  b)y  —  i\[{b  —  c)z—i)\  =  o. 

II.  La  courbe  C  peut  être  cousidérée  couiine  la  limite 
d'un  polygone  inscrit  de  côtés  infiniment  petits,  dont 
les  milieux  sont  sur  la  surface  S^  elle  est  donc  située  sur 
cette  surface  dont  l'équation  est  d'ailleurs  vérifiée  par 
les  coordonnées  du  point  (t).  En  outre,  l'équation 
(S)  (2)  prouve  que  les  deux  groupes  de  droites 

{a  —  c):p  H-  2  =  o, 

(2)  \  {a  —  6)^+2  =  0, 
(^a  —  b)y—x  =0, 

{ci  —  b)x  -\-  2  =  o, 

(3)  {  {^  ■ — c)^-f-2=o, 
(  {b  —  c)y-^-i  =  0, 

sont  situés  sur  la  surface  S. 

Le  premier  de  ces  groupes  représente  les  trois  asym- 
ptotes de  C. 

Le  second  représente  les  tiois  droites  parallèles  aux 
axes  se  projetant  sur  les  centres  des  hyperboles  ét(uila- 
tères  projections  de  il  sur  les  plans  des  coordonnées. 
On  pouvait  prévoir  qu'elles  seraient  comprises  sur  la 
surface  S,  car  elles  sont  les  lieux  des  milieux  des  cordes 
de  C  qui  se  projettent  suivant  les  diamètres  de  ces 
hyperboles. 


^U  —  c)y-+ 

2  =  0, 

{b  —  c)z  — 

2  =  0, 

(a  —  c)z  — 

2  =  0, 

{a-b)y~ 

-2  —  0, 

{a  —  c)z  — 

2  =  0, 

{b-c)z- 

2  =  0 

(  m  ) 

Ce  groupe  représente  aussi  dans  chaque  j)lan  les 
asymptotes  des  projections  de  C  ou  des  liyperboles 
é(|uilatères 

(  {a  —  \))xy  -^  2(jK  —  x)  =  o, 

(4)  <>  (a  — c)r/-f- 2(5  — .r)  =  o, 

(  {h  —  c.  )yz  4-  ').{z  —y)  =  o. 

III.  Si  des  deux  premières  équations  (i)  on  tire  les 
valeurs  de  tt^  et  de  f  +  /^, ,  on  trouve 

(  ^2  —  62  )  xy  -H  2  (  ay  —  6  .r  ) 

/  H-  ^1  =  -, 7-r > 

y  a  —  b)xy  -^y  —  x 
ah\{a  —  6 ) xy  -t-  2 (y  —  ic )]  -h a^ .7-  —  ^2^ _|_ 2 («  —  h) 
(a  —  h) xy  -{-y  —  x 


tu  = 


Ces  deux  paramètres  sont  racines  d'une  équation  du 
second  degré  dont  les  coefficients  sont  fonctions  des 
coordonnées  x  et  y  d'un  point  déterminé  M  de  S. 
A  chacun  de  ces  points  correspondra  donc  une  seule 
corde  réelle  ou  imaginaire. 

IV.  La  condition  de  réalité  des  racines  déduite  des 
relations  qui  précèdent  s'exprime  par  la  formule 

(5)        S  {a  —  b)[{a  —  b)x-^i^ 

\       X  [{a  —  b)y  —  i][{a  —  b)xy  -\-  '2{y  —  x)\y^  o. 

On  en  conclut  que  les  points  de  S  qui  sont  milieux 
de  cordes  imaginaires  de  G  se  projettent  sur  chacun 
des  plans  coordonnés  dans  la  région  délimitée  par  l'une 
des  hyperboles  (4)  et  ses  asymptotes. 

V.  Nous  avons  montré  que  les  six  droites  des 
groupes  (2)  et  (3)  sont  situées  sur  S.  Il  faut  de  plus 
examiner  si  des  droites  orientées  d'une  façon  quel- 
conque par  rapport  aux  axes,  telles  c|ue  celles  représen- 
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lé(;s  par  les  équations 

X  =  nz  -hp. 

y  =  ct.'z-{-p\ 

peuvent  aussi  être  appliquées  sur  eette  surface. 

Si  nous  introduisons  ces  expressions  dans  S  (i),  nous 
obtenons  une  équation  du  troisième  degré  en  z  dans 
laquelle  le  coefficient  de  z^  est 

{a  —  b){a  —  c){b  —  c)aa'. 

Ce  coefficient  ne  pourra  s'annuler  qu'en  faisant  a  =  o, 
ou  a'=  o,  ou  simultanément  a  =  o  et  a'^  o. 

Dans  le  dernier  cas,  nous  retrouverons  les  droites  (2) 
et  (3).  La  première  hypothèse  nous  fait  découvrir  le 
groupe  nouveau 

{a  —  b){a  ~  c)x  =  b  -\-  c  —  ia, 

{a  —  cY z  -\-  {a  —  b )^y  -{-  ^.{b  -h  c  —  2a)  =  0, 

^  (a  —  b){b  —  c)y  =  a-^c  —  2b, 

^    ^  ^  (a  — 6)2^-f-(&  — c)2^-H2(«-+-c  — 26)  =  o, 

(a  —  c){b  —  c)z  =  a  -+-  b  —  2C, 
(b  —  c)-y  -i-(a  —  c)2jc-4-2(a-hè  —  ic)  =  o. 

VI.  Les  droites  joignant  les  milieux  d'une  infinité  de 
cordes  de  G  ne  peuvent  être  que  celles  situées  sur  la 
surface  S. 

Pour  trouver  les  surfaces  lieux  des  cordes  qui  ren- 
contrent ces  droites,  il  faut  écrire  que  la  corde  (^,  t^  ), 

tti(y  —  x)-\-(t-hti){ax  —  by)  =  a^x — b^y-\-7.(a  —  b), 
tti(z  — x)-{-{l-{-ti)(ax —  cz)=:a^x —  c^z  -\--2(a  —  c), 


(7) 


rencontre  une  des  droites  des  trois  groupes  (2),  (3), 
et  (6). 

Les  droites  du  groupe  (2)  ne  fourniront  pas  de  lieu. 

Prenons,  par  exemple,  la  première  d'entre  elles, 

{a  —  c)a:-t-2  =  o,         {b  —  c)y -t- 2  =  o. 


L 


(  468  ) 

Ces  valeurs  do  x  et  de  j^  annulent  le  erilère  (5),  et, 
par  suite,  ^  =r  iTi  =  c  et  2  =  oo;  la  droite  ne  rencontre 
pas  de  corde  réelle. 

La  première  droite  du  groupe  (3)  joint  les  milieux 
des  cordes  réelles  qui  se  projettent  sur  les  diamètres  de 
r hyperbole  [a  —  b)ocj  +  2 (r  —  x)='-  o. 

Le  lieu  existe  donc  pour  elle.  Cependant  le  critère  (5) 

est  aussi  annulé  par  x  = r  et  }  =  j-:   mais 

^  a  —  b        ^  a  —  h 

on  n'en  peut  conclure  que  t=zt^^  car  en  même  temps 
Féquation  du  deuxième  degré,  dont  t  et  t.^  sont  racines, 
a  tous  ses  coefficients  nuls.  Il  y  a  simplement  indéter- 
mination, ce  qui  doit  être. 

La  condition  de  rencontre  de  la  droite  en  question  et 
de  la  corde  (7)  est 

'?Jti  —  (a  -^  b){t  -^  tx)  -^  lab  r-  o. 

A  l'aide  de  (7),  on  éliminera  les  paramètres,  d'où 
résultera  l'équation  du  lieu 

(a—  by-xy  —  ia  —  cy-xz  —  {b  —  cYyz 

-+-  •i(b  —  c)x  -+-  i{a  —  c)y  —  2{a-\-b  —  2c) z  —  o. 

C'est  un  liyperboloïde  à  une  nappe. 

Les  droites  du  groupe  (6)  fournissent  chacune  un 
lieu. 

Nous  ne  donnerons  ici  que  le  résultat  du  calcul  pour 
la  première  de  ces  droites  : 

(a  —  byxy  —  {a  —  cy xz  -h  i{b  —  c)x 

-{-  i{a  —  b)y  —  i{a  —  c)  z  =^  o. 

C'est  un  paraboloïde  hyperbolique. 

Il  est  facile  de  vérifier  que  cette  surface  renferme  la 
courbe  C  et  la  première  droite  du  groupe  (6). 
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PROHLË^IË  D  ALGÈlUtE  RELATIF  A  LA  AOlOiîRAIMIIE; 

Par  m.  Maurice  d'OGAGNE, 
Hépétiteur   à   l'École    Polytechnique. 


1.  Je  rappelle  en  deux  mois  le  principe  d(î  la  mé- 
lliode  de  représentation  de  certaines  équations  à  trois 
variables  au  moyen  d(is  poi/its  isoplèt.lws^  qui  se  trouve; 
développée  dans  le  Cliapitre  IV  de  ma  Nomograpliie  (*). 

Considérons  trois  systèmes  de  points  dépendant  cha- 
cun d'un  paramètre  arbitraire  et  définis  par  \v.s  lor- 
mules 

•2^=/l(ai),  X^f^Jrj,,)^  ^^J'^(^^^^^^ 

Leur  eusemble,  si  l'on  suppose  chacun  de  ces  points 
coté  au  moyen  de  la  valeur  du  paramètre  correspondant, 
constitue  un  abaque  de  ré(|uation  en  a<,  ao,  aj,  qui 
exprime  l'aligne^ment  de  trois  de  ces  points. 

Les  applications  de  cette  méthode  sont  des  plus  fré- 
quentes dans  la  pratique. 

Il  est  intéiessant  de  reconnaître  la  forme  des  équa- 
tions représentées  par  les  plus  simples  de  ces  abaques, 
ceux  dans  lesquels  chaque  système  de  points  isoplèthes 
est  constitué  par  des  points  cotés,  réj^ulièrement  espa- 
cés sur  une  droite,  c'est-à-dire  tels  que  leurs  distances 
respcîctives  soient  pioportionnelles  à  la  diOérence  do 
leuis  cotes. 

Dans  ce  cas,  les  formules  ci-dessus   doivent  évidem- 


(')  Nomograpliie.  Les   calculs   usuels  e(Jectuës  au    moyen   de 
abaques.  Paris,  Gaulliier-Villars  et  (ils;  1891. 

Ann.  de  Mathémat,,  3"  série,  t.  XU.  (Décembre  i8ç)3.)          3^ 
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ment  prendre  la  forme 


L'tkjuatioii  représentée  peut  dès  lors  s'écrire 

/;?,  «i  H-  n,     j}y  a,  H-  ^j      i 

m,-}a3-^/i3     PiCL-i-hq^      i 
OU,  sous  forme  développée, 

(rt)     AiO£2^3-+- Ajasai  h-  A3  a,  a2  -h  Bi  a,  +  152^2  +  B3a:j -h  C  =0, 

les  coefficients  de  cette   é(juation  étant  donnés   par   les 
formules 

A,  =  m^pii —  ffi-spo, 
A2=  /":i/>i  — /"i/>3, 

A3  =  niip.i  —  /n^pi^ 

B,=  /ni(q.2—  qs)  —  Pli  '^2—  n-i), 
^i^  nuiq-i— qi)  —  P'>{ni—ny), 
B3  =  mi{  qi—q^J  —  psini—n^), 
G  =  /iiqi   -  inq^-^-  n^q-i—  n^^q^,-^  ^3^1  —  '«i  q-i- 

Réciprofjuement,  toute  équation  de  la  forme  [a)  est- 
elle  représentable  par  trois  systèmes  réguliers  de  points 
isoplètlies?  En  d'autres  termes,  A(,  A2,  A3,  B,,  Bo,  B3 
et  C  étant  donnés,  peut-on  toujours  trouver-  un  système 
de  valeurs  réelles  de  m,,  //,,  111.2,  '^21  "^3?  "s?  P\-)  </i  •,  /^2? 
<72,  pi-)  q-^  satisfaisant  aux  équations  (I)  ?  Tel  est  le  pro- 
blème d'Algèbre  qui  va  être  ici  examiné. 

2.  Remarquons  tout  d'abord  que,  si  l'équation  («) 
est  représeutable  par  trois  systèmes  réguliers  de  points 
isoplètlies,  on  peut  toujours  faire  coïncider  l'axe  àes y 
avec  la  droite  sur  laquelle  est  disposé  l'un  de  ceux-ci  en 


I 


(  47'  ) 
plaçant  i'orii^ine  au  point  coté  o.  On  n\nilèvc'  donc  rien 
ii  la  géncralité  du  problème  traité  en  prenant 

/?ll  z=  o,  /il  ^  o,  ^1=1,  ^1=0. 

Le  sjstème  précédent  devient  alors 

(i)  Ai=i  m2/>3—  fn^ij)^, 

(■i)  A2=m3, 

(3)  A;{  =  —  m.2, 

(!)  {  (4)  ni=  n:i—  n,, 

(5)  B2=  m2^3— />2«3, 

(6)  B;j  =  n^Pi  —  ^2/^3, 

(7)  C  =    /l2^3    —  «3'/2- 

L'élimination  de  ni.y  et  77/3  entre  (i),  (2)  et  (3)  donne 

(8)  Al+  A2/>2-h  A3/D3=  o, 

équation  incompatible  avec  l'hypothèse  où  deux  des 
coefficients  Ai,  A2  et  A3  seraient  nuls  à  l'exclusion  du 
troisième  (^  ). 

Il  n'y  a,  par  suite,  à  envisager  que  les  trois  hypo- 
thèses suivantes  : 

1°  Les  trois  coefficients  A,,  Ao,  A3  sont  difTérents  de 
zéro,  ce  que  nous  écrirons 

Ai^o,         As^^o,         Aa^o. 

2"  Un  seul  d'entre  eux  est  nul.  Un  choix  convenable 
de  notations  permet  toujours  d'écrire  cette  hypothèse 

Ai=  o,         A^^  o,         Xs^  o. 


(')  Tl  résullc,  en  particulier,  de  là  que  l'équation  a.^a^ — a,  =  0, 
qui  traduit  la  multiplication,  n'est  pas  représentable  par  trois  sys^ 
ternes  réguliers  de  points  isoplèthes,  mais  elle  est  représentable  par 
trois  systèmes  rectilignes  dont  deux  réguliers,  savoir  : 

x=  i, 

r  =  3t, 


X  =  —   I, 

I  H-  a, 

1  —  a. 

r  =  3t,, 

y  =  <»• 

(  ^'^  ) 

^^"   Jls  sont  nuls  tous  les  trois, 

Al  =  o,         A2  =0,         A3=  o. 

3.  Premier  cas.  —  A,  ^  o,  Aj^  o,  A;,^  o. 
Les  équations  (y)  (;L  (3)  donnent 

ma  =  — A3,         fn:i=  As, 

et  le  système  (1)  se  réduit  n 

/    (l')        Ai  =  —  A2/?2—  A3/>3, 

1(4')     B,  =  /^3-/^2, 

(!')  ^     (5')       B2  =  —  A3r/:t  — />2/Î3, 

/   (6')      n3=  "2/>3—  A,  72, 
1   (7')      C  =  fiiÇi—  n^q-i. 

Entre  ees  cinq  équations  éliminons  ^2,  /'a?  /'a,  ^s- 
1)(;  (1')  et  (4')  nous  lirons  d'abord 

A,-+-A2/)2  p       , 

y>3^ ^ — L_  ,  /i3=Bi-hn2. 

Portant  ees  valeurs  de  n^^  et  de /j)^  respectivement  dans 
(5')  et  (6'),  on  tire  de  celles-ci 

B2-+-02(Bi-f-/l2)  I       /,,  Ai-f-A2/>2 

L'équation  (7')  devient  alors 

B>,^/>o(Bi-f- /io)        B,  +  /?9/^  A,-f-Ao/?=> 

C  = —  /i2  -^ ——. — -  H .  (  Bs-h  n 


A3  A2       \    ■  -         Aj 

ou,  toutes  réductions  faites, 

(9)     Ain|-^(AiB,  — A2B2-+-A3B3)/i2  +  A3(BiB3—  A2G)=  o. 

Le  paramètre  p2  ayant  disparu  de  lui-même  dans 
cette  élimination,  on  voit  qu'on  peut  lui  attribuer  une 
valeur  quelconque.  En  vue  de  la  plus  grande  simplicité, 
nous  prendrons  naturellem(*nt 

p>=  o. 


I 
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L'équation  (9)  détermine  n.>.  Ce  paramétre  devant 
être  réel,  le  problème  ne  sera  possible  qu'autant  ([ue 
l'on  aura 


(A,B,-  A,B2-4-  AaB,,)^  — 4AiA,(B,B3— AoC)^© 


ou 


\  AfBf  +  A|B|-HAlB^-2A,A2B,B2-'2A,A3B2B3 
^^""^  j  -2A3AiB3B,^-4AiA2A3Gâo. 

Si  cette  inégalité  est  satisfaite,  ré(|uation  (9)  donne 
pour  «2  deux  valeurs  v  et  v' .  Adoptant  l'une  d'entre 
elles,  v>  par  exemple,  on  a  pour  q^-,  n^^  /;;$,  (ji  les  va- 
leurs 


^2  \ 


Al  B, 

4.    Deuxième  cas.  —  A,  =  o,  A2^o,  A 3^0. 
Le  seul  cliangjunent  à  ce  qui  précède  tient  à  ce  (|u'ici 
l'équation  (9),  se  réduisant  à 

(A3B3-A2B2)n2+A3(BiB3— A2G)=o, 

fournit  pour  «2  une  valeur  toujours  satisfaisante,  savoir 

B1B3  — A2G 


/l,  =   A; 


AoBo  — A,B 


3^->3 


Dès  lors,  les  formules  qui  terminent  le  numéro  pré- 
cédent deviennent 

B3  ,     BiB.-AaC 

^'-^-r2'  ''^-^^A2B2-A3B3' 


f>3  =  O,  <73  =  — 


B., 
3 


Rappelons,  d'ailleurs,  qu'on  a  toujours 

m-i  —  —  A3,         ma  =  A2,         Pi  —  o. 
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Ou  voit,  en  outre,  que  //o  et  «3  devenant  infinis  lorsque 

AoBo  —  A3  H3  =:  0,  la  solution  est,  dans  ce  cas,  illusoire. 

Il  convient  donc  de  compléter  l'iiypothèse   faite  par  la 

condition 

A2B2— AsB^^  o. 

o.    Troisième  cas.  —  A,  =  A^  :=  A,  =  o. 
Le  système  (!')  se  réduit  à 

/    (4")       Bi  =r  «3  —  n,, 
,,„,  \    (5")       B,  =  -,i3/>2, 

(  1  )  ' 

(6")     B^=^  n,ps, 


II 


(7")       G     =   /l2^3  —  /?3'72- 

Pour  résoudre  ce  système,  nous  nous  donnerons  les 
valeurs  de  deux  des  six  inconnues;  mais  ici,  pas  plus 
que  précédemment,  le  choix  n'est  absolument  aibi- 
traire. 

Ainsi  les  équations  (5'^)  et  (6'^)  montrent  qu'on  ne 
peut  annuler  aucune  des  qualités  /72,  p2,  ^3,  /'a?  <^*ar  B2 
el  B3  sont  nécessairement  différents  de  o;  dans  le  cas 
contraire,  en  effet,  une  des  variables  as  ou  0L3  cesserait 
de  figurer  dans  ré(juation  (i),  les  coefficients  des  rec- 
tangles étant  déjà  supposés  nuls. 

De  même,  l'équation  (y")  montre  qu'on  ne  saurait 
généralement  pas  se  donner  à  la  fois  ^2  =  «/s  =  O5  •  •  •  • 

Une    lijpoilièse,    toujours     admissible,     consiste    à 

prendre 

^3  =  1,         ^2  =  0. 

Le  SYSlème  (i")  devient  alors 

Bi  =  n:i  —  rio, 
B2  =  —  /l3, 
B3  =  /l2/?3, 

G  =  riiÇi, 


(  17'^  ) 

d'où  Ton   I  ire  su<(UîSsiv«jiiuMiL 

/i2  =  — (B,H-   lî.,  ), 

B3 


c 


6.  Hésiuïié,  —  Pour  revenir  au  problème  d'où  nous 
sommes  parti,  nous  pourrons  résumer  ce  qui  précède 
ainsi  qu'il  suit  : 

Une  équation  de  la  forme  [a)  est  représentable  par 
trois  systèmes  réguliers  de  points  isoplèthes,  et  cela 
d'une  infinité  de  façons,  dans  les  trois  cas  qui  suivent, 
pour  chacun  desquels  nous  donnons  le  mode  de  repré- 
sentation le  plus  simple  : 

Premier  cas.  —   A  ,  ^  o,  Ao  ^  o,  A3  ^  o, 

Af  B  [  +  A|  B|  H-  A I  R|  —  2  A,  A2  B,  B,  —  2  A.2  A3  B,  B,j 

—  1  A3  Al  B;}  Bi  -f-  .\  A ,  A,  A3  G  I  o. 

P'oruiules  de  la  représentation  : 


X  —  O,  X= A  2^2  +  ^)  "^  = —    T T ' 


A3  B3  -f-  P  A  I 

V  i>  A,a3-hB2 

/\3 

V  étant  racine  de  l'équation 

Ai(;2^  (A,B,  — AjBa-f- AaBa)^-!-  A3(  B,B,—  V.C)  =  o. 

Deuxième  cas.  — 

Al       =      O,  A2     7^      O,  A3       ;^      (>,  A2IÎ2       —         ^i     IV»  -  '1- 


r  =  o,       X 


/=a,,      r  =  — 
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Formules  de  la  i'('[)réscMilatioii  : 
B,  B,— AaC 


A3  a, -A3   ^-j^-—^-^^ 
A.' 


X  —  Aoa;i4-  A.) 


B,  B.,— A3C 
AoBo  — A3B3 


r  =  — 


B, 

a: 


On  voit  que  clans  ce  cas  les  systèmes  a2  et  ag  sont  dis- 
posés sur  des  droites  parallèles. 

Ti'oislèiïie  cas.    —  A)  =  A^  =  A3  =  o. 
Formules  de  la  repiésentation  : 


X 


X  =  o,  x  =  — (Bi-!-B2), 


B2, 

B:}a3-i-C 
Bi  -r-  Bo 


Dans  ce  cas,  les  trois   systèmes  (a,),  (a^),    (aa)   sont 
disposés  sur  des  droites  parallèles. 


COXCOIIRS  D  ADMISSION  A  L'ÉCOLE  NAVALE  M  1891. 


COMPOSITIONS  ECRITES. 


Arithmétique  et  Algèbre  (3  heures  et  demie). 

I.  En    mesurant   l'hypoténuse   a  et  le   côté  b  d'un  triangle 
rectangle  ABC,  on  a  trouvé 

a  =  y5'"  à  ±:o'",2  près, 
b  =  3*2"'  à  =b  o'",  ï   près. 

On  demande   l'approximation  avec   laquelle    on   pourra  ob- 
tenir l'angle  B  avec  ces  données. 


(  4:;  ) 

II.   lîltudier  les  varialioiis  de  la  fonction 


7 


o.ix-iY- 


sj \x'^  —  4  ^  cos  cp  -4-  1 


•XT. 


Construction  de  la  courbe  pour  le  cas  où  o  =  — 

III.  Étant  donne  un  angle  AGE  =  o,  on    partage  cet  angle 
en  n  parties  égales;  sur  l'un  de  ses   côtés  on  porte  une  lon- 


gueur OA  égale  à  l'unité  et  l'on  mène  AB  faisant  avec  OA  un 
autre  angle  donné  a. 

Au  point  B,  on  mène  BC  faisant  avec  OB  le  même  angle. 

On  demande  la  limite  vers  laquelle  tend  le  segment  OE, 
quand  n  croît  indéfiniment. 

Géométrie  cotée  (i   heure  et  demie). 

XX'  est  la  trace  horizontale  d'un  plan  P  qui  fait  un  angle 
de  40"  avec  le  plan  horizontal;  O'  est  la  projection  horizon- 
tale d'un  point  O  dont  la  cote  verticale  est  de  62""",  la  dis- 
tance O'w  de  0'  à  XX'  étant  de  48'"'". 

1°  Tracer  la  projection  cotée  d'une  droite  (D)  passant  par 


O'y  (ys'^rn 


ioo~^r%,. 


X' 


le  point  O,  parallèle  au  plan  P  et  faisant  un  angle  de  25°  avec 
le  plan  horizontal;  mener  par  cette  droite  un  plan  Q  pcrpcn- 


(  4:«  ) 

diculaire  au  plan  l\  construire  les  traces  i\u  plan  (^  sur  le  plan 
horizontal  et  sur  le  plan  P. 

•2"  Tracer  la  projection  cotée  d'un  tétraèdre  réj^ulicr  OABG 
dont  le  point  O  est  un  sommet,  dont  la  droite  (  D)  est  un  axe, 


dont   un  des  cotés  BG  est   situé   dans    le  plan  P,  et  dont  par 
conséquent  le  plan  Q  est  un  plan  de  symétrie. 

Calcul  trigonométrique  (i    heure). 

Ix         ,     \_      (0,00167)- X  taufj^'*  i33"9-i' i'2" 
tang  y-  —\^r^  =  ^-.n^^o^^y.^y'^  cosâ^Go'^if  i7",5' 

X  compris  entre  o"  et  36o'\ 


Géométrie  et    Géométrie  analytique  (3  heures   et  demie). 

I.  Ge'om,étrie.  —  Triangles  sphériques  polaires. 
Condition   nécessaire   et   suffisante   pour   qu'on  puisse  con- 
struire un  triangle  sphérique  avec  trois  angles  donnés. 

II.  Géométrie  analytique.  —  Etant  donné  un  cercle 

rapporté  à  des  axes  rectangulaires  O xy  et  qui  coupe  l'axe 
des  X  en  deux  points  A  et  A',  on  considère  un  point  quel- 
conque M  de  ce  cercle  défini  par  l'angle  cp  que  le  rayon  CM 
fait  avec  l'axe  des  x. 

Trouver  l'équation  générale  des  coniques  passant  par  les 
points  A  et  A'  et  tangentes  en  M  à  la  circonférence  C;  démon- 
trer que  toutes  ces  coniques  ont  leurs  axes  parallèles;  trouver 
la  direction  de  ces  axes. 
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l*armi  ces  coniques  on  considérera  : 

i"  Celle  pour  laquelle  la  direction  de  la  tangente  MT  et  la 
direction  de  l'axe  des  y  sont  conjuguées.  Déternfiiner  géonrié- 


/ 

.y 

A 

\ 

c 

/^ 

\ 

1 

A\ 

u 

/A'     uv 

triquement  son  centre  et  ses  axes  en  grandeur  et  direction. 
Lieu  du  centre  quand  le  point  M  parcourt  la  circonférence  G; 

2°  Celle  pour  laquelle  la  direction  de  la  tangente  MT  et  la 
direction  de  l'axe  des  x  sont  conjuguées.  Mêmes  questions  que 
pour  la  précédente. 

On  exprimera  en  coordonnées  polaires  le  lieu  du  centre. 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  NAVALE  EN  1892. 


COMPOSITIONS    ECRITES. 


Arithmétique  et  Algèbre  (3  heures  et  demie). 
1.  Etude  de  la  série  dont  le  terme  général  est  -,  • 


II.  Déterminer  les  valeurs  algébriques  T,y,z  des  trois  seg- 
ments d'un  contour  ABGD  connaissant  : 

1°  Les  angles  a,  [3,  y  formés  par  l(;s  droites  sur  lesquelles 
sont  situés  les  segments  avec  celle  sur  laquelle  est  située  la 
résultante  AD; 

2"  La  valeur  algébrique  /•  de  la  lésullante; 


(  48o  ) 

3"  La  somme  algébrique  s  des  trois  segmcnls. 
Discussion,  interprétation  géométrique  des  résultats. 


ÏII.  Calculer  à  o,oooi   près   la  tangente  de  l'arc  de  18°.  en 
remarquant  que  le   sinus  de  cet  arc  est  la   moitié  du  côté  du 


décagone  régulier  inscrit. 


Géométrie  cotée  (2  heures  et  demie). 

Une  sphère  (S)  dont  le  centre  O  est  dans  le  plan  horizontal 
de  cote  o  a  pour  rayon  R  =  4o'""'-  Construire  les  intersections 
de  cette  sphère  avec  les  arêtes  d'un  trièdre  trirectangle  dont 
le  sommet  est  en  O  et  dont  les  deux,  faces  font  avec  le  plan 
horizontal  des  angles  de  48°  et  de  69°. 

Projections  de  l'octaèdre  inscrit  dont  ces  points  sont  les 
sommets. 

Projection  de  la  figure  sur  un  plan  vertical  parallèle  à  l'une 
des  arêtes  du  trièdre. 


Calcul  trigononiétrique  (r   heure). 


Calculer 


tang2(^^+i8°) 

_  sin3  i(v2"'25'24",i  X  cos2  277°i4'2%3  X  tang*8o°5'  >/ 
~"  o,9Go-235"  X  sin7"38'2",  5 

X  compris  entre  o  et  3Go". 
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Géométrie  et  Géométrie  analytique  (3  heures  et  demie). 

I.  Géométrie.  —  Droite  perpendiculaire  à  un  plan.  Défini- 
tion. On  peut  mener  une  droite  perpendiculaire  à  un  plan. 
Pour  qu'une  droite  soit  perpendiculaire  à  un  plan  il  faut  et  il 
suffit  qu'elle  soit  perpendiculaire  à  deu\  droites  du  plan  non 
parallèles  entre  elles.  Théorèmes  à  l'appui. 

II.  Géométrie  analytique.  —  Oxy  étant  deux  axes  rec- 
tangulaires, (G)  une  circonférence  de  ravon  R  ayant  son 
centre  à  l'origine,  B  et  B'  deux  points  sur  l'axe  des  y  à  égale 


distance  du  centre.  OB  =  0B'=  b\  on  prend  un  point  M  sur 
la  circonférence  (G),  la  droite  BM  coupe  l'axe  des  x  en  un 
point  A:  les  deux  droites  OM  et  B'A  prolongées  se  coupent 
en  un  point  X.  On  demande  : 

i"  Le  lieu  du  point  X  quand  le  point  M  parcourt  la  circon- 
férence. Ge  lieu  est  une  conique  dont  on  met  immédiatement 
en  évidence  un  foyer  et  une  directrice.  Déterminer  la  nature 
de  la  courbe  suivant  la  grandeur  de  b.  Gonstruction  de  la 
tangente  au  point  X;  elle  coupe  l'axe  des  x  au  même  point 
que  la  tangente  en  M  à  la  circonférence.  Axes  de  la  courbe. 

•2°  En  considérant  dans  l'équation  de  ces  coniques  b  comme 


(  i«^«  ) 

un  paramètre  arbitraire,  on  ()l)tient  un  faisceau  de  coniques. 
l*ar  chaque  point  X  du  plan  passent  deux  de  ces  coniques. 
Reconnaître  quelle  est  leur  nature  en  séparant  le  plan  en  ré- 
gions par  des  courbes  convenables. 

3°  Les  tangentes  menées  au\  points  où  toutes  les  coniques 
de  ce  faisceau  sont  rencontrées  par  un  diamètre  prolongé  tel 
que  OMM'  passent  par  deux  points  fixes  sur  l'axe  des  x.  En 
déduire  le  lieu  des  points  du  plan  pour  lesquels  les  tangentes 
aux  deux  courbes  qui  passent  par  chacun  de  ces  points  sont 
rectangulaires. 


C0\C011RS  D  ADIIISSIO^  A  L'ECOLE  NAVALE  EN  1893. 


C0AII>0S1TI0NS    KCIUTKS. 


Arithtné tique  et  Algèbre  (3  heures  et  deînie). 

I.  Vraie  valeur  des  expressions  qui  se  présentent  sous  une 
forme  indéterminée. 

H.  Étude  des  variations  de  la  fonction 

;Z'- H-  \x  —  a- 

pour  toutes  les  valeurs  du  paramètre  a^. 
JIJ.   Calculer  à  o,ooi  près  la  valeur  de 


1  — 


4tt 


Géométrie  cotée  {i  heures  et  demie). 

Un  triangle  ABC  est  situé  dans  le  plan  de  cote  o.  Ses  côtés 
ont  pour  valeurs 


AB  =  65'"'",         BC  =  G2' 


CA 


ji 


(  /.«3  ) 

i"  Construire  sur  ce  lriun},Me  un  iclraètlrc  SABC  sachant 
que  ses  arêtes  opposées  sont  deux  à  deux  rectangulaires  et 
dont  la  liautcur,  issue  du  sommet  S,  est  donnée  et  égale 
à  20™"'.  Sphère  circonscrite  à  ce  tétraèdre. 

2°  Construire  le  tétraèdre  formé  par  les  plans  tangents 
menés  à  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre  précédent  aux 
points  S,  A,  B,  G. 

On  se  servira  comme  plan  auxiliaire  de  projections  du  plan 
vertical  parallèle  à  la  droite  joignant  le  centre  du  cercle  cir- 
conscrit au  point  de  rencontre  des  hauteurs  du  triangle  ABC. 

Calcul  trigonométrique  (i   heure). 

Valeurs  de  x  comprises  entre  o"  et  360"  satisfaisant  à  l'équa- 
tion 


'^  -„\  _   (sin2G3"32^o8")-^  x  (cos  [6o"3  f  iS'Q^ 

taniî  (  -  -h  13"  j  -  ^tyn<,.,,,.^o^,(.,3,.^3  X  (cos3-27"49'47") 
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Géométrie  et  Géométrie  analytique. 

\.   Géométrie.  —  Plans  perpendiculaires  : 

1°  Lorsque  deux  plans  sont  perpendiculaires  à  un  troisième, 
leur  intersection  est  perpendiculaire  à  ce  troisième. 

2°  Si  deux  droites  D  et  D'  rectangulaires  sont  situées  respec- 
tivement dans  deux  plans  P  et  P'  rectangulaires,  l'une  au 
moins  des  deux  droites  D  et  D'  est  perpendiculaire  au  plan 
qui  contient  l'autre. 

3"  Les  plans  menés  par  les  arêtes  d'un  trièdrc  perpendicu- 
lairement aux  faces  opposées  se  coupent  suivant  une  même 
droite. 

n.  Géométrie  analytique.  —  Ox  et  Oy  étant  deux  axes 
rectangulaires  et  A,  A'.  B  trois  points  situés  sur  ces  axes  à  la 
même  distance  de  l'origine  et  disposés  comme  l'indique  la 
figure,  OA  =  OA'  =  OB  =  R,  on  demande  : 

1°  L'équation  des  paraboles  circonscrites  au  triangle  AA'B 
en  prenant  comme  paramètre  arbitraire  le  coefficient  angu- 
laire/de l'axe.  Par  chaque  point  du  plan  passent  deux  de  ces 
paraboles  :  distinguer  les  régions  du  plan  pour  lesquelles  ces 
deux  paraboles  sont  réelles.  Le  lieu  des  points  pour  lesquels 
les  axes  de  ces  deux  paraboles  sont  rectangulaires  est  une  cir- 
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conférence  G  :  construire  en  coordonnées  polaires  le  lieu  du 
pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  O  sur  les  axes 
de  toutes  les  paraboles  circonscrites  au  triangle  A  A'B. 

.'/ 


A' 


2°  Lorsqu'un  point  M  décrit  la  circonférence  G,  le  point  de 
rencontre  des  axes  des  deux  paraboles  passant  par  ce  point 
décrit  également  une  circonférence. 

3°  L'hyperbole  équilatère  circonscrite  au  triangle  ABA',  et 
dont  les  axes  sont  parallèles  aux  axes  des  deux  paraboles 
passant  par  un  point  M  de  la  circonférence  G,  passe  par  ce 
point  M. 


SUR  LES  COi\GRlENCES  DE  DROITES  ET  LA  COURBURE 
DES  SURFACES; 

Par  m.  h.  ADER, 

Éléve-ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées. 


Si  Ton  considère  une  génératrice  G  d'une  congruence 
de  droites,  on  sait  que  toutes  les  surfaces  passant,  par  G 
et  dont  les  génératrices  appartiennent  à  la  congruence 
sont  tangentes  en  deux  points  de  G  et  que  paruji  ces 
surfaces  il  n'y  en  a  que  deux  qui  sont  développables. 
Ce  résultat  est,  en  particulier,  démon tié  dans  le  Traité 
de  Géométrie  descriptive  àii  M.  Mannlieini  par  des  con- 
sidérations fondées  sur  la  théorie  généiale  des  déplace- 
inenls  infiniment  petits  d'un  corps  solide  dans  l'espace. 
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Proposons-nous  d'al)oi'd  d'en  donjiLT  une  tlénionsliation 
directe. 

Supposons  que  la  droite  G  se  déplace  sans  cesser  d(; 
faire  partie  de  la  congruence;  chacun  de  ses  points  dé- 
ciira  une  surface  trajectoire,  qui,  en  général,  ne  seia 
pas  tangente  à  G;  il  ne  peut  y  avoir,  en  effet,  plus  de 
deux  points  sur  G,  t(;ls  que  cette  droite  soit  tangente  à 
leur  surface  trajectoire,  car,  s'il  y  en  avait  davantage, 
toutes  les  surfaces  appartenant  à  la  congruence  et  pas- 
sant par  G  seraient  de  raccordement  tout  le  long  de 
cette  génératrice.  Prenons  donc  deux  points  quelconques 
A  et  B  dont  les  surfaces  trajectoircîs  S  etT  ne  soient  pas 


Fig. 


B'\ 


tangentes  à  G.  Pour  définir  une  surface  de  la  congruence, 
il  suffira  de  donner  sa  trace  sur  S  ou  T.  Je  dis  que,  si 
l'on  se  donne  le  plan  tangent  à  l'une  des  surfaces,  à 
l'un  des  points  A  ou  B,  dont  les  surfaces  trajectoires  S 
et  T  ne  sont  pas  tangentes  à  G,  cela  suffira  pour  déter- 
miner le  plan  tangent  en  un  point  quelconque  de  la  gé- 
nératrice. Je  vais  démontrer  pour  cela  que,  si  l'on  con- 
sidère sur  S  une  directrice  C  tangente  à  la  droite  A  a-, 
la  surface  correspondante  est  de  raccordement  avec  celle 
qui  a  pour  directrice  la  section  de;  S  par  le  plan  BAo-. 
Je  considère  la  section  par  le  plan  BAo-'  voisin  de  BAcr. 
La  surface  qui  a  pour  directrice  cette  section  a  deux  gé- 
Ann.  de  Matliémat.,  3«  série,  l.  XII.  (Décembre  iSgS.)       35 
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nt'rati'Jci'S  coininunos  AB,  A' IV,  avrc  celle  (jui  a  pour 
(lireclrioe  C.  Si  je  suppose  (fiic  BAo-'se  rapproc'he  indé- 
finiment de  BAo-,  je  vois  qu'à  la  limite  les  deux  sui'- 
faces  ayant  pour  direetiices  la  courbe  C  et  la  section 
HA  <T  ont  deux  génératrices  infiniment  voisines  com- 
munes, et  se  raccordent  par  suite  le  long  de  AB.  Les 
plans  tangents  en  A  et  B  aux  surfaces  de  la  congruenc(î  se 
correspondent  donc  liomograpliiquement,  et  aux  plans 
dovdjles  de  ces  deux  faisceaux  coirespondent  deux  sur- 
faces (pii  ont  même  plan  tangent  en  A  et  B  et  sont,  par 
suite,  développables. 

Soient  Fi  et  F2  les  points  où  G  touche  les  arêtes  de 
rebroussement  de  ces  deux  surfaces;  ce  sont  les  foyers 
relatifs  à  la  génératrice  G.  Le  lieu  de  ces  foyers  est  formé 
de  deux  surfaces  S,  et  So  (ou  plutôt  de  deux  nappes 
d'une  même  surface)  qu'on  appelle  surfaces  focales  de 
la  cojigruence.  Il  est  évident  que  les  arêtes  de  rebrous- 
sement A,  et  Ao  des  deux  surfaces  développables  font 
partie  de  S\  et  So  et  que,  par  suite,  la  droite  G  qui  est 
tangente  aux  deux  courbes  A,  et  A2  est  aussi  tangente 
aux  deux  surfaces  focales.  Toutes  les  surfaces  delà  con- 
gruence  passant  par  G  admettent  comme  plan  langent 
en  F<  et  Fo  les  plans  tangents  en  ces  mêmes  points  à  S, 
et  S2.  c.  Q.  F.  D. 

Considérons  maintenant  les  points  représentatifs  des 
surfaces  de  la  congruence  passant  par  G.  Le  lieu  de  ces 
points  est  le  segment  décrit  sur  F^  F2,  et  capable,  de 
l'angle  que  font  les  plans  tangents  communs  à  toutes 
les  surfaces  en  ¥ ^  et  F2. 

Nous  allons  maintenant  nous  proposer  de  voir  ce 
qui  arrive,  lorsque  les  droites  de  la  congruence  sont 
normales  à  une  même  surface  S. 

Les  surfaces  réglées  formées  de  droites  faisant  partie 
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(J<î  la  cougrucnco  sont  alors  appelées  des  nonnatic.s.  Je 
remarque  d'aboi  (1  cpie  si  je  considère  une  normalie  ayant 
pour  direeliicx'  une  seelion.  normale  JNAT,  la  normale  à 


Fis.  ■>-• 


C'\C 


la  suiface  au  point  A',  voisin  de  A,  se  piojette  sui-  le 
plan  NAT,  suivant  la  normale  à  la  courbe  Ao-^  si  le 
coupe  alors  la  normalie  par  le  plan  liorizontal  du  point 
G,  centre  de  courbure  de  la  courbe  A  c,  la  courbe  d'in- 
tersection a  pour  tangente  la  limite  de  CC  qui  est  une 
perpendiculaire  au  plan  NAT.  Le  plan  tangeni  à  la  nor- 
malie au  centre  de  courbure  G  de  la  section  NAT  est 
donc  peipendiculaire  au  plan  NAT. 

Si  donc  je  considère  une  normalie  ayant  pour  direc- 
trice une  section  jiorinale  quelconque,  pour  avoir  le 
centre  de  courbure  G  de  cette  section,  il  suffira  de  me- 
ner par  le  point  représentatif  R  de  cette  normalie  une 
perpendiculaire  KG  à  la  droite  AK.  On  voit  alors  par 
la  seule  inspection  de  la  figure  que.  lorscjue  le  point  re- 
présentatif se  déplace  sur  le  cercle  de  centre  O,  il  j  a 
deux  positions  de  ce  point,  K<  et  Ko,  pour  lesquelles  le 
rayon  de  courbure  est  maximum  et  minimum,  c'est- 
à-dire  qu'il  existe  deux  sections  normabîs  de  courbure 
maxima  et  minima.  On  voit  d'ailleurs  immédiatement 
que  ces  deux  sections  font  avec  le  plan  langent  commun 
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à  toutes  les  normalies  en   F^  des   angles  complémen- 
taires, c'est-à-dire  qu'elles  sont  rectangulaires. 


Fig.  3. 


Je  vais  maintenant  démontrer  que  les  plans  tangents 
communs  en  F,  et  F2  à  toutes  les  normalies  sont  pré- 
cisément les  deux  sections  rectangulaires  de  courbure 
maxima  et  minima;  pour  cela  je  coupe  la  surface  par 
un  plan  infiniment  voisin  du  plan  tangent  en  A. 

Les  carrés  des  rayons  Ay  de  la  courbe  d'intersection 


sont  en  raison  inverse  des  rayons  de  courbure  des  sec- 
lions  normales  correspondantes. 

Aux  sections  de  courbure  maxima  et  minima  Aa  et 
Ap  correspondent  donc  un   rayon  minimum  Aa  et  un 
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rayon  maximum  AS.  On  en  déduit  (jue  les  normales  à 
la  surface  en  a  et  p  rencontrent  la  normale  en  A,  c'est- 
à-dire  que  les  normalies  correspondantes  sont  dévelop- 
pables. 

Cela  étant,  on  peut  alors  établir  immédiatement  la 

Fig.  5. 


.^ 


relation    d'Euler.  Il   suffît  pour  cela   de  mener  par  le 

point  Fi  une  perpendiculaire  à  AK  et  d'écrire  l'égalité 
entre  les  rapports  anharmoniques  que  détermine  sur 
cette  droite  et  sur  AF<  le  faisceau  K.  AF,  GF2, 


tangcp 
cotcp 

Ri 

R2 

I 

R- Ri  ' 

R5 


R 


d'où  l'on  déduit,  par  une  suite  de  transformations  très 
simples, 


sin^cp 
"RT 


cos^o 


1 
R 
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CONCOURS  mUM  DE  1802. 


MATHEMATIQUES   SPECIALES. 


Mathématiques. 

Soient  Q  une  quadrique  circonscrite  à  un  ellipsoïde  donné  E, 
et  A  le  pôle,  par  rapport  à  l'ellipsoïde,  du  plan  P  de  la  courbe 
de  contact  des  deux  surfaces  : 

i"  Démontrer  qu'il  y  a,  en  général,  trois  quadriques  Qi,  Q2, 
Q3  honiofocales  avec  l'ellipsoïde  E  et  telles  que  les  plans  po- 
laires Pi,  P2,  P3  du  point  A  par  rapport  aux  quadriques  Qi, 
Q.2,  Q3  passent  par  le  centre  de  la  quadrique  Q. 

2*^  Les  plans  Pi,  P2,  P3  sont  les  plans  principaux  de  la  qua- 
drique Q,  et  les  coniques  Ci,  G2,  G3  intersections  des  surfaces 
(Pi,  Qi),  (P2,  Q2),  (Pa*  Q3)  sont  les  focales  de  cette  quadrique. 

3°  Les  projections  orthogonales  des  coniques  Ci,  G2,  G3  sur 
les  plans  principaux  de  l'ellipsoïde  E  sont  des  coniques  honio- 
focales. 

On  projettera,  en  particulier,  ces  coniques  sur  le  plan  prin- 
cipal qui  contient  l'axe  majeur  et  l'axe  moyen  de  l'ellipsoïde, 
et  l'on  cherchera  le  lieu  décrit  parles  foyers  des  coniques  pro- 
jetées, quand  la  quadrique  Q  varie  en  restant  circonscrite  à 
l'ellipsoïde,  le  plan  P  de  la  courbe  de  contact  ne  changeant 
pas. 

Physique. 

I.  Détermination  de  l'état  hygrométrique  de  l'air  par  la  mé- 
thode de  condensation  et  par  la  méthode  psychrométrique. 
Discuter  ces  deux  méthodes  et  les  comparer  au  point  de  vue 
de  l'exactitude  des  résultats  que  peut  fournir  chacune  d'elles. 

II.  On  a  proposé,  pour  comparer  les  valeurs  de  l'accéléra- 
tion de  la  pesanteur  dans  les  différents  lieux  du  globe,  l'em- 
ploi d'un  baromètre  à  siphon.  Ge  siphon  serait  à  branches 
bien  cylindriques;  et  la  petite  branche,  renfermant  un  gaz  sec, 
aurait  été  fermée  à  la  lampe.  Les  variations  de  ^  se    dédui- 
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raient    dos   variations    du    ni\('au    du    mercure    dans    la    pelile 
branche. 

On  demande  d'étaljlir  la  formule  :  i"  dans  le  cas  où  l'instru- 
ment  serait  toujours  ramené  à  une  température  cr)nstante' 
•2"  dans  le  cas  où  l'observation  serait  faite  à  une  l(;m[)érature 
quelconque;  3°  dans  le  cas  où,  au  lieu,  d'un  <;az,  on  aurait  en" 
fermé  dans  la  petite  branche  une  vapeur  en  conlael  avec  un 
excès  du  li(|uide  c^énératcMir. 

Chimie. 

I.  Combinaisons,  étudiées  dans  le  cours,  du  lluor  et  du  chlore 
avec  les  métalloïdes  autres  que  l'oxygène  et  l'hydrogène. 

II.  On  fait  passer  lentement  du  gaz  oxygène  pur  et  sec  à 
travers  un  tube  à  effluves  actionné  par  une  forte  bobine  d'in- 
duction. La  température  est  0°,  la  pression  760""".  Le  gaz  à  sa 
sortie  traverse  100^"  d'une  dissolution  d'acide  arsénieux  conte- 
nant 9"^9  d'acide  arsénieux  par  litre. 

Quand  l'opération  est  terminée,  on  ajoute  100"  d'une  solu- 
tion d'iode  dans  l'iodure  de  potassium  à  25^',  4  d'iode  par  litre. 
En  supposant  que  l'eflluve  ait  produit  une  contraction  de  55'"',7, 
on  demande  quel  sera  le  volume  d'une  solution  d'hyposulfite 
de  soude  à  3i»%G  de  sel  anhydre  par  litre,  qui  sera  nécessaire 
pour  décolorer  la  solution  arsénieuse  additionnée  d'iode. 

L'équivalent  du  sodium  est  *23. 

III.  On  décompose  un  poids  x  d'azotite  d'ammoniaque  en 
utilisant  la  chaleur  de  combustion  d'un  certain  volume  d'hy- 
drogène dans  un  calorimètre  convenablement  disposé. 

On  demande  de  calculer  ce  point  x  d'azotite  d'ammoniaque 
décomposé,  ainsi  que  les  poids,  et,  s'il  y  a  lieu,  les  volumes 
gazeux,  à  0°  et  7C0'""',  des  produits  de  sa  décomposition  à  l'aide 
des  données  suivantes  : 

i"  Poids  de  l'eau  du  calorimètre [(Soo^'" 

'2°  Poids  du  ealorimèlre  évalué  en  eau 73»', 5 

3"  Elévation    totale  de  température  d<'    l'eau  du 

calorimètre •"'31)3 

4°  Elévation  de  température  de  l'eau  du  calori- 
mètre, résultant  de  la  combustion  de  l'hydrogène 
seul,  sans  intervention  de  l'azotite  d'ammoniaque.  <>",378 

5"  Chaleur  de  décomposition  de  1  "'  d'azotite 
d'ammoniaque i""',  2> 
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MATIlEMATIOL'i:s    EI.KMIÎNTAlUliS. 

I.  Soient,  sur  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  de  révolu- 
tion, trois  points  non  en  ligne  droite  A,  B,  G,  tels  que  les  arcs 
AB  et  AG  soient  de  même  sens.  Sur  la  môme  hélice,  à  partir 
d'un  point  quelconque  A'  de  cette  courbe,  on  prend  les  arcs 
A'B',  A' G',  respectivement  éi;au\  aux  arcs  AB,  AG,  et  tous 
deux  de  même  sens  que  l'arc  AB,  ou  tous  deux  de  même  sens 
que  l'arc  BA. 

Démontrer  que,  si  l'on  projette  orthogonalement,  sur  un  plan 
perpendiculaire  à  l'axe  du  cylindre,  le  cercle  circonscrit  au 
triangle  ABG  et  le  cercle  circonscrit  au  triangle  A'B'G',  les 
deux  ellipses,  projections  de  ces  cercles,  sont  égales. 

II.  Sur  un  cylindre  de  révolution  on  donne  une  hélice  H  et 
un  cercle  K.  On  donne  aussi  un  triangle  équilatéral  abc^  in- 
scrit dans  le  cercle  K.  Soit  un  triangle  ABG  inscrit  dans  l'hé- 
lice H,  tel  que  les  trois  sommets  de  ce  triangle  sont  sur  une 
même  spire  de  l'hélice  H  et  se  projettent  orthogonalement  sur 
le  plan  du  cercle  K,  aux  points  a,  b,  c.  A  chaque  triangle  ABG 
satisfaisant  à  ces  conditions  on  fait  correspondre  une  ellipse  E, 
qui  est  la  projection  orthogonale,  sur  le  plan  du  cercle  K,  du 
cercle  circonscrit  au  triangle  ABG  : 

1°  Trouver  le  nombre  des  ellipses  E,  et,  pour  chacune  d'elles, 
déterminer  la  droite  sur  laquelle  est  placé  son  grand  axe. 

1°  Trouver  le  lieu  des  sommets  de  chacune  des  ellipses  E, 
quand,  le  cylindre,  l'hélice  H.  le  cercle  K  restant  fixes,  on  fait 
tourner  le  triangle  équilatéral  abc  dans  le  plan  du  cercle  K, 
autour  du  centre  de  ce  cercle. 

3°  En  général,  le  lieu  des  sommets  d'une  des  ellipses  E  se 
compose  de  trois  lignes  distinctes;  déterminer  le  rapport  du. 
pas  de  l'hélice  H  au  rayon  du  cylindre  de  façon  que  deux  de 
ces  trois  lignes  se  confondent. 

ill.  On  donne,  sur  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  de  ré- 
volution, cinq  points  A,  B,  G,  D,  E,  tels  que  les  quatre  arcs 
AB,  BG,  GD,  DE  sont  égaux.  Démontrer  que  la  sphère  qui 
passe  par  les  quatre  points  A,  B,  G,  D,  et  la  sphère  qui  passe 
par  les  quatre  points  B,  G,  D,  E,  sont  symétriques  par  rap- 
port au  plan  des  trois  points  B,  G,  D. 
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RIIETOIUQLE. 

On  donne  un  cercle  de  rayon  R  et,  à  l'intérieur  de  cette 
courbe,  deux  points  F,  F',  symétriquement  placés  par  rapport 
au  centre  O. 

i"  Par  un  point  P  de  la  circonférence  du  cercle  O,  on  élève 
sur  FP  une  perpendiculaire  D,  qui  rencontre  celte  courbe  en 
un  second  point  F^';  démontrer  que  la  droite  F'P'  est  perpen- 


diculaire sur  D,  et  que  le  produit  FP  x  F'P'  reste  constant 
quand  le  point  P  décrit  la  circonférence  du  cercle  O. 

2°  On  trace  par  le  point  F,  dans  le  plan  du  cercle  0,  deux 
cordes  rectangulaires  PFQ,  PiFQi,  puis  on  élève  par  les 
extrémités  P,  Q  de  la  corde  PQ  des  perpendiculaires  sur  cette 
corde,  et,  par  les  extrémités  Pi,  Qi  de  la  corde  PiQj  des  per- 
pendiculaires sur  cette  corde.  Ces  quatre  perpendiculaires 
forment  un  rectangle  MNMiNi;  on  demande  le  lieu  décrit 
par  les  sommets  de  ce  rectangle  quand  les  deux  cordes  PFQ, 
PiFQi  pivotent  autour  du  point  F  en  restant  toujours  rec- 
tangulaires. 

3°  Soient  S  l'aire  du  rectangle  M  N  MjNi  et  S  celle  dujec- 
tangle  OGFH  formé  par  les  cordes  rectangulaires  PFQ, 
Pi  F  Qi  et  les  perpendiculaires  abaissées  du  centre  O  sur  cha- 
cune d'elles;  les  deux  cordes  rectangulaires  PFQ,  PiFQi  pi- 
votent encore  autour  du  point  F;  démontrer  que  les  aires  S,  1 
sont  liées  par  la  relation 

K désignant  une  conslanlo. 
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Trouver  pour  quelle  position  des  cordes  l*h'(}.  l*iKQi  la 
surface  S  est  inaxiinum,  et  pour  quelle  position  des  mêmes 
cordes  elle  est  minimum. 

SKCONDE. 

I.  RésiHidre  les  équations 

ce  -^  y  -+-  z  ~  i, 
^  ■+"  S)  y  ~^  >•  ')  ^  ~  1  o  r/ , 
j"  -h  K I  y  -4-  (v^,5  3  =  1  oo  h . 

Déterminer,  pour  les  nombres  a  et  h,  des  valeurs  entières 
telles  que  les  valeurs  des  inconnues  soient  positives. 

II.  On  donne  deux  droites  xx\  yy\  non  situées  dans  un 
même  plan,  et  sur  xx'  un  point  A,  sur  yy  un  point  B;  puis 
on  considère  un  plan  fixe  P,  j)assant  par  A  et  B,  et  une  droite 
mobile  A  parallèle  à  ce  plan  et  rencontrant  les  droites  don- 
nées : 

1°  Si  l'on  désigne  par  C  et  D  les  points  de  rencontre  de  la 
droite  A  dans  l'une  quelconque  de  ses  positions,  avec  les  droites 

AG 

xx'  et  yy\  démontrer   que   le   rapport  pY^  ^  ^^^  valeur  con- 
stante. 

2"  Démontrer  qu'il  y  a   deux    plans  P'  et  P"  tels  que,  si  le 

plan  P  coïncide  avec  l'un  d'eux,  on  a  constamment  tjr-p-  =  i. 

£>D 

3°  Soit  A'  une  parallèle  au  plan  P',  rencontrant  a?^;'  en  G',  et 
yy'  en  D' ;  soit,  de  même,  A"  une  parallèle  au  plan  P",  rencon- 
trant xx'  en  G"  tl yy'  en  D".  On  transporte  les  droites  A'  et  A" 
parallèlement  à  elles-mêmes,  de  manière  à  amener  les  points 
G'  et  G"  en  un  point  donné  O;  ces  droites  prennent  les  posi- 
tions OM'  et  OxM";  trouver  le  lieu  géométrique  de  chacun  des 
points  M'  et  M",  quand  les  droites  A'  et  A"  se  déplacent. 

4°  Trouver  le  lieu  du  point  milieu  de  M'M"  quand  les  droites 
A'  et  A"  se  déplacent  en  restant  perpendiculaires. 

TROisiÈMr:. 

I.  Trouver  une  fraction  dont  la  valeur  ne  change  pas  quand 
on  ajoute,  en  même  temps,  20  au  numérateur  et  25  au  déno- 


f 
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minateur,  sacliant  que  les  deux  ternies  de  celte  fraction  ont 
pour  plus  petit  commun  multiple  le  nombre  34o. 

II.   Soit  un  triangle  ABC;  on  mène  les  l)issectrices  de  l'angle 

BAC  et  de  l'angle  extérieur  adjacent  à  celui-là.  lesquelles  cou- 
pent le  côté  BG  aux  points  D  et  E  : 

1°  Démontrer  que  la  droite  AP,  qui  joint  le  point  A  au  mi- 
lieu P  de  DE,  est  tangente  au  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC, 

•?.*'  Démontrer  la  relation 

PB  _  ÂB^ 

3°  Construire  le  triangle  ABC,  connaissant  les  points  B,  C, 
D,  et  sachant  que  l'on  a 

AB^-1-ÂC'  =  ;/i2, 
m  désignant  une  longueur  donnée. 


ENSEIGNEMENT    SECONDVIUE    SPECIAL. 

Une  barre  rigide  AB  peut  se  mouvoir  dans  un  plan  vertical, 
en  tournant  autour  d'un  pivot  fixé  en  son  centre  de  gravité  O, 
lequel  n'est  pas  forcément  en  son  milieu;  on  appellera  a  et  6 
les  longueurs  OA,  OB.  Un  fil  flexible,  mais  inextensible,  est 
attaché  au    point  A  par  un  de  ses  bouts.  Il  va  passer  par  un 


anneau  très  petit,  de  dimensions  négligeables,  fixé  en  un  point 
invariable  C  ;  le  fil  retourne  ensuite  passer  par  un  second  an- 
neau   fixé    au    point   A  de    la    barre,    i)uis    levient    pa-^ser  une 
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deuxième  fois  par  lanneau  G,  puis  uue  deuxième  fois  par  l'an- 
neau A,  et  ainsi  de  suite,  de  telle  manière  qu'entre  les  an- 
neaux A  et  G  courent  (2/i-t-i)  brins  de  fil.  Le  dernier  brin, 
après  avoir  traversé  l'anneau  G,  va  passer  par  un  troisième 
anneau  fixé  à  la  seconde  extrémité  B  de  la  barre,  après  quoi 
il  retombe  verticalement,  tendu  par  un  poids  P.  On  néglige 
toute  espèce  de  frottement,  ainsi  que  le  poids  du  fil.  De  plus, 
on  prend  le  point  G  sur  la  verticale  du  point  O,  à  une  dis- 
tance c  au-dessous  de  ce  point. 

1°  Exprimer  que  le  système  proposé  est  en  équilibre. 

2"  On  suppose  que,  dans  la  position  d'équilibre,  les  lon- 
gueurs GA  =  X,  GB  =^ y  soient  à  «,  h  dans  un  même  rapport 
donné  K,  en  sorte  que 

-  =  f  =  K; 

trouver  les  valeurs  de  a  el  de  b  pour  lesquelles  cette  condi- 
tion est  remplie,  c  étant  supposé  connu,  ainsi  que  K  et  le 
nombre  (a/i  H-  i). 

3°  Prouver  que,  le  nombre  (a/i-f-i)  restant  fixe,  le  rap- 
port K  ne  saurait  être  pris  arbitrairement,  et  trouver  les 
limites  entre  lesquelles  ce  rapport  doit  être  pris. 


SECONDE   MODERNE. 

I.  Etant  donné  un  demi-cercle  de  diamètre  AOB,  on  mène 
la  tangente  en  B  et  la  droite  AMN,  qui  rencontre  la  courbe 
en  M  et  la  tangente  en  N.  Galculer  l'angle  que  doit  faire  AM 
avec  AB,  de  sorte  que,  en  faisant  tourner  la  figure  autour  de  AB, 
le  double  du  volume  engendré  par  le  triangle  AMB  soit  triple 
du  volume  engendré  par  le  triangle  MNB. 

Gonstruire,  au  moyen  de  la  règle  et  du  compas,  la  sécante 
qui  répond  à  la  question. 

II.  Ayant  tiré  la  ligne  de  terre  parallèlement  à  l'une  des  di- 
mensions de  la  feuille,  on  prend  un  point  «,  arbitraire  sur  la 
feuille,  par  lequel  on  trace  deux  droites  quelconques  :  sur 
l'une  on  met  les  lettres  D  et  E',  sur  l'autre  D'  et  E.  On  consi- 
dère la  pyramide  ayant  pour  sommet  un  point  quelconque  de 
la  ligne  de  terre  et  ayant  pour  base  l'un  des  losanges  construits 
sur  les  droites  dont  les  projections  horizontales  sont  D,  E,  et 
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les  |)rojcctions  verticales  D',  E',  avec  une  longueur  de  côté 
égale  à  la  hauteur  du  solide. 

On  coupe  cette  pyramide  par  le  plan  perpendiculaire  au  mi- 
lieu de  l'une  des  arêtes  latérales,  et  l'on  demande  les  projec- 
tions du  tronc  ainsi  déterminé. 

Les  faces  de  ce  solide  étant  opaques  (et  les  plans  de  projec- 
tion étant  transparents),  indiquer  la  ponctuation  de  ses  pro- 
jections. 

Figurer  l'ombre  propre  du  tronc,  en  suj)posant  les  rayons 
lumineux  perpendiculaires  au  losange  de  base  de  la  pyramide 
considérée. 

TROISIÈME    MODERNE. 

I.  Construire,  au  moyen  de  la  règle  et  du  compas,  le  déca- 
gone régulier  équivalent  à  un  triangle  dont  on  donne  les  côtés, 

II.  Trouver  la  fraction  équivalente  à 

821642 
■234468 

et  dans  laquelle  la  différence  des  termes  soit  i43. 

III.  Les  longueurs  des  côtés  du  triangle  ABC  étant  repré- 
sentées par  or,  b,  c,  calculer  le  produit  des  rayons  de  tous  les 
cercles  passant  par  deux  sommets  de  ce  triangle  et  tangents  à 
l'un  des  côtés. 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  SPECIALE  MILITAIRE 

m  1892. 


Calcul  logarithmique  (1  heure). 
Résoudre  un  triangle  connaissant 

a  =  789872,         b  =  807523;         A  =  77''33'2(/,6. 
On  ne  calculera  pas  la  surface. 
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Ma  th l'-m a  t />/  // es  (  •>.  h e n res  ) . 

I.  On  donne  nn  triangle  ABC  rectangle  en  A  et  les  perpen- 
(lirnlaires  en  B  et  G  au  plan  de  ce  triangle;  trouver  sur  ces 
perpendiculaires  d'un  même  coté  du  plan  ABC  les  points  B' 
et  G'  tels  que  l'angle  IV  A  G'  soit  égal  à  un  angle  donné  a  et 
que  l'aire  du  triangle  B'AG'  ait  une  valeur  donnée  K-. 

II.  On  prend  sur  les  côtés  BG,  GA,  AB  d'un  triangle  donné 
ABG  les  points  D,  E,  F  tels  qu'on  ait 

BD  _  GE   _  AF  _ 
bG  ""  lÏA  "  FB         ^" 

1°  Evaluer,  en  i"(>ncti<»n  de  l'aire  du  triangle  ABG  et  du  rap- 
port donné  K,  les  aires  des  triangles  A  FF,  BDF,  GED  et  DEF, 


puis  suivre  la  variation  de  l'aire  de  ce  triangle  DEF,  lorsque  K 
varie, 

2°  En  supposant  toujours  que  K  varie,  trouver  le  lieu  géo- 
métrique décrit  par  le  milieu  de  chaque  côté  du  triangle  DEF, 
et  montrer  que  le  centre  de  gravité  de  l'aire  de  ce  triangle 
reste  fixe. 

Géométrie  descriptive  (i  heures  et  demie). 

Un  tétraèdre  SABG  repose  par  sa  base  ABG  sur  le  plan  ho- 
rizontal; l'angle  trièdre  S  est  trirectangle;  les  côtés  de  la  base 
sont 

AB  =  209'"'",         BG  =  193'"""        et        AG  =  149'"'". 

AB  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre  (A  à  droite)  et  à  une  dis- 
tance de  cette  ligne  de  22'"'". 

Gonstruire  l'intersection  de  ce  tétraèdre  et  de  la  sphère  qui 
passe  par  le  point  S  et  par  les  milieux  des  côtés  du  trian- 
gle ABG. 
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Pour  la  imIm'  à  1  fiifie,  on   représciilcia  k-  solide  cijiiiiiiim  à 
la  s[)lière  et  au  l<'Lraèclre. 


AGREGATIOX  DES  SCIENCES  lliTIIÉMATIOlIES 
(CO^COllUS  HE  1891). 


PROGRAMMIi     I)!:S      QLKSTIOXS     l)  AN.VLVSI^     K T     DE     MECANIQUE 
1)011  SKIIV   TI»K   LE  SUJKT   d'UNK   DKS  COMPOSITIONS  ÉCRITES. 


.ina/yse. 

Ponctions  d'une  variable  complexe  :  fondions  uniformes, 
fonctions  non  uniformes.  Dérivée.  Inti'grales. 

Définition  et  étude  des  fonctions  élémentaires  e-,  L^;  sine. 
cosi;,  tangz,  cots;  arcsinz,  arccos^,  arc  tanj^xj,  arc  cot^. 

Intégrale  d'une  fonction  le  long  d'un  contour  donné  :  piMes  ; 
résidus;  points  singuliers  essentiels.  Périodes. 

Application  des  théorèmes  généraux  de  Gauchy  à  la  déter- 
mination des  intégrales  définies. 

Ouvrages  a  consulter  : 

Briot  et  Bouquet.  —  Théorie  des  foncLions  elliptiques. 

Bertiiaxd.  —  Traité  de  Calcul  différentiel  et  intégral . 

Jordan.  —  Cours  d'Analyse  de  l'École  Polytechnique. 

Hku.mite.  —  Cours  d'Analyse  professé  à  la  Faculté  des  Sciences 
de  Paris;  Y  édilion.  Leçons  ^  I,  VIT,  VIII. 

Picard.  —  Traité  d'Analyse,  t.  II,  Chap.  V,  Scct.  I,  II,  III; 
Chap.  VI,  Sect.  I;  Chap.  VIII,  Sect.  I,  II. 

Mécanique. 

Mouvement  d'un  corps  solide  autour  dun  point  fixe. 

Outre  cette  question  qui  fait  partie  du  cours  de  la  licence, 
les  candidats  devront  étudier  les  Notes  XVII  et  XVHl  insérées 
par  AJ.  Darboux  dans  le  Traité  de  Mécanique  de  Despev- 
uous. 

Nota.  —  Les  candidats  sont  invites  à  s'exercer  à  la  résolution  des 
problèmes  do  iMccanique  on  tenant  compte  du  frotl ornent  et  du 
glissemcnl. 
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SUJETS    1)12    LEÇONS. 

I.  —  Mathématiques  élémentaires. 

1.  Plus  grand  commun  diviseur  et  plus  petit  multiple  com- 
mun de  deux  ou  plusieurs  nombres.  (On  n'emploiera  pas  la  dé- 
composition en  facteurs  premiers.) 

2.  Première  leçon  sur  les  nombres  premiers. 

3.  Racine  carrée.  Racine  carrée  d'un  nombre  à   moins  de  i, 

a  moins  de  -  • 
II 

4.  Polygones  réguliers,  convexes  et  concaves. 

5.  Calcul  de  iz  par  la  méthode  des  isopérimètres.  Exposer 
sommairement  les  autres  méthodes  élémentaires  permettant  de 
résoudre  la  même  question  et  les  comparer  à  la  méthode  des 
isopérimètres. 

6.  Transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques.  Appli- 
cations. 

7.  Figures  symétriques. 

8.  Figures  homothétiqucs  dans  l'espace.  Centre  d'homo- 
thétie.  Axe  d'homothétie.  Plan  d'homothétie.  Application  à  un 
système  de  quatre  sphères. 

9.  Division  et  faisceaux  en  involution. 

10.  Sphères  tangentes  à  quatre  plans. 

11.  Propriétés  générales  des  polyèdres.  Théorème  d'Euler; 
applications.  Nombre  des  conditions  nécessaires  pour  déter- 
miner un  polyèdre. 

12.  Pôle  et  polaire  par  rapport  à  un  cercle  tracé  sur  une 
sphère.  Axe  radical  de  deux  cercles,  centre  radical  de  trois 
cercles  tracés  sur  une  sphère.  Applications. 

13.  Démontrer  que  toute  section  plane  d'un  cône  à  base 
circulaire  peut  être  considérée  comme  le  lieu  des  points  d'in- 
tersection des  rayons  homologues  de  deux  faisceaux  homogra- 
phiques.  Réciproque.  Application  à  la  démonstration  de  quel- 
ques propriétés  des  coniques.  (Consulter  les  Ouvrages  suivants  : 
Chasles,  Traité  des  Coniques;  RoucHÉ  et  de  Comberousse, 
Traité  de  Géométrie.) 

14.  Premières  leçons  d'Algèbre  :  introduction  des  nombres 
négatifs  en  Algèbre;  opérations  sur  ces  nombres. 

lo.    Décomposition  du   trinôme  x'* -\- p x^ -\- q  en  un  produit 
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(le  facteurs  réels  du   second  degré;  ap|)lication  à  la  résolution 
de   l'équation   bicarrée.  (On  ne   supposera  pas    que  l'équation 
bicarrée  ait  été  déjà  résolue  par  une  autre  méthode.) 

16.  Variation  du  quotient  de  deux  trinômes  du  second  de- 
gré; représentation  graphique.  Exemples  numériques. 

17.  Maximum  d'un  produit  de  facteurs  positifs  variables 
dont  la  somme  est  constante.  Applications. 

18.  Théorème  des  projections.  Etablir  les  formules  relatives 
à  l'addition  des  arcs. 

19.  Vitesse  dans  le  mouvement  uniforme  et  dans  le  mouve- 
ment varié.  Etude  du  mouvement  uniformément  varié. 

20.  Composition  des  mouvements.  Composition  des  vitesses. 
Composition  de  deux  mouvements  rectiligncs  et  uniformément 
variés. 

21.  Théorie  des  couples.  Réduction  à  une  force  et  à  un 
couple  d'un  système  de  forces  appliquées  à  un  corps  solide. 
Conditions  d'équilibre. 

22.  Equilibre  d'un  corps  pesant  sur  un  plan  incliné  dépoli, 
en  supposant  le  corps  soumis  à  l'action  d'une  force  passant 
par  son  centre  de  gravité  et  située  dans  un  plan  vertical  per- 
pendiculaire au  plan  incliné. 

23.  Balances  :  balance  ordinaire,  balance  romaine,  balance 
de  Roberval. 

24.  Transformation  d'un  mouvement  circulaire  en  un  mou- 
vement rectiligne.  Appareils  qui  réalisent  exactement  ou  ap- 
proximativement cette  transformation. 

25.  Définition  et  détermination  de  la  longitude  et  de  la 
latitude  d'un  point  du  globe  terrestre. 

26.  Cartes  géographiques. 

27.  Méthode  des  rabattements,  des  changements  de  plans, 
des  rotations  en  Géométrie  descriptive.  Application. 

28.  Premières  leçons  de  perspective. 

II.  —  Mathématiques  spéciales. 

1.  Première  leçon  sur  les  déterminants. 

2.  Résolution  d'un  système  de  n  équations  du  premier  degré 
à  p  inconnues. 

3.  Décomposition  d'une  fonction  homogène  du  second  degré 
de  n  variables  en  une  somme  de  carrés  de  fonctions  linéaires 
homogènes  des   mômes   variables.  En  supposant  ces  fonctions 

Ann.de  Mathémat.,^' série,  t.  XII.  (Décembre  iSgS.);      36 
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linéaires  indcpcndantes,  trouver  les  conditions  nécessaires  et 
suffisantes  pour  que  le  nombre  des  carrés  se  réduise  à  n  — p. 

4.  Fractions  continues  illimitées;  fractions  continues  pério- 
diques; développement  des  irrationnelles  du  second  degré  en 
fractions  continues. 

5.  Première  leçon  sur  les  séries. 

6.  Définition  et  étude  de  la  fonction  a^  pour  une  valeur  po- 
sitive de  a. 

7.  Série  de  Taylor.  Application  au  développement  de 
arc  tang.r  en  série.  Calcul  de  ti. 

8.  Application  de  la  théorie  des  dérivées  à  l'étude  des  varia- 
tions d'une  fonction  d'une  seule  variable.  Exemples. 

9.  Définition  de  l'intégrale  définie.  Exemples. 

10.  Élimination  d'une  inconnue  entre  deux  équations  algé- 
briques, entières,  rationnelles. 

H,  Calcul  des  fonctions  symétriques  des  racines  d'une 
équation  algébrique. 

12.  Transformation  d'une  équation  algébrique  dans  le  cas 
où  chaque  racine  de  l'équation  cherchée  doit  être  une  fonction 
rationnelle  d'une  ou  de  deux  racines  de  l'équation  donnée. 
Exemples. 

13.  Théorème  de  Rolle.  Applications. 
14f.   Théorème  de  Sturm.  Applications. 

15.  Méthode  de  M.  Hermite  pour  déterminer  le  nombre  des 
racines  réelles  d'une  équation  algébrique  qui  sont  comprises 
entre  deux  limites  données.  (Consulter  le  Cours  d'Algèbre 
supérieure  de  Serret,  t.  I,  4^  édit.,  p.  985.) 

16.  Résolution  algébrique  de  l'équation  du  quatrième  degré. 

17.  Recherche  de  l'équation  d'un  lieu  géométrique  (Géomé- 
trie plane).  Exemples. 

18.  Étude  d'une  courbe  algébrique  dans  le  voisinage  d'un 
de  ses  points. 

19.  Asymptotes  d'une  courbe  définie  par  son  équation  en 
coordonnées  rectilignes.  (Première  leçon.) 

20.  Recherche  des  sécantes  communes  à  deux  coniques. 
Application  à  la  détermination  du  nombre  de  points  réels  ou 
imaginaires  communs  à  ces  courbes. 

21.  Équation  du  plan  tangent  à  une  surface  définie  par  les 
équations  x  =  f(u,v),  y  =  cp(w,  p),  z  =  '^{u,  v).  Application 
aux  surfaces  réglées. 


f 
i 
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22.  Figures  polaires  réciproques.  Cas  où  la  conique  direc- 
trice est  un  cercle.  Applications. 

23.  Classification  des  quadriques. 

24.  Etude  algébrique  de  l'équation  en  S. 

25.  Un  plan  P  coupe  une  quadrique  suivant  une  conique  à 
centre;  former  les  équations  des  axes  de  cette  conique  et  cal- 
culer les  longueurs  de  ces  axes.  (On  supposera  que  la  qua- 
drique est  rapportée  à  des  axes  rectangulaires  quelconques.) 

26.  Intersection  de  deux  quadriques  dans  le  cas  où  cette 
ligne  se  décompose. 

27.  Définition  et  détermination  des  foyers  d'une  quadrique. 
Propriétés  principales. 

28.  Intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre  dans  le  cas  où  la 
section  a  des  branches  infinies.  (Géométrie  descriptive.) 
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45.  Théorème  —  Si  un  point  0(a[^Y)  décrit  la 
droite  fixe  X(X[jiv),  et  si  O^  (ol^  p^  yi  )  est  le  point  har- 
moniquenient  associé  à  X,  la  droite  Xi  (À,  [jt.<v,),  har- 
moniquement  associée  à  O,  enveloppe  la  conique  in- 
scrite 

^-^^  =1 
X,       pi        ■ 

En  effet,  le  point  O  appartenant  à  X,  on  a 

}_  .  p 

OU 


=  I. 

1^ 


-X       -p 

! =  I, 

—  a        —  (X 


(')  Voir  même  Tome,  p.  36o. 


V 
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et,  par  suite, 

équation   qui  exprime   que  X,   est  une  tangente  à  la 
conique  inscrite  que  cette  équation  représente. 

•46.  Application.    —   Construire  la  quatrième  tan- 
gente commune  à  deux  coniques  inscrites. 
Soient  les  coniques  inscrites 

a          fi.  ai  fx 

—   -A-  —  ■=.    \  —    -4-  -i—    =  I . 

X  ^  p        '         X  ^  Pi 

Si  Y( —  a,  —  Pî  —  y)  t3t  Yi  ( —  a,,  —  p<,  —  yi  )  sont 
les  droites  harmoniquement  associées  aux  points 
0(a[iY)  et  0<(a,p<y,  ),  la  droite  X(X{jlv),  harmoni- 
quement associée  au  point  de  rencontre  w  des  droites 
Y  et  Yj  sera  la  tangente  commune  cherchée. 

47.  Théorîeme.  —  Si  une  droite  X()v[jlv)  tourne  au- 
tour d'un  point  fixe  O(aPY)  et  si  Xi  Çk^  jJ^i  v<)  est  la 
droite  harnioniq uem.ent  associée  à  O,  le  point 
^\{^\^\^\)-)  harmoniquement  associé  à  X,  décrit  la 
conique  circonscrite 


On  a,  en  effet, 


ou 


et,  par  suite, 


^  +  &' =., 


a  \K 


-X        -^ 

h  —  -  =  I 

—  a         —  {JL 
°^  _i_  lil  — 

Xi  "^p,  -■'■ 
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équation  qui  exprime  que  le  point  Oj   appartient  à  la 
conique  circonscrite  que  cette  équation  représente. 

48.  Application.  —  Trouver  le  quatrième  point  de 
rencontre  de  deux  coniques  circonscrites. 

Soient  les  coniques  circonscrites 

au.  a  rxi 

Si  0(— À,  —[X,  — v)  et  0,(— A,,  —  |J-M  —  ^^0 
sont  les  points  harmoniquement  associés  aux  droites 
X()^jj.v)  et  Xi  (1,  jj-i  V,  ),  le  point  co,  liarmonicjuement 
associé  à  la  droite  OOi ,  sera  le  quatrième  point  de  ren- 
contre des  deux  coniques. 

49.  Problème.  —  Etant  donnés  cinq  points  d'une 
conique,  mener  avec  la  règle,  les  tangentes  en  ces 
points,  et  trouver  d'autres  points  de  la  courbe. 

Soit  la  conique  ABGDE. 

Si  O  est  le  point  de  rencontre  des  droites  X  et  Y, 
harmoniquement  associées  aux  points  O  et  E,  par  rap- 
port au  triangle  ABC,  et  si  une  droite  p  tourne  autour 
deO,  le  point  w,  harmoniquement  associé  à  o,  décrira 
la  conique. 

De  plus,  si  Z(l[Ji.v)  est  la  droite  harmoniquement 
associée  à  O,  les  tangentes  en  A,  B,  C  seront  les 
droites  AX,  B|jl,  Cv. 

50.  Problème.  —  Etant  données  cinq  tangentes 
d'une  conique,  trouver  les  points  de  contact  et  con- 
struire d'autres  tangentes. 

Soit  la  conique  tangente  aux  droites  a^  h,  c,  d^  e. 
Si  X  est  la  droite  qui   joint  les  points  O  et  0|,  ha^- 


{  So6  ) 

moniquemeiil  associés  aux  droites  d  ot  e?,  par  rapport 
au  triangle  abc,  et  si  un  point  o)  décrit  la  droite  X,  la 
droite  p  associée  liarmoniquement  à  co,  enveloppera  la 
conique. 

De  plus,  si  02(apY)  est   le  point  harmoniquement 
associé  à  X,  la  conique  touchera  «,  b^  c  en  a,  p,  y. 

51.   Théorème.  —  Silon  joint  un  point  O(aPy)  de 
la  conique  circonscrite 


aux  points  X,  [jl,  v  y^a/'  les  droites  Y  Çk^i  V2),  Z()^2  P-'^'O^ 
U()v,  [JI2  v),  o7^  at£7*«  deux  droites  \^(\^lk^^^)  et 
X2(X2U2V2)  enveloppant  les  cubiques 


+  -=3, 


A2 

X 


1^^  +  :^  =  3, 
ja  V 


inscrites  à  ABC. 


Si,  en  effet,  on  écrit  que  les  droites  Y,  Z,  U  passent 
par  le  point  O  de  la  conique,  on  trouve 


i>- 


OL\X. 

T 


1  -  — 

Ao    —    » 


[^1    = 
[^2  = 


Y 


On  a  donc 


Xi[AlVi    r=  I, 

et,  par  suite,  les  droites 

Xi(Xi{XiVi), 


X2[^2V2   =  I7 


X2(X2li.2V2). 


D'ailleurs,  en  s'aidant  des  équations  de  la  conique, 
on  a 


r^      =  0. 


(    So-    ) 
Les  droites  X,  et  X^  sont  doue  tangentes  aux  cubi- 
ques que  ces  équations  représentent. 

52.  Théorème.    —    Si    l'on     mène    une    tangente 
X()v{ji.v)  à  la  conique  inscrite 

a        IX 

coupant  les  droites  Aol^  Bj^,  Cy  aux  points  1(^3,  Vo), 
H(a2[^Y0^  K(a,  j^sY),  Ifis  points  0,(a,3,yO  et 
02{^2^2'^2)  décriront  les  cubiques 

21  +  |h-Ï1=3,  ^  +  1-^1=3, 

a         P         T  ^2        P2        T2 

circonscrites  à  ABC. 

Si,  en  effet,  on  écrit  que  les  points  1,  H,  K  appar- 
tiennent à  la  tangente  X,  on  trouve 

(a,_-,  h--J^  ^2--- 

On  a  donc 

aiPiTi=  — I,         2C2P2T2  =  — '» 
et,  par  suite,  les  points 

Oi(ai^,Yi)     et     02(a2P2T2)- 
D'ailleurs,  en  s'aidant  des  équations  de  la  conique, 


on  a 


i:ft)=--  la)-- 


Les.  points  O,  et  O2  décrivent  donc  les  cubi(jues  que 
ces  équations  représentent. 


\/ 
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53.  Théorème.  —  Si  trois  triangles  sont  placés  de 
telle  sorte  que  chacun  d'eux  soit  inscrit  dans  l'un  des 
deux  autres  et  circonscrit  au  troisième,  et  si  de  plus 
deux  d^ entre  eux  sont  homo logiques,  ils  le  sont  tous 
les  trois  deux  à  deux  et  le  centre  d'homologie  de 
deux  quelconques  d'entre  eux  appartient  à  V axe  d'ho- 
mologie du  troisième  et  de  celui  des  deux  premiers 
qui  est  inscrit  dans  l^ autre.  La  conique  inscrite  dans 
chacun  de  ces  Unangles  aux  sommets  du  triangle  in-^ 
scrit  touche  V axe  d'homologie  du  premier  de  ces 
triangles  et  du  troisième  au  centre  que  cet  axe  con- 
tient. 

Soit  le  point  0(a|3Y).  Menons  AX  qui  coupe  ay  enBi 
et  afi  en  Ci .  On  a 


Bi,     X, 

Cl,       A, 


P(a->) 
\ 

[i(X-a) 


P(X-a)^ 


A  '         ^{'X  —  'k) 

Les  droites  B(^i  et  B<  G  se  coupent  au  point 

^       p(X-a)  I 


Al, 


X 


'      ?(X-a)' 

qui  appartient  à  py,  et  les  trois  triangles  ABC,  a^y  et 
Al  B<  Cl  sont  placés  comme  l'indique  l'énoncé. 
Les  droites  AA<,  BBi,  CG,  se  coupent  au  point 

P(a  — X)  I 


O,,     -X, 
qui  appartient  à  la  droite 


P(a-X) 


X(-a,  -[â,  -Y). 
et  l'on  a  les  systèmes  homologiques 


(centre  0) 


ABC 

a      JB      Y 


(axe  X),         Oi 


!   A      B      G 

A,     B,     Cl 


X, 


(  ^^>9  ) 
Les  cooidonuécs  de  l'axe  X,  sont,  d'ailleuis, 


X,  : 

Comme  on  a 


X         '      P(X-a) 


Aia  : 
B,p: 
G,  Y  : 


{3(X-a)  X-i- 


2X 


a. 


Xh-  a  a|i(X  —  gj 


gX  p  (  X  —  2  a) 

2g  —  X  X 


p(2X-a) 


T' 


les  droites  A|a,  Bi  p,  Ciy  sont  concourantes  au  point 


X2        p(X  — a)2  —g 

a  X2  |i(X  — g)2 


qui  appartient  à  X, . 

On  a  alors  le  système  liomologique 


O, 


A,     Bi     Cl 

a       |3       Y 


X, 


Si  l'on  appelle  I,  H,  K  les  points  (BiCj,  py), 
(Al  Cl,  ay),  (Al  Bi,  a^),  qui  fixent  l'axe  Xo,  on  a,  pour 
leurs  coordonnées, 


f  : 

X, 

H  : 

gX 
2X  —  a 

K  : 

2a  —  X 

[i(A-+-g) 

—  I 

X          ' 
p(X-g) 

X        ' 
p(X-a) 

P(X-i-a)' 

Y(2X  —  a) 

X-g 

1 

X—  2a  |3(X  —  g) 


et,  par  suite, 


a- 
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PX  -_y(X-a') 


X        X  —  a 


Le  point  O  appartient  donc  à  X2. 
La  conique  inscrite  à  ABC  en  a,  [^,  y  a  pour  équa- 
tion, en  coordonnées  tangentielles, 

X,^   P         ' 
les  coordonnées  du  point  de  contact  étant 

X|         jaf        Vf 

a  p         Y 

Or  la  droite  X,  satisfait  à  cette  équation  et  O2  est  le 
point  de  contact. 

Il  résulte  d'ailleurs  de  la  position  symétrique  des 
trois  triangles  qu'il  doit  y  avoir  : 

Une  seconde  conique  touchant  les  côtés  de  A^  Bi  Ci 
en  A,  B,  C  et  la  droite  X2  en  O  ^ 

Une  troisième  conique  touchant  les  côtés  de  a^y  en 
Al ,  Bi ,  C|  et  la  droite  X  en  0^ . 

Remarque.  —  Si  O  est  le  centre  de  gravité  de  ABC, 
la  droite  X  passe  à  l'infini,  et  la  troisième  conique  est 
une  parabole. 

54.  Théorème.  —  Si  les  perpendiculaires  abaissées 
d'un  point  donné  0(a[^y),  sur  les  droites  Oi  A,  OiB, 
OiC  coupent  les  côtés  BC,  CA,  AB  en  trois  points 
situés  sur  une  droite  X(XjJiv),  le  lieu  géométrique  du 
point  Oi(aiPiy,)  est  {avec  la  droite  à  V infini)  la 
conique  passant  par  les  points  A,  B,  C,  O,  et  Vortho- 


(  5.1   ) 
centre  0'(a'  fi' y')  de  ABC,  et  V enveloppe  de  la  droite  X 
est  une  parabole  inscrite  à  ABC. 

Posons,  pour  abréger, 

P  =  ^c  cos  A -h  a  cosG, 
Q  =  Y«  cosB  H-  b  cos  A, 
R  =  aô  cosC -+•  ccosB, 

P'  =  ^c  —  a  cosB, 

(43)  \   Q'  =  Y«  —  6cosC, 
R'  =  a6  —  c  cos  A, 

Pi  =  b  —  Y^  cos  G, 
Qi=  c  —  a  6  cos  A, 
Rj  =  a  —  Pc  cosB. 

D'où  les  égalités 

(cP'  — a6P)-+-  (aR  — 3cQi)  =  o, 

(44)  i  (aQ'-pcQ)  +  (6P-YaRi)  =  o, 
(^>R'  — Y«R)-H(cQ  — a6Pi)  =  o, 
R'  =  a(YPH-Pi), 

(45)  {  P'  =  P(aQ+QO, 

Q'=Y(R  +  Ri). 
(  a(QR_Q'Q,)  =  6(QR'+P,Qi), 

(46)  .  6(PR  —  R'Ri)  =  c(RP'-i-QiRi), 

(  c(PQ-P'Pi)=a(PQ'+PiRi), 
bV  =:cP'H-aRi, 
cQ==aQ'+6P,, 

(47)  /     «R  =  ^R'+cQi, 

1  PQR  =:  P'Q'R'-+-PiQ,  H, 
f  +PQ'Qi  +  QR'R,4-RP'P„ 

P-R'_^PQ^   _  g(PQ'-f-QR,)  _  Q^R^-+-  RP, 
sinA  sinB  y^'"^^ 

(48)  {  _  PiQi  +  QR^  QiR,+  KP'   ^  a(  P,  R,-i- PQ) 
Y  si  II  A  sinB  sinC 
4p-(a[3  —  a -h  i)  sin  A  sin  B  siii  C  , 

p  étant  le  rayon  du  cercle  ABC. 
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En  écrivant  que  la  droite  OX  doit  passer  par  O  et 
être  perpendiculaire  à  0,A(aiooo),  et  procédant  de 
même  pour  O  [ji  et  Ov,  on  aura  (4)  et  (aS) 


px 


cP'  — ai6P 


(49) 


cQ  —  aibFi 
b  V  —  Yi  a  Kl 


Pour  que  les  points  X,  |j.,  v  soient  en  ligne  droite,  il 
faut  queX|jLV  =  i ,  ou,  en  utilisant  les  égalités  (46)  et  (4 7), 

^>2p[c(n-aiPi)(QR'-t-  PiQi)  —  aia(Q'R'+PiR)] 
+  c2Q[a(i+[3,YO(RP'-f-QiRi)-pi^^(P'R'+PQi)] 
+  a2R[^,(i^aiYi)(PQ'+PiRi)-Tic(P'Q'  +  QRi)]  =  o^ 

ou  (48) 

(5o)  (aP  — a-4-i)(a,  Pi— ai-t-i)  l n- «i  +  ^  H- «cQ  j  =0. 

Cette  condition  sera  remplie  si 

-h  P  =  f  ou  h  Pi  =  I, 


c'est-à-dire  (5)  si  Tun  des  points  O  et  O,  est  à  l'infini, 
quelle  que  soit  la  position  de  l'autre. 

En  écartant  ce  cas  particulier,  \\vj  sera  une  droite  si 
le  point  variable  0\  est  lié  au  point  fixe  O  par  l'équa- 
tion 


(5i) 


bV  aR 

_ai+  —  +acQ  =  o. 


Cette  équation  se  réduit  à  une  identité  si 
P  =  Q  =  R  z=  o, 


c'est-à-dire  si  O  se  confond  avec  O'. 


./ 


{ ^'-i  ) 

L'écjualion  (5i),  mise  sous  la  (orme 

ô"  (  c  cos  B  -f-  oLib  cos  C  )  —  a  />  (c  cos  A  h-  7-  cos  C  | 

-4-  c  (  aj  6  cos  A  —  r—  cosB  j  —  o, 

nous  montre  qu'elle  serait  satisfaite  si  O,  se  confondait 
avec  O'. 

L'équation  (5i)  peut  encore  s'écrire 

(oc  —  ai)  cotA  -h  ôô"  (P  ~  Pi)  cotB  +  aai(a  —  a^)  col  G  =  o, 

et  se  trouve  vérifiée  si  O,  se  porte  en  O. 

De  plus,  comme  les  points  O  et  O,  y  entrent  symétri- 
quement, les  perpendiculaires  abaissées  de  Oi  surOA, 
OB,  OC  doivent  couper  BG,  CA,  AB  en  trois  points 
aussi  en  ligne  droite. 

En  résumé,  si  O  n'est  ni  l'orLliocentre  ni  à  l'infini, 
sur  toute  droite  L  passant  par  O,  il  existe  trois  points 
pour  lesquels  Xuiv  est  une  droite  :  le  point  O  lui-même, 
le  point  à  l'infini  sur  L  et  un  troisième  lié  à  O  par 
l'équation  (5i). 

Cherclions  le  lieu  que  cette  équation  représente. 

En  posant 

cQ  —aR  bP 


Y6P'  ^'~    acQ   '  '  [iair 

d'où 

X,}X,V,  ——I, 

l'équation  (5i)  prendra  la  forme 

Elle  représente  donc  (4  0  une  conique  tangente  en  A, 
B,  C  aux  droites  AX,,  B(i.,,  Gv,  et  passant  par  O  et  O. 
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D'aprt's  (49)^  la  droite  X,(X,  {Jivi)  est  liarmonique- 
meiit  associée  au  point  de  rencontre  to  des  droites 


et 


qui  sont    elles-mêmes  harmoniquement    associées  aux 
points  O  et  O'. 

Cette  droite  X,  (46)  est  la  quatrième  tangente  com- 
mune aux  coniques  inscrites  à  ABC  en  a,  p,  y  et  a', 

P',  y'. 

Cherchons  maintenant  l'enveloppe  de  X. 
Les  relations  (49)  donnent 

p»  -  6  P  _  [ÎX  P,  ' 

)  ft      ^  Q'— ï^^ 

1    r  c    Q  — Yf^Qi 


Ti 


b   R'— avP 


a  R  —  av  Ri 


Portant  ces  valeurs  dans  (5i)  et  développant  à  l'aide 
de  (45),  on  aura 

|(P'Q'  +  QRi)  +  XpQ(Q'R'+PiR)— ?^^(P'R'+PQO  =  o, 


ou  (48) 


(«p  -  a  +  I)  ("- èP -I- X^cQ -f- ^^1^) 


=  o. 


Avec 


+  Mï. 


le  point  O  serait  à  l'infini,  et  X  resterait  indéterminée. 
En  écartant  ce  cas,  on  doit  avoir 


(52) 


6P  +  XpcQ+^^^=.o. 
a 


(  -^'5  ) 
Celte  équation  devient  identique  si  P  r:^  Q  :::=  R  =  o, 
ou  si  O  se  confond  avec  O'. 
Si  l'on  pose 

""'^f^'       ^'-^r'       ^('-^û7î>' 

d'où 

«2^2  72  =  —  I» 

l'équation  (52)  prendra  la  forme 

c'est-à-dire  (43)  que  l'enveloppe  de  X  est  une  conique 
tangente  aux  côtés  <7,  ^,  c  en  a2,  ,62,  Y2- 

Cette  conique  est,  d'ailleurs,  une  parabole,  car  son 
équation  (62)  est  vérifiée  par  X=tjL=:v=:i,  puisqu'elle 
se  réduit  à  l'identité 

aR  =  a(/;P-pcQ). 

Quand  le  point  O,  se  porte  en  O,  la  droite  X  devient 

cP'—abP  gQ^— pcQ  bR'-yaK 

^'      [i(cQ-a6Pi)'     Y(«^— ^cQi)'     a(6P  — Y«Hi' 

et  cette  droite  est  tangente  à  la  parabole. 

D'après  (5o),  si  C( —  i ,  — i ,  —  i)  et  C|  sont  les  points 
liarmoniquement  associés  à  la  droite  à  l'infini  et  à  Xo, 
le  point  02(01.2^2^2)  sera  liarmoniquement  associé 
à  CCi- 

Ce  point  O2  (48)  est  le  quatrième  point  de  rencontre 
des  coniques  circonscrites  à  ABC,  selon  la  droite  à  l'in- 
fini et  X2. 

54.  Problème.  — •  Etant  données  les  coordonnées 
normales  dUin  point  0(xj  z),  trouver  celles  du  point 
isogonal  Oi{Xi'yi  Zi). 


(5«6) 

Si  a',  jîi'.  y'  sont  les  coordonnées  angulaires  de  O,  on 
,■,(5) 


Z 


X 


X 


Pour  le  point  0<,  on  a 


a'         z,'           <^'        xC          i 

—  ^ 

y\ 

d'où 

^^1  =yy^  =  zz^. 

et  comme 

«a?!  -h  by^  H-  c^i  =  2S, 

on  aura 

'2  S 

\ 

X        y 

c 

+-  - 

z 

Si  o  appartient  au  cercle  circonscrit,  le  dénominateur 
est  nul  (21),  et  0\  est  à  l'infini. 

55.  Théorème.  —  Si  un  point  0[ct!^'^')  décrit  une 
droite  X(X'|jl\'),  le  point  Oi  (a'^  p',  y',  ),  isogonal 
de  O,  décrit  la  conique  circonscrite  à  ABC  seloji  la 
droite  X,  (X'^  [a',  v'^  ),  isogonale  de  X. 

On  a,  en  effet,  en  coordonnées  angulaires  (4), 


V  ^  F  =  " 


ou 

(54) 


II        I       [    _ 


-r  H-  ^   =1, 


Donc  Oi  décrit  la  conique  que  cette  équation  repré- 
sente en  coordonnées  ponctuelles  et  angulaires  (43)- 
Si  X  passe  à  l'infini 


V  — 


,  a 

c 


a 


(  5-7  ) 
eiréqualion,  (jui  devient 


01  '^ 

<7[ij  H -4-  c  =  O, 


est  celle  du  cercle  circonscrit  (21). 

56.  Théorème.  — Si  une  droite\Ç/!  jJi'v')  tourne  au- 
tour d'un  point  fixe  O  (a'  j^'y') ,  la  droite  X,  (X'^  |jl'^  v',), 
isogonale  de  X,  enveloppe  la  conique  inscrite  à  ABC 
selon  le  point  Oi  (a'^  ^\  y'^  ),  isogonal  de  O. 

Mètne  démonstration.  La  droite  X<  enveloppe  ici  la 
conique  inscrite  que  l'équation  (5^)  représente  en  coor- 
données tangentielles  et  angulaires. 

Si  O  est  le  centre  de  giavité, 

^'_  ^  ft'_«  ,/_  ^ 

o  ^        c  '        « 

et  l'équation  devient 


b    ^   li\   ~    ' 


Dans  ce  cas,  O^  est  le  point  de  Leinoine. 

57.  Équation  en  cooidonnees  tangentielles  de  la  co- 
nique circonscrite.  —  Soil  la  conique 

a         u. 

circonscrite  à  ABC  selon  la  droite  X(A!jlv). 
Coupons-la  par  la  droite  X,  (A|  a,  v,  ) 

a  (i., 

Ànn.  de  Mathémat.,  3«  série,  t.  XII.  (  Ucccmbre  1893.)        oy 


(  5i8  ) 
L'ôliininalioji  de  p  cuire  ces  deux  équations  donne 

a2_  /x  +  À,  -  ^-^\  oL  -h  ÀX,  =  o. 
Les  racines  de  cette  é(|ualion  sont  égales  si 

(55)  A +Xi—  ?^y_4XXi  =0, 

d'où 

a  =±  /XXi. 

On  voit  parla  que  si  XTest  la  seconde  tangente  issue 
de  );,  la  droite  AT  rencontre  BG  au  point  —  )^,  conju- 
gué harmonique  de  X  sur  BC. 

L'équation  (55)  est  en  coordonnées  tangentielles 
celle  de  la  conique  circonscrite,  et  les  coordonnées  de 
la  tangente  X,  (X,  p^jV,)  au  point  O(ajBY)  sont 

a'^        p2        y'- 

__ ,     —  >      — 

X  [A  V 

08.  Si,  au  théorème  51,  on  cherche  le  point  de  ren- 
contre O,  (a,  p,  y,  )  des  droites  X<  et  Xo,  on  trouve 

«2  R2  y2 

(5G)  ai=--,  p,  =_i-,  71=--^. 

Or,  si  X3()v3  UI3V3)  est  la  tangente  à  la  conique  au 
point  O,  on  a  (5^) 

.  a2  p  Y' 

>^3    =    T-  '  !-'-3   =    —  '  ^3    =    —  • 

X  [J-  ^' 

Donc,  quand  le  point  O  décrit  la  conique,  le  point  O, 
demeure  harnjoniquenient  associé  à  la  tangente  X3  au 
point  mohile. 

Si  l'on  appelle  0'(a'  j^'y')  le  point  harnioniquement 
associé  à  X(X|jiv),  le  lieu  du  point  O,  s'obtiendra 
en    portant  dans   l'équation  de   la   conique  les  valeurs 


(  3'9  ) 
de  a  el  do  jj  fouriiicîs  par  (;^G).  On  Iroiivc  ainsi  la  fjuar- 
liqiie 

(57)  ±^:i±^^:  =  ,. 


Si  la  droite  X  passe  rà  l'infini,  on  aura  la  solution  de 
la  cjuestion  lil9,  proposée  pai-  M.  Ponjade  dans  les 
NouK^elles  Annales  et  résolue  par  M.  Barisicn  (octobre 
i8y3,  p,  55*). 

59.  De  même,  si,  au  théorème  o2,  on  cherche  la 
droite  O,  O2,  soit  X,  (X,  |jl,  v,  ),  0:1  trouve 

.  X2  ^i  ,,2 

A,  = ,  [-'•I  = Q-'  "'i  = —     -• 

a  p  Y 

Or,  si  O3  (a3,  p3,  ya)  est  le  point  de  contact  de  la  tan- 
gente X  à  la  conique,  on  a  (3g) 

Donc,  quand  la  tangente  X  se  meut,  la  droite  X,  de- 
meure harmoniquement  associée  au  point  de  con- 
tact O3. 

Si  l'on  appelle  X'(a'ui'v')  la  droite  harmoniquement 
associée  au  point  0(aj3Y),  la  droite  X|  enveloppera 
la  quartique 


(59) 


\/l  -  v/i 


-  :±:  l  /   H-  —  I . 


dont   l'équation   s'obticmt  en  portant  dans   celle  de  la 
conique  les  valeurs  de  \  et  de  ti.  fournies  par  (58). 


(  5'io  ) 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ECOLE  CENTRALE  EN  1893 

(DEUXIÈME  SESSION). 

SOLUTION  DE  LA  OlIESTION  DE  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  (  M  ; 

Par  m.  AUDIBERT. 


1°  Les  deux  droites 

(i)  A(y  —  hy-^{x  —  ay- 


I  —  I 


de  dîreclion  —-=—  el ?  se  coupant  au  poiut  fixe 

y/- À  ^-l  ^  ^  ^ 

{a^h)  centre  commun  aux   coniques  A,  on  aura,   pour 

déterminer  les  coefficients  des  coniques  tangentes  à  l'axe 

des  x, 

ar2 H-  2 m xy  -f-  iDx  h-  i Ey  h-  D -  =  o, 

les  relations 

a  -h  mb  -f-  D  =  o, 
ma  —  \h  -\-  M  =  o  ; 

d'où  résultera  l'équation 

l  372  -h  2  nixy  —  \y-  —  'i (  a  -+-  mb ) x 

\  —  '>-{  '^^«  —  ^^  ^ )JK  -+-  </*  +  mby  =  o. 

On  voit  qu'elle  est  du  second  degié  en  m;  on  en  con- 
clut que  par  chaque  [)oint  {oc^y)  du  plan  passent  deux 
coniques  A  réelles  ou  imaginaires. 

2°  En  particulier,  pour  celles  passant  par  le  point 
(o,  ^),  les  deux  paramètres   m'  et  m'^  seront  racines  de 

b-  m''-  —  o.aiq  —  b)m  -^  a-  —  ^f]  (  (J  —  'ib)r=  o. 


(')   Voir  l'énoncé  p.  352. 


(  '>'^>  ) 


Ou  i'Ai  lire 

(•2)     ni  -h  /Ai" 


•2  a{(/  —  h  ) 


m'„i"=^-   '^^^'^-"^^ 


62  62 

Les  polaires  de  l'origine  relatives  à  ces  deux  coniques 
ont  respectivement  pour  étpiations 

•À ( a  H-  m'  b)x  -^  ').{  ni  a  —  X 6 )y  —  ( a  4-  ni  b )-  =  o, 
•2  (  a  --h  ni'  b)x  -\-  'i[  m"  a  —  X6)^  —  (a-h  ni'  bf-  =  o. 

En  les  combinant  avec  (2),  on  éliminera  m' et  m'',  et, 
pour  déterminer  les  coordonnées  du  point  de  rencontre 
de  ces  deux  polaires,  on  aura  les  égalités 

bx  -^  a  y  =  q , 
lax  —  aX  by  =\q{f/  —  '?.b). 

Le  lieu  de  ces  points,  cjuand  on  fait  varier  </,  est  la  para- 
bole 

(P)  \{b  X  -^^  ay)-^  —  ■i.axia'^  -^  Ab^-)=  o. 

Quelle  que  soit  la  valeur  de  )^,  les  courbes  P  touclie- 


cty 


ront  l'axe  des  y  a  l'origine,  leurs  diamètres  auront   la 


—  b 


direction  fixe  -      )  et  celui  d'entre  eux  qui  est  coniu^jné 
à  cet  axe  demeure  invariable. 


(     522    ) 

3"  Cherchons  le  lien  des  points  de  contact  avec(P) 
des  tangentes  de  direction  r-y ,  \  étant  fixe,  a  et  b  va- 
riables, mais  liés  par  la  relation 

a  =pb^. 

Soient  X  et  j-  les  coordonnées  d'un  de  ces  points,  on 

aura 

X  (  b.r  -h  ar)b  —  a(  a-  -h  X  ^"'  )  _    a 
X  (  ^  j?  -{-  aj^  )a  \b 

L'élimination  de  a  et  d^i  h  (!ntre  les  hois  relations  qui 
précèdent  donne 


et,  en  posant 


r=± 


X  =  ipd, 

d  -\-  X      /     j 


X 


Rappelons  que  les  droites  (i)  ne  sont  réelles  qu'à  la 
condition  que  \  soit  négatif  et  faisons  X  =  —  X, ,  l'équa- 
tion 


y^± 


d  -4-  X 


v/X 


fv/ 


X 


X  —  d 


représentera  la  courbe  cherchée. 

Elle  a  un  nœud  au  point  ;^^  =  o,  x  =  —  <:/,  et  possède 
trois  asymptotes 


37  =  û?, 

Nota.  —  Solution  analogue  par  iM.  J.  Sala 


(  -^^3  ) 
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EXERCICES. 


QUESTIONS  mtOl'OSÉES. 


1649.  On  donne  une  ellipse;  on  prend  le  triangle  abc  formé 
par  les  deux  tangentes  ca,  cb  à  cette  courbe  et  par  la  corde  de 
contact  ab.  Sur  les  côtés  de  ce  triangle  comme  diamètres,  on 
décrit  des  sphères;  elles  se  coupent  en  deux  points,  réels  ou 
imaginaires  : 

1°  Quel  est  le  lieu  {m)  de  ces  points  lorsqu'on  déplace  ab 
parallèlement  à  la  même  direction; 

2°  Quel  est  le  lieu  des  lignes  {m)  lorsqu'on  fait  varier  la  di- 
rection de  ab  (i).  (Mannheim.) 

16o0.  Soient  S  une  surface  telle  que  les  lignes  de  courbure 
d'un  système  soient  circulaires,  (y)  l'un  de  ces  cercles  et  G 
le  sommet  du  cône  circonscrit  à  S  le  long  de  (y).  Démontrer 
que  la  trajectoire  du  point  G  est  normale  au  plan  déterminé 
par  ce  point  et  par  la  caractéristique  du  plan  du  cercle  (y). 

(Cauonnet.) 

1651.  Deux  permutations  des  n  premiers  nombres  sont  dites 
inverses  l'une  de  l'autre  lorsqu'elles  présentent  les  mêmes  élé- 
ments en  ordre  exactement  inverse;  elles  sont  dites  symé- 
triques l'une  de  l'autre  lorsque  la  somme  des  éléments  qui  y 
occupent  la  même  place  est  constamment  égale  à  Ai-f-i.  Dé- 
montrer que  la  probabilité,  pour  qu'une  permutation  prise  au 
hasard  parmi  les  permutations  des  n  premiers  nombres  soit 
telle  que  son  inverse  et  sa  symétrique  coïncident,  est  donnée 
par  la  formule 


i  étant  le  plus  grand  entier  impair  non  supérieur  à  n, 

(DÉSIRÉ  André.) 


(')  Voir  Laisant,  Recueil  de  problèmes  de  Géométrie  analy- 
tique à  deux  dimensions,  p.  \%\,  n"  7'21,  un  énoncé  plus  concis  de 
celte  même  question. 

I* 


(  ■■>■'  ) 

lOri^.  Trouver  tous  los  systèmes  de  quatre  uoiuhics  positifs 
a.  b,  c.  d  tels  que  les  dix  nombres 

n  -V-  b  —  I ,     a  -\-  c  —  I .     a  -\-  d  —  i , 
b  -\-  c  —  I,     b  -\-  d  —  I,     c  -h  d  —  i, 

•2  —  b  —  c  —  d^     1  —  c  —  d  —  a , 

•2  —  d  —  a  —  b^     1  —  a  —  b  —  c 

soient  les  inverses  de  nombres  entiers.  (Levavasseur.) 

1653.  G  étant  le  cercle  osculateur  en  un  point  M  d'une  para- 
bole, démontrer  géométriquement  que  le  foyer  divise  dans 
le  rapport  de  i  à  3  la  droite  MD,  D  étant  le  symétrique  par 
rapport  à  la  normale  en  M  du  point  où  le  cercle  G  rencontre 
le  diamètre  de  la  parabole  relatif  au  point  M.    (E.  Rouché.) 

.  IGoi.  On  considère  un  triangle  équilatéral  ABG  et  une 
droite  (D)  passant  par  le  centre  O  du  triangle.  Par  le  point  A 
on  mène  une  droite  (A)  symétrique  par  rapport  à  la  direction 
(D)  de  la  droite  perpendiculaire  en  A  à  AO  ;  de  même  en  B, 
on  mène  la  droite  (A)'  symétrique  par  rapport  à  la  même  di- 
rection (D)  de  la  perpendiculaire  en  B  à  BO  ;  on  agit  de 
même  en  G  pour  construire  la  droite  (A)". 

Montrer  que  ces  trois  droites  (A),  (A)',  (A)"  se  rencontrent 
en  un  même  point  situé  sur  le  cercle  circonscrit  au  triangle 
ABG.  (E.-N.  Barisien.) 


OlIESTIONS  RÉSOLUES. 


Question  1385. 

On  donne  sur  un  plan  une  ellipse  de  centre  O  et  un 
point  fixe  G.  De  ce  point,  on  mène  une  transversale  qui 
rencontre  V ellipse  au  point  P.  Le  diamètre  conjugué  de  OP 
coupe  la  transversale  au  point  M. 

Pour  quelles  directions  de  la  tranversale  le  segment  PjM 
est-il  maximum  ou  minimum?  (Mannueim.) 


(  3-  ) 

SOLUTION' 
Pur    INI     Liez. 

La  transversale  y — p  z=  ^(.t  —  rj)  menée  pai-  le  [)oint 
C{p^q)  rencontre  l'ellipse  b^x'^-{- a^y'^  =  a-ù'^  en  deux  points 
P,  1*'  ayant  |)Our  coordonnées 

_  a-[f.(pix  —  cj)±  afj\/K 
_  b^iq  —pix)±abix^K 

K,  du  reste,  étant  égal  à  b^-\~  a-ix-  —  (rj  — P[J-)'- 

Par  suite,  le  diamètre  OM  conjugué  de  OP  a  pour  équation 

r  ^  _  b[aiL{p^  —  c/)^b\/{\]  ^ 
^  a\b{q — /?  [JL  )  +  «  [Ji /k] 

il  rencontre  la  transversale  en  un  point  M  représenté  par 
a{p\x  —  q)Yb{q  —  p\x)-^  a  \x /K ] 


X  = 


(62H-a2[JL2)^K 


b{q  —  pix)[~aix(q  —  p  ;a  )  -^  b  y/x] 

(62+a2jJL2)v/K 

c(b 
La  diflerence  des  abscisses  des  points  P  et  M  étant  — -r  et  celle 

des  ordonnées  -    _- ,  la  longueur  du  segment  PM  sera 

y/K 


i/p 


L  =  a6^/  '-^^" 


-ha^'ix^  —  (q  —p^J-ï' 

Pour  que  L  devienne  maximum  ou  minimum,  il  faut  que  la 
dérivée  de  la  quantité  sous  le  radical,  c'est-à-dire  que  [x  satis- 
fasse à  l'équation 

(i)  M2_(rt2_^2_^'^,2_  ,^2)  J:!: — ,=o, 

pq 

dont  les  racines  sont  inverses  et  de  signes  contraires. 

A  la  valeur  positi\e  de   [x  correspond  le   iniiiiininn  dt^  Fi.  Les 


(  4*  ) 

deux  transversales  passant  par  le  point  G  et  ayant  pour  coef- 
ficients angulaires  les  racines  de  l'équation  (i)  sont  les  bissec- 
trices des  tangentes  menées  à  l'ellipse  par  le  même  point  G. 

En  effet,  l'équation   des  parallèles  menées  par  l'origine  à  ces 
tangentes  est 

or  les  bissectrices  des  angles  de  celles-ci  ont  pour  coefficients 
angulaires  les  racines  de  l'équation  (i). 

Quand  le  point  G  est  sur  l'ellipse,  l'une  des  bissectrices  de- 
vient la  normale  en  ce  point,  et  l'autre,  la  tangente;  le  segment 

intercepté   L  =   -:=r:n====r    est    un    minimum.    Lorsque    le 

point  G  est  à  l'intérieur  de  l'ellipse,  les  tangentes  sont  imagi- 
naires, mais  leurs  bissectrices  sont  réelles. 

N.  D.  —  M.  Cartier  a  aussi  résolu  la  question. 


Question  i624. 

Soit  une  série  V [x)=  a^-^-  a\X  -\-. .  .-^-  anX"'~\- . .  .  clans 
laquelle  les  coefficients  a  sont  positifs;  on  suppose  quon 
ait  lim<2/i  Ai/^=r  K,  K  étant  une  quantité  constante  différente 

Il  —  co 

de  o  et  p  un  nombre  positif  moindre  que  l'unité.  Démon- 
trer que,  lorsque  x  tend  vers  i,  le  produit  (i  —  xy-P  F(a7) 
a  pour  limite  Kr(i — p).  (Appell.) 

SOLUTION 

Par  M.  Soudée. 

La  série  n'est  convergente  que  ûx  est  plus  petit  que  i;  nous 
supposerons  donc  que  x  tende  vers  i  par  valeurs  moindres. 

On  peut  poser,  par  hypothèse,  a«  =  —  -i — ^)  en  ayant  pour 

limite  o  quand  n  augmente  indéfiniment;  et  la  série  peut  se 
décomposer  ainsi 

/  X  x^  x'^  ^ 

F(x)=  aQ-hK{  —  -\ ■  -I-...-4-- h...  ) 

^    ^         "  \iP        11'  ni>  j 

X    _        x"*-  x'^ 

1/'         -  5./'  nP 


(  3*  ) 
Comparons  la  série 

X         x^ 

avec  l'intégrale 

l  —    I      —  dn: 

et  remarquons  d'abord  que  celle-ci  s'exprime  par  la  fonction  T; 
car 

x" 

—  est  une  fonction  de  n   décroissante;  car  sa  dérivée  est 

nP 


X' 


nP 


~{n\o^x-  -p), 


et  log.2^  est  négatif  puisque  x  est  moindre  que  i.  Si  donc  on 
désigne  par  m  un  entier  quelconque,  on  aura  la  double  iné- 
galité 


xi"-^\  r        x"^   ,         x> 


Ç         x"^ 
nP 

m 


<  —dn< 


(m-i-i)P       J  nP  niP 

Si  l'on  donne  à  m  toutes  les  valeurs  entières  à  partir  de  i 
et  qu'on  ajoute,  comme  la  série  cp(^)  est  convergente,  on 
obtient 

oix^ — X  <C    I      ■ —  dii<Coix) 

.  V    ^  Jj       nP         ^  i  '^     ^ 

^/,  dn<^ix). 


ou 


xy-p  f''''- 


Le   produit   (i  —  x)^~p    j        -  dn  a    pour  limite  o  quand  x 

tend  vers  i;  il  en  est  de  même  de  x(i — xy-P. 

'  i x\  ^~P 

Le   produit    J(t  —  xy-P    ou    r(i   -/?)| —  \        a    pour 

limite  r(i  —  />).  Donc 

lim[(i  — ;r)i-/'cp(r)J  =  r(i  — /?). 

x  =  l 


(  <^*  ) 

Dans  l'expression  de  F(x)  {i  —  .v)^"P,  la  première  parlie 
«0(1  —  x)^-i'  a  ponr  limite  o;  je  dis  qu'il  en  est  de  même  de 
la  troisième.  Soit  s  un  nombre  donné;  on  peut  déterminer  un 
entier  m  tel  que  si  n  est  supérieur  à  m,  z,i  est  moindre  que  £. 
Décomposons  la  série  en  deux  parties  :  la  première,  composée 
des  m  premiers  termes,  reste  finie  quand  x  tend  vers  i;  son 
produit  par(i  —  xy-P  a  pour  limite  o;  la  seconde  est  moindre 

h...      en   valeur   absolue;  elle   est  moindre 

{m+x)P  J 

que  £cp(:r)  à  plus  forte  raison;  et  son  produit  par(i  —  xy-P  a 
une  limite  inférieure  à  er(i  —  p). 

Donc,  dans  le  produit  (1  —  xy-P  F(j'),  la  première  et  la  troi- 
sième partie  s'annulent;  il  reste 

lim[(i  — a')i-/'F(.r)]  =  KT{\—p). 

.»•  =  ! 


Question  399. 

On  mène  par  le  point  o  des  plans  parallèles  aux  faces 
d'un  tétraèdre  abcd;  ces  plans  déterminent  dans  chaque 
angle  trièdre  des  parallélépipèdes  dont  on  désigne  les 
volumes  par  P^,  P/;,  P^  P^/-  Oti  a 

oay-      /ohy      foc  Y      fody- 

(Mannheim.) 
solution 
Par  M.  E.  Genty. 

Prenons  le  point  o  pour  origine  et  soient  a,  p,  y  et  8  les  vec- 
teurs des  points  a,  b,  c  et  r/,  a,  [3  et  7  formant  un  trièdre  tri- 
rectangle. 

Les  arêtes  du  parallélépipède  ayant  pour  volume  P^  sont  les 
parallèles  061,  oci  et  06?i  menées  par  le  point  o  aux  droites  «6, 
ac  et  ad  respectivement  et  limitées  aux  points  ^1,  Ci  et  û?i,  oîi 
elles  rencontrent  les  plans  acd,  abd  et  abc  respectivement. 

On  a  donc 

oZ;i  =  K(a— [i), 

et  nous  déterminerons  K  en  exprimant  que  le  point  b  est  dans 


(  7*  ) 

le  |)Iiin  acd^  qui  a  |)()ur  équation 

b  p  V  (  Y^  -4-  ^'■-'  -^  ^Y  )  =  b  Y^o  =  ^^ — !—  • 

ob 

Remplaçons  dans  celte  équation  p  par  l'expression  de  ob,  et 
noiis  aurons 

KL)  = 


06 

en  désignant  par  D  le  sextuple  du  volume  du  tétraèdre  abcd. 
On  a  donc 


061= :z= —    (a— 3). 

D.06 


On  a  de  même 


oa.oc.Syo  , 

oci  =  =^-1-   (  a  -  Y  )• 

D.oc 

On  a  enfin 

odi  =  K(a  —  8  ), 

et  le  plan  a/jc  ayant  pour  équation 

S p  V ( Py  "^  T^  ^~  '^P )  =  '^ ^^  —  ^^ 'Ob.oc, 
on  déterminera  K  par  la  condition 

K  S(a  —  0)  V(  Py  ~^'  T^-  "•"  ^P)  =  oa  .ob .oc 
ou 

K  D  =  oa.ob .oc . 
On  a  donc 

,        oa.ob.oc  ,         ^, 
o«i  =  g ( a  —  0  ). 

et,  par  suite, 

V„^  —  So6|  .oci  .odx 

-  ^^-^^-^^  Spa.SY«.S(a-[^)(a- Y)(a-8), 


D3 
ou  enfin 


oa.ob.oc  ç^f.^  ç,    ^ 
^a--  ^ Sp-i.SYo. 


(  8-  ) 


On  aura  de  nicMiic 


oc 


ob.oc.oa        ^       ^ 
^b—    — -j-^ —  S yû . SaS  ; 

oc.oa.oO        .        jj 
P,.=  ^j —  Sao.SpS. 

On  a  donc 

oa\       i  ob 

_  D* 

_   D'>  ôd'' 

Calculons  maintenant  P^. 

L'une  des  arêles  du  parallélépipède  correspondant  est  la 
parallèle  à  da  menée  par  le  point  o  et  limitée  au  point  «2  où 
elle  perce  le  plan  abc. 

On  aura  donc 

oa^  =  K(a  —  0), 


et  le  plan  dbc  ayant  pour  équation 


06.0c. S  a8 


oa 


on  aura 


et,  par  suite, 


On  a  de  même 


KD 


o6.oc.Sa8 


0^2  = 


oa 

06.0c. S  a8 
oa 


(a-ô). 


oc. oa. 8^0^       ^ 

062  = r- ~  (  P  —  0  ), 


oc^  = 


ob 
oa.ob . 878 


oc 


-(Y-o); 


d'où 


V(i—  'èoGi-ob^-oCi—  — Ti^  —  S  «8. 8^8. 8  y8, 


et  enfin 


( 

9* 

) 

od^ 

0 

)  = 

D'»ô7/ 

2 

^aj 

oa.ob 

.oc 

fs2aÔ. 

S2p8, 

.S^yS 

= 

(oa\ 

2 

-f- 

YA 


Question  482. 

Le  centre  de  la  sphère  circonscrite  à  un  tétraèdre^  le 
centre  de  V hyperholoïde,  passant  par  les  quatre  hauteurs, 
le  centre  de  gravité  du  tétraètre,  sont  trois  points  en  ligne 
droite.  (  Joachimsthal.) 

SOLUTION 
Par  ]M.  E.  Genty. 

Nous  avons  montré  que  si  (Pi,  toi),  {v^,  (02)  et  (P3,  0)3)  sont 
les  coordonnées  de  trois  droites,  le  centre  G/^  de  l'hyperboloïde 
déterminé  par  ces  trois  droites  a  pour  vecteur 

(  8^3(09 St'2<"^;0  <^l  --!-(  St^i  (O3 SPgWi)  P2-{-(  8^2  Wi  St^i  W2)   ('2 

•2  S  Vi  ^2^3 

Soit,  par  exemple,  un  tétraèdre  OABC  ;  O  est  l'origine;  A, 
B  et  G  ont  pour  vecteurs  a^  ^  et  y  respectivement. 
Trois  des  hauteurs  auront  pour  coordonnées 

i;3=:Va?,         (03-=VyVa(3; 

et  l'on  trouve  immédiatement 

_  VpYSa(P+Y)-+- VYaSP(YH-a)^  ValSSyra-h^) 
TA-  ^  2Sa^Y 

Or,  si  Ya'  est  le  vecteur  du  centre  de  gravité  G^  de  l'hyperbo- 
loïde et  Y.s  l6  vecteur  du  centre  G^  de  la  sphère  circonscrite, 
on  a 

_  a  -+-  ^  -f-  Y 

)  [T2a  +  Sa((^+Y)]VPY    '  { 

-  /       +[Ta{3  +  Sp(Y-+-a)|VT«+fT3Y-i-SY(a-i-P)]Va^  S 


et 


donc  on  a 


(    'o*   ) 


T^ 


y.Sa(iY 
1 


ce  qui  montre  que  G^^  est  le  point  nnilieu  de  la  droite  G/iC.s-. 

Question  793. 

Déterminer  dans  un  plan  deux  systèmes  de  neuf  points 
conjugués 

rt  1,     a^,      '  •  '  1     '^Sî     ^9j 

jouissant  de  la  propriété  qu'étant  pris  au  hasard  deux 
couples  de  points  correspondants  ai  et  bi,  aj  et  bj,  il  existe 
toujours  un  autre  couple  de  points  correspondants  «/,  et  b/c 
et  un  seul  tel,  que  les  deux  triangles  atajau  et  bibjbk 
soient  semblables.  (Lagukrre.) 

SOLUTION. 

Par    M.    JuKL. 

On  rapporte  tous  les  points  «i,  a^,  ...,  «g,  ^i,  ^2?  -.-,  bg 
à  un  système  cartésien  ordinaire,  et  soient  les  coordonnées  de 
tous  les  points 

{a\a'[),     ...,     (a'.al),     (b\b\),     ...,     {b'.b",). 

Si  l'on  forme  au  moyen  de  ces  coordonnées  les  combinaisons 
usuelles 

a\  -h  ia'[ ,      . . . ,     «9  H-  ial ,     b\  -h  ib'[ ,      .  .  . ,     ^9  +  ib^, 

si  on  les  représente  par  les  nombres 

ai,      .  .  . ,     ag,      .  .  . ,      ^9, 

la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  triangles 
aiajak  et  bibjbjc  soient  semblables  sera 


(0 


a/  —  on, 


y-k—  «/ 


Si  nous  construisons  ensuite,  dans  un  nouveau  système  car- 


(  "•  ) 

tésien,  les  poiiils  imaj^inaires  doiil  les  coordonnées  sonl 
(ai  Pi),  ...,  (a-jp.j),  on  est  conduit,  comme  conséquence  de  ly 
relation  (i)  et  de  ses  analogues,  à  trouver  un  groupe  de  neuf 
points  tels  que  chaque  droite  qui  coiilient  deux  points  du 
groupe  en  contiendra  encore  un  troisième,  et  un  seul. 

Mais,  d'après  la  théorie  des  courbes  du  troisième  ordre,  ce 
groupe  doit  nécessairement  être  celui  des  neuf  points  d'in- 
flexion d'une  cubique.  Donc,  etc. 

Néanmoins,  une  solution  purement  géométrique  étant  à  dé- 
sirer, bien  que  difficile,  je  me  permettrai  de  poser  le  problème 
dans  le  Tidsskrift,  avec  renvoi  aux  Nouvelles  Annales,  cela 
va  sans  dire. 


Question  946. 

Soient  (A)  et  (A')  deux  surfaces  dont  l'une  est  la  trans- 
formée de  l'autre  par  rapport  à  un  pôle  G,  c'est-à-dire 
telles  que  les  points  correspondants  se  trouvent  sur  une 
même  droite  passant  par  le  point  fixe  0.  On  demande  de 
démontrer  : 

1°  Que  dans  ce  mode  de  transformation  les  surfaces 
liées  par  la  relation 

f{r,  r')=o, 

où  f  est  une  fonction  quelconque  des  distances  OM  =  /•, 
0M'=/-',  jouissent  seules  de  la  propriété  que  leurs  nor- 
males aux  points  correspondants  se  rencontrent  en  un 
même  point  de  l'espace  :  comme  une  des  applications,  on 
peut  considérer  les  surfaces  conchoïdes  r  —  /•'  =  d=  const.  ; 
2°  Que  parmi  les  transformations  définies  par  la  rela- 
tion générale  f{r,  r")--=  o,  il  n'y  a  que  l'homot/iétie  et  l'in- 
version qui  jouissent  de  la  propriété  de  faire  correspondre 
les  lignes  de  courbure  des  surfaces  transformées. 

(E.  Habich.) 

SOLUTION 
Par  I\I.  K.  Genty. 

Soient  p  et  p'  les  vecteurs  do  dtMix  |)()inls  correspondants 
des  surfaces  (A)  et  (A').  On  aura 

p'=K;o, 


(  >■>'  ) 

K    clanl    une    fonction    scalaire   de   p,    en  sorle    qu'on    pourra 

poser 

dK  =  SXrfp. 

Si  d'ailleurs  v  et  v'  sont  les  orienteurs  des  normales  respec- 
tives des  deux  surfaces,  la  condition  de  rencontre  de  ces  deux 
normales  sera 


(0 


Sp  vv'  —  o. 


Or  on  a 


dp'  —  pS\  dp  -h  Kdp; 

d'oij,  en  projetant  avec  X, 

SX^p'  =  (SXp  +  K)SX6/p; 
on  a  donc 

(SXp  -+-  K)  dp'—pS>}.  dp'=  K(SXp  h-  K)  dp. 

Si   nous   projetons   maintenant   avec  v,    il   vient,    en   tenant 
compte  de  la  relation  évidente 

Sv  û?p  —  o, 

( SXp -h  K)  Sv  fl?p'  —  SvpSX<^p'  =  o. 

On  a  donc 

v'||(SXp  +  K)v  — XSvp, 

et  la  condition  (i)  devient 

SpXv  =  o. 

Il  en  résulte  qu'on  peut  poser 

X  =  <2  p  H-  6  V  , 

dK  —  Si  dp  =  a  Sp  dp  =  ad{T^  p  ), 


d'où 


ce  qui  démontre  la  première  partie  de  la  proposition. 

Supposons  maintenant  que  dp  soit  le  vecteur  d'une  direction 
principale  de  la  surface  (A). 

On  aura 

dp  =  R  <iv  ; 
d'où 

dp'=  R(pSldv-^Kdv), 

et  pour  que  les   lignes  de   courbure  se  correspondent  sur  les 
deux  surfaces,  on  devra  avoir  aussi 

dp'Wd^/: 


(  <y  ) 

d'où 

(2)  Sp  f/v  d'/  =  o. 

Or  on  a 

,      ('SXp  +  K)v  — XSvp 

V    =   ■ f 

n 

n  étant  le  module  du  vecteur  qui  figure  au  numérateur,  mais  K 
étant  une  fonction  de  T^p,  on  a 

dK  =  aK'Sp^p, 

K'  étant  la  dérivée  de  K  prise  par  rapport  à  T^p;  d'où 

X  =  iK'ç> 
et,  par  suite, 


,_  (2K'T2p-f-K)v  — 2K>Svp  _  Av-t-Bp 
~  n  n 


donc 


_  ,       n(dkv  -h  A  <a?v  -h  c3?B  p  -h  B  dp) —  dn{kv  -r-  Bp) 

*  = ^- 

et  la  condition  (2)  devient 

(  71  dX  —  A  dn)  S  vp  r/v  =  o, 
ou 

n  dk  —  A  dn  =  o, 
ou  enfin 

,î  =GA  =  G(2K'T2p  +  K), 

G  étant    une    constante,  ce    qui    montre  que  n   doit   être    une 
fonction  de  T^p. 
Or  on  a 

Ai2  =  4  K'2  T^  p  +  4  KK'  T--^  p  +  K2 

-f-  4K'2S2vp  T2p  —  4K'S2vp(2K'T2p  +  K) 
=      4K'(K'T2p  +  K)(T2p  — S2vp)-f-  K2, 

et  cette  expression  de  n"^  ne  peut   être   une    fonction  de  T2p 
que  si  l'on  a 

K'=o         ou         K'T2pH-K  =  o. 

La  première  hypothèse  donne  l'homothétie  et  la  seconde 
l'inversion. 

On  vérifie  d'ailleurs  très  siuipkMnent  que  rinviMsioii  conserve 
bien  les  lignes  de  courbure. 


(  "i*  ) 

On  a,  on  ellVl,  dans  ce  cas, 

I  ,  I  .  ip 

r^p  r^p  ip^ 

d'où 

,  ,       ,^  <^v  T2  p  —  2  p  S  p  c?v 

dp'  =  R ^  T.,  ^    ■  > 

'  1  *  p 

,        ap  Svp  —  vT2p 
T2p  ' 

.    _  T2p(2pSp<fv-i-2rfpSvp — 2vSp  dp  — <^vT2p) — 2Sp<ip(2pSvp  —  vT2p) 

on,  en  remplaçant  dp  par  Rd'v, 

,_  (2RSvp  — T2p)(T^p6/v  — 2Sp6/vp) 

ou  enfin 

,  ,       2RSvp  —  T2p 
=  fi ^9  ' 

ce  qui  montre  bien  que  les  lignes  de  courbure  se  correspondent 
sur  les  surfaces  (A)  et  (A'). 

On  voit  en  même  temps  que,  si  Ri  et  R2  sont  les  rayons  de 
courbure  principaux  de  la  surface  (A),  R'^  et  R^  ceux  de  la 
surface  (A'),  on  a 

'~  2R,Svp  — T2p'  "^2       ^ji^Svp  — T2p' 

on  déduit  de  là 


ou,  en  divisant  par  Tp, 

r  et  r' désignant  les  longueurs  OA  et  ÔA'  respectivement,  et  X 
l'angle  du  rayon  vecteur  avec  la  normale  à  l'une   ou  l'autre  des 
surfaces  (A)  et  (A'). 


(   i5*  ) 


Question  1478. 

Par  un  point  O  de  l'espace,  on  abaisse  des  perpendicu- 
laires sur  trois  plans  diamétraux  conjugués  d'une  qua- 
drique  et  on  mène  le  plan  passant  par  les  pieds  de  ces  trois 
perpendiculaires.  Ce  plan  et  les  plans  analogues  obtenus 
en  faisant  varier  le  système  des  trois  plans  diamétraux 
conjugués  passent  par  un  même  point  M.  Trouver  le  lieu 
du  point  M  lorsque,  le  point  O  restant  fixe,  la  quadrique 
tourne  autour  d'une  droite.  (Pellet.) 

SOLUTION 

Par  M.  E.  Genty. 
Soient 

Spcpp  =  I 

l'équation  de  rellipsoïde  ;  a,  ^  et  y  les  vecteurs  de  trois  demi- 
diamètres  conjugués  de  cette  surface  et  w  le  vecteur  du 
point  O.  Les  pieds  Aj,  Bj  et  Ci  des  perpendiculaires  abaissées 
de  ce  point  sur  les  trois  plans  diamétraux,  conjugués  de  l'ellip- 
soïde auront  pour  vecteurs 

VV^yVwVPy        VVYaVtoVYa        VVgjJ  VcoVa^^ 
TW|y         '  T2VY2C        '  Tn'a^        '' 

or,  a,  p,  Y  étant  trois  demi-diamètres  conjugués  de  l'ellipsoïde, 

on  a 

Sj3cpa  =  o,         SY'f3£  =  o; 
d'où 

VpY  =  Kcpa, 

K  étant  un  facteur  scalaire;  on  aura  donc  pour  les  vecteurs 
des  points  Aj,  Bi  et  Ci  les  nouvelles  expressions 


Vcpa  Vcocpa 
Sa<^2a 

Vcp[3  V(ucpî3 

VcpY  VcDCpY 

Sy?-^y 

ais,  si  l'on  pose 

' 

i 

cp2a=rai. 

^h  =  K 

ai,  [^1  et  Yi  seront  trois  oricntours  rectangulaires  et  les  exprès- 


(   i6*  ) 
sions  vectorielles  ci-dessus  prendront  la  lornie 

i  J  11  11 

Vcp2ai  Vtocp^a,        Vcp2pi  Ywcp'^Pi        Vcp'^  ^i  ^^'^'f' Ti 

ou 

i  1  1 

et,  si  l'on  porte  l'origine  au  point  0,  l'équation  du  pian  Aj  Bj  Ci 
sera 

11  11                               il' 

,   Sai<pai  Vcp2[3icp2Yt  S^icp[3,  Vcp^  ^i  cp^aj       S yicp^i  Vcp2  «j  çp2  p^ 

-5  0(   Y 1  ^       j h  • j 

Sa)cp2a)  Scocp^^i                              Su)o2yj 


I 


1  i  _i_ 

H-  Scp2  ai  ©2  ^8,cp2  Yj  =  o, 


ou  encore 


\      Stocp2aj  Sfocp2[3i  Sa)co2Y^  y 

Or  on  a 

Sai  ooci^  S  l^i  cpPi  H-  Syi  cpYi  =  m^, 

m^  étant  un  invariant  de  la  fonction  cp. 

Donc  le  plan  (i)  passe  par  le  point  fixe  P  ayant  pour  vec- 
teur 

w 

Si  l'on  revient  à  l'origine  primitive,  le  vecteur  de  ce  point 


sera 


(m^ —  ^)^ 


m  2 

Au  lieu  de  supposer' que  l'ellipsoïde  tourne  autour  d'une 
droite,  nous  pouvons  supposer  que  la  quadrique  est  fixe  et  que 
le  point  0  tourne  autour  de  la  droite. 

On  peut  alors  poser 

a>]=  X  4- R (  [J.  cos  8 -I- V  sin  0  ), 
X    étant    le    vecteur   du    centre    M    du    cercle    décrit    par    le 


(   '7*  ) 

point  O,  R  le  rayon  de  ce  cercle,  X  et  (a  deux  orientcurs  rec- 
tangulaires situés  dans  son  plan. 

On  a  alors,  en  appelant  p  le  vecteur  du  point  P, 

(  /?l2 CD  )  X  R    r  f.  -, 

p —^ —  =  --[{m^  —  ^)  iacose-h(m2— o)vsinO], 

1/12  //fc2 

équation  vectorielle  d'une  ellipse  ayant  pour  centre  le  point 
correspondant  du  point  M;  on  voit  d'ailleurs  que  les  points 
correspondants  aux  extrémités  de  deux  rayons  rectangulaires 
quelconques  du  cercle  décrit  par  le  point  O  sont  les  extré- 
mités de  deux  diamètres  conjugués  de  l'ellipse. 


Question  1484. 

On  donne  sur  une  droite  deux  systèmes  de  trois  points  a, 
a' ,  a"  et  b,  b',  b"  qui  font  partie  de  deux  divisions  homo- 
graphiques.  Sur  ab  comme  diamètre  on  décrit  un  cycle  G 
dont  le  se/is  est  déterminé  par  la  condition  qu'au-dessus 
de  la  droite  le  point  décrivant  aille  de  aenb\  les  segments 
a' b'  et  a" b"  déterminent  de  même  deux  autres  cycles  G' 
et  Ça".  Si  l'on  trace  un  cycle  tangent  à  G,  G'  et  G",  démon- 
trer que  les  points  où  il  coupe  la  droite  sont  les  deux 
points  doubles  des  deux  divisions  komographiq ues . 

(Laguerre.) 

SOLUTION 

Par   M.   JuEL. 

On  peut  énoncer  plus  brièvement  la  question  comme  il  suit. 
Soient  {a,  b^  c,  . . .),  (ai,  èi,  ci,  . . .)  deux  groupes  de  points 
faisant  partie  de  deux  divisions  homographiques.  Les  cycles  de 
même  sens  construits  sur  aai,  bbi,  cc^  comme  diamètres 
seront  tous  touchés  par  un  même  cycle. 

Soit  e  un  point  double  des  deux  divisions  homographiques  et 
appliquons  une  transformation  par  inversion,  avec  e  pour  pôle. 
L'autre  point  double  /  se  transformera  en  f\  ai  b  en  a\  b\  . . . 

On  aura  donc 

f'a':f'a\=f'b':f'b[  =...=  const. 

et  tous  les  cycles  décrits  sur  a'a'j,  6'6j,  ...  comme  diamètres 
seront  touchés  par  deux  droites  passant  par  /'.  Le  théorème 

4* 


(  -s*  ) 

est  donc  démontré;  car,  dans  la  transformation  par  inversion, 
les  cycles  se  transforment  en  cycles. 


f 


Question  1534. 

Le  lieu  des  foyers  des  coniques  doublement  tangentes  à 
deux  cercles  donnés  se  compose  de  cinq  cercles. 

(Entretin.) 
solution 
Par  M.  E.-N.  Barisien. 

Pour  bien  analyser  cette  question,  il  est  nécessaire  de  la  di- 
viser en  deux  cas  généraux. 

I.  Cas  des  cercles  extérieurs  l'un  à  l'autre  ou  se  rencon- 
trant en  des  points  réels. 

II.  Cas  des  cercles  dont  Vun  est  intérieur  à  l'autre. 

I.  Dans  ce  premier  cas,  l'un  des  axes  de  la  conique  coïncide 
avec  la  ligne  des  centres,  l'autre  axe  est  perpendiculaire  à  la 
ligne  des  centres. 

Il  peut  donc  se  présenter  deux  cas  : 

1°  Les  foyers  sont  sur  la  ligne  des  centres. 

La  ligne  des  centres  fait  donc  partie  du  lieu  des  foyers. 

lig.  1. 


1°  L'axe  focal  est  perpendiculaire  à  la  ligne  des  centres. 

Prenons  des  axes  rectangulaires,  l'origine  étant  au  centre  de 
l'un  des  cercles  et  l'axe  des  x  étant  la  ligne  des  centres. 

Soient  R  le  rayon  du  cercle  ayant  son  centre  à  l'origine,  r  le 
rayon  de  l'autre  cercle  et  a  la  distance  des  centres. 


(   '9*  ) 

L'équation  d'une  conique  bilangente  au  cercle  (R),  et  ayant 
pour  un  de  ses  axes  l'axe  des  x,  est 

(1)  X(a;2-|- j2_  R2)_L_(a;  — p)2=  o. 

De  même,  l'équation  d'une  cojiique  bitangente  au  cercle  (r), 
et  ayant  pour  un  de  ses  axes  l'axe  des  .r,  est 

(2)  \x[(x  —  a)^-hy'^—r'^]-\-{x  —  q)^  =  o. 

Ces  deux  équations  doivent  être  identiques,  ce  qui  conduit 
aux  relations 

l  =  [i, 

p  —  q  ~  a\, 
/>2_^2=^  X(R2+a2—  r2). 

En  divisant  membre  à  membre  les  deux  dernières  relations, 
on  obtient 

R2-f-a2_^2 

p^q  — 

a 

Par  conséquent 

a\         R2-f-a2  — r2 

(3)  p 


1  ia 

L'équation  générale  des  coniques  (1)  ne  contient  plus  que  le 
paramètre  X,  puisque  (3)  donne  p  en  fonction  de  X. 

L'abscisse   du   centre  a    pour  expression  — ^— r  •  Si  donc  on 

1  -f-  X 

change  dans  (i)  x  en  x  -\ ^— -  ?  on  arrive  à  l'équation 

I  4-  X 


X 


(i-f-X)-+-Xj2=  X  Ik'^ ^\ 


Si  A  et  B  désignent  les  demi-axes  de  la  conique,  on  a  donc 

I  -h  X  V  I  -h  X 


32=   R2 1 

i-hX 


Par  suite, 


I  -h  A  \  1  -4-  A  / 


(  --'-o*   ) 
Si  donc  X  et  \  sont  les  coordonnées  d'un  foyer,  on  a 


(4) 
(5) 


X  = 

Y2  = 


i  +  X       (i  +  X)2 


On   aura   le   lieu    des  foyers   en  éliminant/)  et  À  entre  (3), 
(4)rt(5). 
Ou  en  déduit 

R2 

X2-4-Y2=-^, 

1-h  A 
a  R2  —  r2 


X 


2        ^«(n-X) 


En  divisant  ces  deux  équations  membre  à  membre,  on  trouve 
l'équation  d'un  cercle 


X2_HY2-(X-^^.^i^=o, 


2  /    R2  —  r2 


dont  le  rayon  est 


«Rr 
R2— r2 


II.  Cas  où  l'un  des  cercles  est  intérieur  à  l'autre.  —  Pre- 
nons des  axes  rectangulaires,  au  centre  O  du  plus  petit  cercle, 
de  rayon  r,  l'axe  des  a? étant  dirigé  vers  le  centre  G  de  l'autre 
cercle  de  rayon  R.  Soit  OC  =  a. 

Considérons  une  conique  bitangente  à  chacun  des  deux  cer- 
cles et  dont  l'un  des  axes  soit  incliné  de  l'angle  a  sur  l'axe 
des  X.  Les  cordes  de  contact  dans  chacun  des  cercles  sont  pa- 
rallèles à  chacun  des  axes  de  la  conique.  De  sorte  que  cette 
conique  a  indifféremment  l'une  des  équations 

l(x-->ry'^ —  r^)-\-{x  cosa  -+-y  sina  — />)-  =  o, 
\J.[{x  —  ay-h-y^ —  R2]  H-(a7  sina  — j/cosa  —  q)^=  o. 

L'identification  de  ces  deux  équations  conduit  aux  relations 

(1)  X  -f-  [JL   -M  =  o, 

(2)  /?  cosa  H- <7  sin  a -H  a[JL  =  o, 

(3)  /?  sina  =  ^  cosa, 

(4)  ^2+^2_X,.2_^   jj.(^^2_H2)^0. 


(  ■^''  ) 


De  (2)  et  (3),  on  tire 


p'^->r  q^=  a'|Jt2, 
/>  =  —  a  [Ji  cosa, 

q  ^=  —  a\L  sin  a; 

(4)  devient  donc 

(5)  a2|JL2_  X,.2_|_  [jt(rt2—  R2)=o. 

Fig.  2. 


En  résolvant  (i)  et  (5),  on  trouve  une  équation  du  second 
degré  en  X, 


a2(XH-i)2  — (X  +  i)(a2-+-r2— R2)-Hr2  =  o; 


d'où 


(6)      X-f-i 


a 


2  -+-  /'2  _  R2  ±  v/(  «2+  /'2_  R2  )2_  4  ^2  ^2 


ia' 


On  a  ainsi  deux  valeurs  de  X,  X'  et  X". 

Par  conséquent,  la  première  équation  dans  laquelle  X  est  la 
constante  (6)  et  oii 


(7) 


p  =  aÇk  -\-  \)  cosa 


est   l'équation   générale   des   coniques    bitangentes    aux  doux 
cercles. 

On  peut  remarquer  incidemment  que 

^2^_  ^y2=   <22(X  -\-  l)2. 


■     {    -22*    ) 

Donc,  si  K  est  le  point   de  rencontre  des  deux  cordes  com- 
munes, on  a 

OK  ={l  -f-i)a, 

ce  qui  montre  que  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  deux 
cordes  communes  se  compose  de  deux  cercles  de  centre  O 
et  de  rayons  a(X'  -f- 1)  et  a(X"H-  i). 

Les  coordonnées  du  centre  to  de  la  conique  sont 

a?  =  a  cos^a, 

y  =  a  smcf.  cosa, 

de  sorte  que  le  lieu  des  centres  des  coniques  est  le  cercle 
décrit  sur  OC  comme  diamètre. 

Transportons  les  axes  de  coordonnées  parallèlement  à  eux- 
mêmes  en  (si.  Il  faut  changer 

X     en     X  -\-  a  cos^a, 
y     en     ^-f- a  sin  a  cosa. 

L'équation  de  la  conique  devient  alors 

\ { x^ -\- y'^)^{x cos OL  -f-jK  sina)2 

H-  X(a2  cos^a  —  r2)  +  (a  cosa  —  p)^  ~o. 

Prenons    encore    pour   nouveaux   axes   de   coordonnées   les 
axes  de  la  conique  :  il  faut  changer 

X     en     a?  cosa — j^sina, 
y     en     :27  sina  H-^  cosa. 

On  arrive  alors  à  l'équation 

(X  -f-i):r2-h  XjK-=  X[r2(X  -+-i)a2cos2a]. 
Donc,  si  A  et  B  sont  les  demi-axes  de  la  conique 
X 


A2  = 


[r2_(X  -4-i)a2cos2a], 


X-4-I 
B2=  /-s  —  ^X  -f-i)a2cos2a. 

1°  Si  l'axe  focal  passe  par  O, 

C2  =  A2  —  B2  =  ^/2  cos2  a  — 


X  + 1 


(  '^^3*  ) 

Soit  F  l'un  des  foyers,  alors 


Mais 


Donc 


2  — —2  î 

C  F   =  u»  G  -h  a>  F 


ix)C  =  a  sin  a, 

2  r-î 

wF  =  «2  cos^a  — 


X-M 


GF^  =  a2 


La  longueur  GF  est  donc  constante.  Le  lieu  des  foyers  de 
l'axe    passant  par   O    se    connpose   donc   de    deux  cercles    de 

centre  G  et  de  rayons  i  /  a^ et   4  /  a^  — 

^     V        x'-M     V        x"-f-i 

2°  Si  l'axe  focal  passe  par  G,  on  a 


G-2  =  B2  —  A2  =  — a2  cos2  oc. 

X  H-  I 


Dans  ce  cas, 


0F^==  OwV  wF^  r=  a2cos2aH-  G2  =  — ^ 


Le  lieu  des  foyers  de  l'axe  passant  par  G  comprend  donc  deux 

r  " 

cercles  de  centre  O  et  de  rayons  -  et 


^/X'-4-,       v^X"-f-i 

En  résumé,  le  lieu  total  se  compose  donc  : 

1°  De  la  ligne  des  centres; 

2°  Du    cercle  (Gj)  dont  le  centre  est  situé  sur  la  ligne  des 

centres   des   deux   cercles  donnés  à  la   distance  du  centre  du 

aR2 
cercle  (R)  égale  à  r-:; ,^y  et  dont   le   rayon   a  pour  expres- 

aKr 
sion 


3°  De  deux  cercles  (G2)  et^Ga)  ayant  leur  centre  commun 
au  centre  du  cercle  (R)  et  dont  les  rayons  sont  respective- 
ment 


V^'-r:^'  V"' 


r- 

" -h  i 


(  ^'-4*  ) 

4"  Do  deux  cercles  (G4)  et  (G5)  ayant  leur  centre  commun 
au  centre  du  cercle  (r)  et  dont  les  rayons  sont  respective- 
ment 

r  r 


\JV+ 1     v/X"+ 1 

Mais  il  convient  de  remarquer  que  ces  cercles  ne  sont  pas 
toujours  réels. 

Ces  cercles  peuvent  être  imaginaires,  soit  comme  lieu  des 
foyers  de  coniques  imaginaires,  soit  comme  lieu  des  foyers 
imaginaires  de  coniques  réelles. 

Sans  entrer  dans  une  discusssion  algébrique  qui  serait  assez 
longue,  il  est  facile  de  se  rendre  compte  géométriquement  que, 
quelle  que  soit  la  situation  des  cercles  donnés,  le  cercle  (Ci) 
est  toujours  réel. 

On  peut  encore  remarquer  que  V excentricité  de  toutes  les 
coniques  est  constante. 

En  effet,  si  E  désigne  l'excentricité,  nous  avons 

^,        G2         A2— B2  I 

""    Â2    ~  Â2  ~~~   \' 

Cas  particulier  où  r  =  o.  —  Le  cercle  (Ci)  se  réduit 
alors  à 

(X  —  a)2-f-Y2z=0. 

En  effet,  le  centre  du  cercle  (R)  est  alors  l'un  des  foyers  de 
toutes  les  coniques  ayant  ce  centre  pour  autre  foyer  et  bitan- 
gentes  au  cercle  (r). 

On  a  alors 

a^ f(2 

)/  -h  I  = —  ,  X"  -t-  I  =  o. 

Le  cercle  (G2)  a  pour  rayon 


1/ 


Le  rayon  de  (C3)  est 


a^ —  ; =  a. 


/■•*  o 

X"  4-  1  ""  ô 


(  --5*  ) 

On  peut  lever  l'indétermination  en  écrivant 


~  %  ' 

par  suite 

lim(.-^)=(«2_a2). 

\  a"  4-  I  / 

Le  rayon  de  (G3)  est  donc  R. 

Le  rayon  de  (G^)  est  nuL 

Le  rayon  de  (C5)  a  pour  valeur  sj a''- —  K^. 

Ce  dernier  cercle  n'est  réel  que  si  a  >>  R. 

Jl  en  résulte  que  le  lieu  du  second  foyer  d'une  conique  ayant 
un  foyer  donné  et  bitangente  à  un  cercle  donné  est  un  cercle, 
ce  qui  est  évident  géométriquement. 

Le  seul  cercle  correspondant  à  des  coniques  réelles  rsf, 
dans  tous  les  cas,  le  cercle  (Go). 


Question  1541. 

Trouver  le  lieu  des  points  tels  que  les  quatre  normales 
menées  de  ces  points  à  une  ellipse  donnée  forment  un  fais- 
ceau harmonique.  (L.  Mirman.) 

SOLUTION 

Par  M.  E.-N.  Barisien. 

On  sait  que  l'équation  aux.  coefficients  angulaires  des  quatre 
normales  à  l'ellipse  issues  d'un  point  (a,  P)  est 


(')      I       -t-(a2a2-4-62  32— c'» 


j       4-  («2  a2  -4-  62  [32—  c'* )  m2  —  ?.  «2  a3 m  -\-  a"-  p- 
On  peut  écrire  cette  équation 

m''  —  A  m^  H-  B  m-  —  G  />?  4-  D  =  o, 


en  posant 


a 
_  rr2^M-_A2_^2_,.v 


cl 


D  = 


(    ^'^^*   ) 


//^  «2 


Un  a  donc,  /»i,  m»,  m3  et  />?;  ôtant  le?  quatre  racines  de(i), 

(//?lH-  /?l2  )  H- ( '>i3 -1-  f^^\)~  A, 

Pour  que  les  quatre  normales  mj,  m2,  ma,  m^  forment  un 
faisceau  harmonique,  il  faut  que 

{ in^-h  Wo  )  (  ni^  -\-  rui^  )=  imxni^-\-  -i  m^  m 4. 

11  faut  éliminer  mj,  m<>,  m^  et  m^  entre  ces  cinq  relations 
pour  avoir  la  relation  qui  lie  entre  eux  les  coefficients  A,  B, 
G  etD. 

Posons,  pour  abréger, 

//?.l+//?2=    P)  /iixni.2=   R, 

ma  H-  w  V  =  Q,  ma  m,^=  S. 

Alors  les  cinq  relations  deviennent 

(■1)  P  +  Q  =  A, 

(3)  PQ  +  S-i-R-B, 

(4)  RQ  +  PS  =  G, 

(5)  RS  =  D, 

(6)  PQ=.(R 

De  (3)  et  (6)  on  déduit 


S). 


(7) 

(8) 

On  a  aussi 


AB 


(P  +  Q)(R  +  S)=  - 


RQ  +  PS)H-(PR-i-QS). 


(  '-7*  ) 

Par  cDns/'qiK'Ml 

Multiplions  incmhre  à  membre  (  \)  cl  ('9),  il  vient 

FQ(R2-+-S2)-i-  HS(P2-^Q2i=  C  (^  —^0' 

et,  par  conséquent,  en  y  remplaçant  PQ,  RS,  (P  -^  Q),  (  R  -<-  S) 
par   leurs   valeurs   on    fonction  de  A,  H,  C,  D  d  réduisant,  il 

27  i  3 

En  portant  dans  cette  relation  les  valeurs  de  A.  B,  C,  J)  en 
fonction  de  a  et  p,  on  arrive  à  l'équation 

(n)  (a2a2_f-  ^2  02_c4)3^  54cV<2^2a2  32=  o. 

C'est  une  courbe  ayant  même  point  de  rebroussement  que  la 
développée  de  l'ellipse  et  située  à  l'intérieur  de  cette  déve- 
loppée dont  l'équation  est 

( a^ x'^  -f-  ^2 1-2  —  e'* )^  -i-  v>7 c*  a'^  b-  J'-y-  =  o. 

Dans  le  cas  de  la  parabole,  on  aurait  trouvé  que  le  lieu  a 
pour  équation 

■'-p 

alors  que  la  développée  a  pour  équation 


y 


x-jp 


Question  1547. 

Soient  AA'.  BB'  deux  diamètres  conjugués  d'une  ellipse  ; 
MM' i^n  diamètre  quelconque  :  les  pôles  des  quatre  droites 
MA,  MA',  M'B,  ^\'B'  sont  situés  sur  une  hyperbole  qui  passe 
par  le  centre  de  Vellipse,  et  est  tangente,  en  ce  point,  au 
diamètre  MM';  le  centre  de  cette  courbe  est  situe  sur  V el- 
lipse, et  ses  asymptofr<>  .<;nnf  parnllrlm  nu.r  ///o/Vt'i  VA',  BB', 
respectivement.  (  Gexty.) 


(  ■'■»*  ) 


SOLUTION. 
Par    M.    X***. 

Soient  a  et  b  les  demi-longueurs  des  deux  diamètres  conju- 
gués, pris  pour  axes  de  coordonnées;  l'équation  de  l'ellipse 
sera 

« 2  j2 -1- ^2  ^2  _  <22  Z>2  =  O . 

Soient  d'autre  part  acoscp  et  isincp  les  coordonnées  du 
point  M.  On  trouve  très  facilement  pour  les  coordonnées  des 
pôles  des  quatre  droites  : 


Pour  le  pôle  xMA  : 

a?  =  a,         y  = 
Pour  le  pôle  MA'  : 

X  =  —  a,         y 
Pour  le  pôle  de  M'B  : 


b{\  —  coscp) 

« 

sincp 

_  b{\  H-  coscp) 
sincp 


X  = 


<7(i  H-  sincp) 


cos 


? 


Pour  le  pôle  de  M'B'  : 

a{i  —  sincp) 


07  =:  — 


COS' 


y  =  b. 


y  =~b. 


Formons  maintenant  l'équation  d'une  hyperbole  satisfaisant 
aux  conditions  spécifiées  dans  l'énoncé.  Rapportée  à  ses  asym- 
ptotes, pour   axes   des  x'  et  des  y\  son  équation  sera  de   la 

forme 

x'y'  —  /?i2  =  o  ; 

donc,  comme  les  nouveaux  axes  sont  parallèles  aux  premiers, 
et  que  l'hyperbole  doit  passer  par  le  centre  de  Tellipse,  si 
j7  =  <2cos8  et  jK  =  ^  sinO  sont  les  coordonnées  du  point  de 
l'ellipse  qui  est  le  centre  de  l'hyperbole,  cette  dernière,  par 
rapport  aux  axes  primitifs,  aura  pour  équation 

xy  —  ^  J7  sin  0  —  ay  cos  0  =  0; 

et  il  ne  reste    plus    qu'à  exprimer  que  la  tangente  à  l'origine, 

qui  est 

bx  sin6  h-  a  y  cos  6  =  o. 


(  ■'■9'  ) 

se  confond  user  le  diaiiiètit;  MiM',  ce  r|iii  donne 

Or,  si  nous  prenons  0  =  t  —  cp,  l'équation  de  l'hyperbole 
devient 

xy  —  ùx  sino  H-  ay  eoso  =  o, 

et  l'on  vérifie  aisément  que  les    pôles  des  quatre  droites  MA, 
MA',  M'B.  M'B'  se  trouvent  sur  cette  courbe.  c.  y.  F.  n. 

Question  1586. 

Démontrer  que  les  droites  joignant  le  sommet  d'an  cône 
aux  centres  des  sphères  osculatrices  d'une  trajectoire 
oblique  des  génératrices  sont  rencontrées  et  partagées 
dans  un  rapport  constant  par  les  rectifiantes  de  la  tra- 
jectoire. (G  USA  HO.) 

SOLUTION 

Par  M.  E.  Genty. 

Soit  p  le  vecteur  dun  point  de  la  courbe  exprimé  en  fonc- 
tion de  l'arc,  le  sommet  du  cône  étant  pris  pour  origine. 
On  aura  les  relations 


(0 


S2pp'=  cos20T2p, 
T2p'=i,         Sp'p"=o, 


0  étant  un  angle  constant. 

En  prenant  la  dérivée  de  l'équation  (i),  il  vient 

Spp'(n-Spp")=Spp'cos2  0; 
d'où 

Spp"  =  — sin^O 
et 

(•2)  Spp"'=0. 

Ceci  posé,  la  droite  rectifiante  est  l'intersection  du  plan 

(3)  S(nT-p)p"=o, 

avec  sa  position   infiniment  voisine.  Or,    si   l'on    prend  la  dé- 
rivée de  l'équation  ("3),  il  vient 

S(m  —  0)  0'"=  o. 


(   '^o'    ) 
La  reclifianlc  a  doru:  [)oiir  équation 

m  =  p-4-KV,o"p"'. 

Le  C(MUro  de  la  sphère  oscnlatrico  a  lui-mcnio  pour  vecteur 

V?"'p' 


T  =  ?  +  c 


^  ?'?"?" 


Pour  que  ce  vecteur  rencontre   la  rectifiante,  il   faut  qu'on 
puisse  déterminer  pour  K  et  /  des  valeurs  telles  qu'on  ait 


p  -h  KVp"  o'" 


En  projetant    avec  p"',  on    retrouve    la  relation  (2),  ce    qui 
montre  que  la  rencontre  a  lieu. 
Si  l'on  projette  avec  p",  il  vient 

/(i  +  Spp")=Spp"; 
d'où 

/  =—  lang20. 

Donc  le  point  de  rencontre  a  pour  vecteur 

p  =  —  Y  tang^O^ 

et  la  proposition  est  démontrée. 


Question  1626. 
Soit  une  série 

F (x)  =  ao-^  aix  -+- .  .  . -f-  «„ .r"  -+-... 

dans  laquelle  les  coefficients   a  sont  positifs.   On  suppose 

qu'on  ait 

lima/,;i/'  =  K, 

;2r=  00 

K  étant  une  constante  différente  de  zéro  et  p  un  nombre 
positif  moindre  que  l'unité.  Démontrer  que,  lorsque  x 
tend  vers  1,  le  produit 

(r  —  xy-rf(x) 
a  pour  limite 

Kr(i — p).  (AppELi..) 


(  ■5'*  ) 


SOLUTION 
Far  M.  E.  Cekaro. 

Considérons  dcii\  séries  divergentes,  ù  ternies  |)Ositif>, 

«0  H-  rt  1  -T-  «2  H-  a.-j  -+-...,      />„  H-  /j  I  -  -  h-i-k-  h:^-^  .  .  . 

et  supposons  que  les  séries 

aQ-\-  a^x  -\-  a-ix'^  -\- . .  . ,     bQ--  b^x  -\-  b-ix'^-^- . .  ., 

soient  convergentes  pour|^|<i.  Soient /(^)  et  ^(a^j  leurs 
sommes.  Si 

lim  —  =  k, 

on  peut,  après  avoir  fixé  le  nombre  jîositif  î,  arbitiairenienl 
petit,  trouver  un  nombre  v,  tel  que,  [)Our  fi  >-  v,  on  ait  tou- 
jours 

a„ 


et,  par  suite, 


ci,i         . 


f^'^^(x) 


A 


<^, 


quel  que  soit  x.  II  en  résulte  que,  pour  n  infini,  le  rapport  de 
/'^'^^(.r)  à  g'^"'\x)  tend  à  devenir  constant.  Ce  rapport  tend 
donc  aussi  vers  une  limite,  lorsque,  n  croissant  à  l'infini. 
X  tend  vers  l'unité.  Or,  f{x)  et  g{x)  devenant  infinies  pour 
.r  =  i,  ainsi  que  leurs  dérivées  de  tous  les  ordres,  on  a,  en 
appliquant  la  règle  de  l'Hospital, 

fix)                    fin^(x) 
lim =  Iim  -:—— r =  A". 

De  cette  proposition  connue  on  déduit  aisément  le  ihéorèrue 
énoncé  par  M.  Appell.  Supposons  que  l'on  ait 

lim  ni' an  =  k. 

A  cause  de  la  divergence  de  la  série  dont   le  lerme  général 
est  a,i,  cela  ne  peut  arriver  que  pour/)^i. 
Si  l'on  pose 

X        X-        .r3        x' 

rr(  X)  =^    -^    -^    -f-    -^  .   .      , 

'''  -  li"    '    -îP    '    3/'        .\i' 


(  ;5-*  ) 

ou  a 

fi  '^  ) 
liin  '— —  =  lim  nPa„=  k. 

Soit,  pour  un  instant, /(.r)  =  (i —.r)/'-',  de  sorte  que 

Cl  n  —  ;>  * 

On  obtient 

liin  — '^^^-^ — -  =  hm ^ ^ ; =r(i  —p). 

.y=i{\  —  -r)i'-^      n  =  r>{i~J)){--t-—p)'--{n—p) 

Donc 
Iim([  — .r)»-/'/(:p)=  lim  ^^\  lim  ^     ^^"^^l    ,  =  A-r(i— />). 

A  ce  dernier  résultat  on  j^arvient  aussi,  d'une  manière  di- 
recte, en  considérant  la  fonction 

(i  —  xy-P J\x)=  Uq-^  ifior  H-  «2^-  +  .  •  •• 

D'après  les  propriétés  des  coefficients  binômiaux,  la  somme 
des  n -\- \  premiers  coefficients,  dans  le  développement  de 
(i  —  :ry-P,  est 

P(P-^  ^)(P  -»-'-*)...(/?  + /i  — i) 


(X,i— ^ 

1  .'1.0  ...  Il 


et  l'on  a 


p{\-\-p){'?.-}-  p).  ..(n  —  i  +  p)  I 

hm  n^-Poc,i=  bm  ^—^ '—^ ,  —  =  ~ — - 

puis,  en  vertu  d'un  théorème  connu  (  *  ), 
lim(aoa,i+  rtia„_i-+-. .  .+  a, 1^-0) 

n  =  XI 

—  T(p)T{i—p)  Wm nP a,i\in\n^-P %,i  ^  k  r(i—p). 

Donc,  si  l'on  observe  que 

Uo-h  i<i+  ?/,2  +  .  .  .+  Un=  (fo^'i=  cioCC/i-h  a,a,,_i+.  .  .-h  rz/jaj, 

on  peut  écrire 

lim(i  —  xy-P  f{x)—  u^~h  Ui  -+-  U2-^.  -  .—  k  r(i  — p). 
.1=1 

(')  BulleLin  de  Darboux,   li^go,  p.  117. 


(  •^3^  ) 


Question  1637. 

Une  droite  quelconque  rencontre  un  limaçon  de  Pascal, 
dont  le  point  de  rebroussenient  est  O,  en  quatre  points  A, 
B,  G,  D. 

1°  Quelle  que  soit  la  droite,  on  a  la  relation 

OA  -^  OB  H-  OC  -f-  CD  =  const. 

2°  Si  cette  droite  est  de  plus  tangente  à  un  cercle  fixe  C 
ayant  son  centre  en  O,  on  a  aussi 

OA.OB.OG.OD  =  const. 

3°  Cette  tangente  au  cercle  G  rencontre  le  cercle  base  de 
la  conchoïde-limaçon  en  deux  points  P  et  Q. 
On  a  la  relation 

OA.OB.OG.OD  =  ap!ÔQ^ 


(E.-N.  Barisien.) 


SOLUTION 
Par  M.  J.  Lemaire. 


Prenons  pour  origine   le   point  double  du  limaçon  et  pour 
axe  polaire  son  axe  de  symétrie,  et  soient 

p  —  a  -\-  b  cos  oj 

l'équation  du  limaçon,  et 

(D)  P 


cos(a)  —  a) 


celle  d'une  droite  quelconque. 
De  ces  équations  on  tire 

p  —  a 
costo  =  ■ — -, —  j  , 
h 

—  p^  cos  y. -\- a  p  cas  oi  ^  bp 

sin  w  =  -, H • 

op  sina 

Écrivant  que  la  ?ommc  des  carrés  de  ros  expressions  égale  i, 

6* 


(  M*  ) 

nous  avons,  après  calculs, 

(  -\- 2 abp  cos  a  p  ~{- ù'^/)- =  o', 

si  p',  p",  p'",  p'^  sont  les  racines  de  celle  équalion,  nous  avons 

p'+  ?"+  p"'-l-  p'"  =  2a  =  const.  (;.  q,  f.  d. 


De  plus 


si  la  clroile(D)   esl   tangenle    à    un    cercle   fixe   de  cenlre  0, 
p  est  constani;  d'où  la  seconde  partie  du  théorème. 
Le  cercle  base  de  la  conchoïde-limaçon  étant 

p  =  b  costo, 

nous  aurons  l'équation  aux  rayons  vecteurs  des  points  com- 
muns à  ce  cercle  et  à  la  droite  D  en  faisant  «  =  o  dans  (i); 
on  a  ainsi 

p'-*  —  ^(ip  cosa  -î-  b  sin^a)  p~-h  b-p-  =  o. 

Par  suite 

Ôp!Ôq'  =  62/?2 

=  OA.OB.OG.OD.  C.Q.F.D. 

Remarque.  —  On  sait  qu'un  limaçon  de  Pascal  est  la  trans- 
formée par  rayons  vecteurs  réciproques  d'une  conique  ayant 
son  axe  pour  axe  focal  et  son  point  double  pour  foyer;  on 
aurait  pu  déduire  facilement  les  propriétés  du  limaçon  que 
nous  venons  d'établir  des  propriétés  des  coniques. 

Question  1638, 

On  considère  un  cercle  fixe  G  et  un  faisceau  de  car- 
dioïdes  ayant  toutes  même  axe  de  symétrie  et  même  point 
de  rebroussement  O.  La  somme  des  inverses  des  rayons 
vecteurs  joignant  le  point  O  au  point  d'intersection  du 
cercle  avec  une  des  cardioides  est  constante. 

(E.-N.  Barisien.) 


(  :«■  ) 

SOLUTION 
Par  M.  J.  Lemaire. 

Prenons  pour  origine  ic  jjoinl  di;  rcljKJUssciiiciil,  cl.  pour 
axe  polaire  l'axe  de  symétrie,  communs  aux  cardioïdes  du 
faisceau;  soit 

p  —  a(i  H-  costo) 

l'équation  de  l'une  de  ces  courbes.  Soit 

p^  —  (  m  cos  to  -h  /i  si n  w  )  p  -1- /?  =  0 

l'équation  du  cercle  C.  Éliminant  oj  entre  ces  équations,  nous 
obtenons 

\{a  —  m  )2  -h  /i2  J  p4  _)_  ç>  [^(  a  —  ni  )  a  m  —  an"-  J  p-' 

4-  [ «2  m-  -H  2/)rt  (a  —  m )]  p^  -r-  vî a^  ^/^^ p  _|_  ^2 ^'^  —  „, 

Les  racines  de  cette  équation  sont  les  rayons  vecteurs  des 
points  communs  à  la  cardioïde  et  au  cercle  situés  à  distance 
finie  (les  autres  points  communs  sont  les  points  cycliques  du 
plan,  points  doubles  de  la  cardioïde). 

La  somme  des  inverses  des  racines  de  l'équation  (r)  est 

2  a2  mp  2  m 

p^a-  p 

Elle  est  indépendante  de  a,  d'où  le  théorème. 

Remarque.  —  Une  cardioïde  étant  la  transformée  par  in- 
version d'une  parabole  dont  le  foyer  est  le  point  de  rebrousse- 
ment  de  la  cardioïde,  la  proposition  ci-dessus  peut  se  déduire 
de  la  suivante,  dont  la  démonstration  directe  n'oflVe  d'ailleurs 
pas  de  difficulté. 

Soient  un  cercle  fixe  et  un  faisceau  de  paraboles  ayant  même 

foyer   et  même  axe;  si  A,  B,  G,  D  sont  les  points  communs  à 

ces  courbes,  et  F  le  foyer  de  la  parabole,  on  a,  quelle  que  soit 

la  parabole, 

FA  -I-  FB  +  FG  -H  FD  =  const. 

Question  1639. 

On  considère  une  cardioïde  et  un  point  fixe  P  dans  son 
plan.    Un  cercle  quelconque  ayant  son  centre  en  V  ren- 


(  ■^6*  ) 

contre  la  cardioïde  en  hait  points.  La  somme  des  lon- 
s^ueurs  des  rayonv  vecteurs  joignant  ces  huit  points  au 
point  de  rebroussement  de  la  cardioïde  est  constante. 

(  lî.-N.   B.VRISIEN.) 
SOLUTION 

Par  M.  J.  Lemaire. 

La  cardioïde  admet  les  points  cycliques  du  plan  pour  points 
doubles;  elle  a  avec  un  cercle  quelconque  deux  points  com- 
muns en  chacun  de  ces  points.  La  somme  des  distances  de  ces 
quatre  points  à  l'origine  est  nulle,  à  cause  de  la  définition  des 
points  cycliques. 

Les  rayons  vecteurs  des  quatre  points  communs,  situés  à 
distance  finie,  sont  les  racines  de  l'équation  (i)  {voir  solution 
de  la  question  1638).  Leur  somme  est 

9, [(rt  —  m)  ani  —  an"-] 
{a  —  m)'- -h  Ai- 
expression  indépendante  de/?. 

Si  le  rayon  du  cercle  varie,  son  centre  restant  fixe,  m  et  n 
conservent  une  valeur  constante.  Il  en  est  par  suite  de  même 
de  l'expression  ci-dessus;  d'oii  le  théorème. 

Remarque.  —  De  cette  propriété,  on  déduit  la  suivante  : 
Si  un  cercle  passant  par  deux  points  fixes,  et  de  rayon  va- 
riable, rencontre  en  A,  B,  G,  D  une  parabole  de  foyer  F,  on  a, 
quel  que  soit  le  rayon, 


I 
FÂ 


FB 


I 
FG 


FD 


=  const. 


Question  1640. 

Lieu  géométrique  des  foyers  des  coniques  qui  touchent 
deux  droites  fixes  chacune  en  un  point  fixe. 

Cas  particuliers.  —  i°  Les  deux  points  de  contact  sont  à 
égale  distance  du  point  d'intersection  des  deux  droites 
données. 

9°  Les  deux  droites  données  sont  parallèles.         (Jamet.) 


(  ■>7*  ) 


Soient 


SOLUTION 
Par  M.  J.  Lkmaiiu 


Ox,  Oy  les  tleu\  droites  fixes; 
A  le  point  fixe  donné  sur  Ox; 
B  le  point  fixe  donné  sur  Oy. 

Soit  F  un  foyer  d'une  conique  tangente  en  A  y  0:r,  en  15 
à  O  j  : 

On  sait  que  FO  est  bissectrice  de  BFA  ou  de  son  supplé- 
ment; cette  propriété  permet  de  trouver  facilement  l'équation 
du  lieu  demandé  en  coordonnées  polaires,  OA  étant  l'axe, 
O  l'origine. 

Supposons  que  FO  soit  bissectrice  de  AFB,  et  désignons  OA 

par  a,  OB  par  h,  yOx  par  0,  et  les  angles  AFO  et  BFO  par  a; 
nous  avons  {fig.  i) 


a 

P 

sina 

sin 

( 

to 

-+- 

a) 

b 

? 

sin  a        sin  (a  -t-  0  —  tu  ) 


Ces  relations  sont  vraies   dans    tous    les  ras  de  figure:  elles 

s'écrivent 

(p  —  a  costu)  sin  a  =  a  sin  (o  cos  a, 

[  p  —  b  cos(0  —  (o)|  sina  —  6  sin (  0  —  to)  rosa; 
d'où,  en  éliminant  a, 

(  p  —  a  roso)  )  6  sin(0  —  fv)  )  =  (  p  —  ^  vo'^y  (S  —  «•)  i|^  sin  »!>, 


Pt.  pai'  suite. 


P  = 


(  :^8*  ) 

ab  sin(  0  —  7.  to) 
6sin(^0  —  w) —  asinco 


telle  est  l'équation  du  lieu. 

Ce  lieu   est  une  cubique  circulaire  facile  à  construire  :  elle 
admet  O  pour  point  double,  et  ses  tangentes  en  ce  point  sont 

•  '^^^^ 

les  bissectrices  de.  yOx  et  de  son  supplément;  elle  passe  éga- 
lement par  A  et  B,  par  la  projection  G  de  O  sur  AB,  et  sur  la 
perpendiculaire  à  AB  en  son  milieu  {fig.  2). 

Fig.  -x. 


Son  asymptote  est  parallèle  à  la  médiane  du  triangle  OAB 
issue  de  O. 

Cette  courbe  se  présente  dans  plusieurs  questions  :  elle  est 
en  particulier  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes,  et 
des  pieds  des  normales  issues  de  O  aux  coniques  ayant  pour 
foyers  les  points  A  et  B. 

Cas  où  OA  =  OB.  —  L'équation  de  la  courbe  prend  alors  la 

forme 

a  sin(  6  —  2(u) 


ou 


.0  = 


P  = 


sin(0  —  co) —  sin  w 


0 
a  cos  ( tu  I   sin  l w 


cos 


sin  I  -      -  to 
1 


(  h'  ) 

Le  lieu  se  décompose  en  une  droite 


sin  I  -  —  (!)  )  =  o, 


bissectrice  de  j'O a;,  et  en  un  cercle 

a  cos  I  -  —  oj  1 


P  = 


0 
cos  - 

2 


qui  est  le  cercle  circonscrit  au  triangle  OAF^. 

Ce    résultat   pouvait    se    prévoir    :    dans    le   cas    en   eiïet   où 

OA  =  OB,  il  est  clair  que  la  bissectrice  de  AOB  fait  partie  du 
lieu,  qui  se  décompose  par  suite  en  une  droite  et  une  conique  : 
cette  conique  est  un  cercle,  puisque  la  cubique  passe  par  les 
points  cycliques;  ce  cercle  doit  d'ailleurs  passer  par  O, 
A  et  B. 

Cas  où  les  droites  sont  parallèles.  —  Soit  G  une  conique 
tangente  à  D  en  A,  à  D'  en  B,  D'  et  D  étant  deux  droites  pa- 
rallèles, F  et  F'  les  foyers  (Jig-.  3).  On  a 

FAD  =  FBD\ 

AF  et  BF  sont  les  rayons  homologues  de  deux  faisceaux  ho- 
mograplîiques. 

Fig.  3. 

D  A 


Le  lieu  des  foyers  est  dans  ce  cas  une  coniijuc  passant  par 
A  et  B.  Elle  a  évidemment  i)our  centre  le  milieu  O  de  AB. 

Les  directions  pour  lesquelles  ileux  rayons  homologues  sont 
parallèles  sont  la   direction   des  droites  D  et    H'  el  lu  direction 


(  4"*  ) 

perpendiculaire.  Par  conséquent  le  lieu  est  une  hyperbole 
équilatère  de  centre  O,  passant  par  A  et  B,  et  ayant  pour 
asymptotes  la  droite  équidistante  de  D  et  D'  et  la  perpendicu- 
laire à  cette  droite  menée  par  O. 


Question'  1642 


1/ 


Soit  une  conique  inscrite  à  un  triangle  ABC  en  A',  B', 
G';  a,  b,  c  les  milieux  de  BC,  GA,  AB;  a,  [3,  y  l^^  polaires 
de  a,  b,  c  par  rapport  à  la  conique.  Démontrer  que  les 
trois  points  (a,  B'G'),  (p,  C'A'),  (y,A'B')  sont  en  ligne 
droite.  Généralisation.  (Lemaire.) 

SOLUTION 

Par  M.  R.  Sondât. 

Appelons!,  H,  K  les  points  (a,  B'G'),  (P,  G'A'),  (y,  A'B'). 
Gomme  a  et  A  ont  pour  polaires  a  et  B'G',  I  est  le  pôle 
de  Xa.  De  même  H  et  K  sont  les  pôles  de  B6  et  Ce. 

Pour  que  les  points  I,  H,  K  soient  en  ligne  droite  il  suffit 
que  les  droites  polaires  Aa,  B6,  Gc  soient  concourantes,  con- 
tion  qui  est  ici  remplie. 


Question  1646.  / 

Étant  donnés  trois  triangles  ABG,  AiBjGi,  A2B2G2,  ho- 

mologiques  par  rapport  à  un  axe,  si  Von  joint  chacun  des 

points  du  tableau 

ABG 


A, 

A, 


B2 


Gi 

G. 


à  son  associé  mineur,  on  aura  neuf  droites  concourantes 
yV  associé  de  A  est  le  point  {ï^  y  C^,  BoGj),  (P-  Sond.vt.) 


Représentons  par 

(0 


SOLUTION 

Par  M.  P.  Sondât 


A      B      G 
Al     B|     C, 
A-1     Bi     G--) 


(axe  XjJiv). 


(  w  ) 

le  système  des  trois  triangles  homologiques  selon  l'axe  X|av, 
chacun  des  centres  Xi,  |jli,  vj  étant  celui  des  deux  triangles 
non  écrits  sur  l'horizontale  où  il  se  trouve,  et  ces  trois  centres 
étant  d'ailleurs  en  ligne  droite.  Désignons  les  points  associés 
par  les  lettres  grecques  correspondantes. 
On  a  les  nouveaux  systèmes 


(axe  Àv.v). 


K 

A,     B, 

Cl 

K. 

A 

h      C 

II 

^ 

B 

G 

H, 

A2     B2 

C2 

,        1 

A2      H2      C2 

,        Il 

A, 

B, 

G, 

Xi 

a        p 

ï 

1-^1 

ai      ^,      Y, 

Vl 

7.2 

3-2 

Ï2 

et,  par 

suite 

à; 

a       p      Y 
«i     ?i     Ti 

X;/v. 

^ 

''1 

«2      h     T 

2 

Or  le  système  (i)  donne  naissance  au  système  inverse 


X 

A 

A, 

A2 

1-^ 

B 

B, 

B2 

V 

G 

Gi 

G2 

Xi;j. 


1^1 


to 


et,  par  conséquent,  aux  suivants 


B 

Bi 

B2 

. 

A 

Al 

A2 

A 

A, 

A2 

G 

Cl 

C2 

t 

G 

Cl 

C.    ,         . 

B 

Bi 

B2 

a 

«1 

«2 

V- 

? 

?i 

P2 

ï 

ïi 

T2 

(axe  X,;aiVi), 


en  éliminant  les  centres  inutiles. 

Il  résulte  de  là  que  les  droites  ai  a,,  ^1^2»  71Y2  passent  par 
le  point  de  rencontre  Xj  des  droites  A1A2,  BjBj,  G1G2,  ou  X', 
se  confond  avec  Xi.  De  même,  \i.\  se  confond  avec  fXi  et  v^ 
avec  vi;  en  d'autres  termes,  le  système  (i)  entraîne  le  suivant 


X,  I  a       p      Y 
(•2)  V-i  I  «1     !^i     Ti 

^'i    I  «2     %     Y2 

et  on  a  les  triangles  homologiques 


A 

a 


B     G 

?     Y 


toi 


«1 


B, 

P. 


Xuv 


-*^2 


B2 


G, 


(axe  Xijiv). 
8* 


(  4^*) 

Il  reste  à  prouver  que  les  trois  centres  u>.  lOi,  toj  coïncident. 
En  eflet,  le  svslènie 


(3; 


Hi 

A 

B 

G 

co 

A, 

Bi 

c, 

vi 

a 

P 

T 

(axe  X|Av), 


traité  comme  le  système  (i),  entraîne  le  suivant 


H, 

A2 

132 

G, 

iÙ2 

P 

Q 

R 

Vl 

«2 

?2 

T2 

P,  Q,  R  étant  les  associés  de  Ai,  Bi,  Gi  dans  (3).  Donc  W2 
coïncide  avec  a>.  On  prouverait  de  même  que  toi  se  confond 
avec  10. 

Remarque,  —   En    combinant  trois  à  trois  les  colonnes  du 
tableau 

i  B     B,     B2     ^     Pi     p2 

(  G    Gi     G2    Y    Yi     Y2 

on  obtient  vingt  systèmes  de  deux  triangles  lioraologiques 
(centre  X)  et  dont  les  axes  sont  les  droites 


X,     Hi     K 


Xi     I      I, 


Xi     H     K,     co 


(4)  Aifjiivi,  I  î^i      I        Kl         /  [J.1     H     Hi         /  j^i     II      K      w 
(  V,       Il      H  (  vi      K     K,         (  vi      I      Hi     w 

c'est-à-dire  que  XiHKi,  (XiIiK,  viIHi  sont  trois  nouvelles 
droites  passant  par  to. 

Il  résulte  des  droites  (4)  que  dans  l'hexagone 

I     II     H     Hi     K     Kl 

les  côtés  opposés  se  coupent  aux  points  Xi,  [jii,  vi  en  ligne 
droite,  et  les  diagonales  principales  HKi,  Ii  K,  IHi  sont  con- 
courantes en  w.  Get  hexagone  est  donc  à  la  fois  de  Pascal  et 
de  Brianchon. 


Question  1653. 

G  étant  le  cercle  osculateur  en  un  point  M  d' une  para- 
bole, démontrer  géométriquement  que  le  foyer  divise  dans 
le  rapport  de  i  à  3  la  droite  MD,  D  étant  le  symétrique 
par  rapport  à  la  normale  en  M  du  point  où  le  cercle  G 
rencontre  le  diamètre  de  la  parabole  relatif  au  point  M. 

(  \l.  Rouen K.) 

SOLUTION 
Par  M.  P.  Michel. 

Soit  O  le  centre  du  cercle  osculateur;  je  le  projette  en  A  sur 
la  droite  MD;  on  sait  que  le  foyer  F  est  le  milieu  de  la  lon- 
gueur MA.  (Question  1561,  solution  par  H.  Brocard,  Nou- 
velles Annales,  septembre  1899,.) 

Or 

MD  =  2MA; 

par  suite 

MF=:iFD. 

G'est  ce  que  l'on  demandait  de  démontrer. 


Question  1649. 

On  donne  une  ellipse;  on  prend  le  triangle  \C^  formé 
par  les  deux  tangentes  GA,  GB  à  cette  courbe  et  par  la 
corde  de  contact  AB.  Sur  les  côtés  de  ce  triangle  comme 
diamètres,  on  décrit  des  sphères;  elles  se  coupent  en  deux 
points,  réels  ou  imaginaires  : 

1°  Quel  est  le  lieu(M)  de  ces  points  lorsqu'on  déplace  \^ 
parallèlement  à  la  même  direction; 

of  Quel  est  le  lieu  des  lignes  (M)  lorsqu'on  fait  varier  la 
direction  de  W^.  (Manmikim.) 

SOLUTION. 
Par    M.    X***. 

Le  lieu  des  points  d'où  sont  vus  sous  un  angle  droit  les  trois 
côtés  du  triangle  foimé  par  deu\  point**  quelconques  d'une  el- 


(  4/i*  ) 

lipse  donnée  et  par  le  pôle  de  la  corde  qui  les  joint  est  un  cas 
particulier  de  la  surface  de  Tonde  lumineuse. 

En  général  les  deux  points  M,  M',  d'où  les  trois  côtés  d'un 
triangle  ABC  sont  vus  chacun  sous  unangle  droit, s'obtiendront 
de  la  manière  suivante  :  considérant  la  sphère  circonscrite  au 
triangle  ABC  et  ayant  son  centre  O  dans  le  plan  de  ce  triangle, 
on  la  coupera  par  une  perpendiculaire  au  plan  du  même 
triangle  menée  par  le  point  de  concours  H  de  ses  hauteurs  :  on 
aura  ainsi  deux,  points  NetN' ;  ces  pointsne  sontpas  encore  ceux 
qui  sont  demandés;  mais,  pour  les  obtenir,  il  suffira  de  réduire 

dans  le  rapport  -—  les  distances  HN   et  HN'.   Ou  bien  encore 


on   considérera   l'ellipsoïde  de   révolution  aplati,    ayant  pour 
équateur  le  cercle   circonscrit  au  triangle  ABC    et  pour  petit 

axe  ——■)  et  on  le  coupera  par  la  perpendiculaire  au  plan  du 

triangle  passant  par  le  point  de  concours  H  de  ses  hauteurs. 
En   effet,   soit   décrit   un    demi-cercle  sur    le    côté   BG   du 


triangle,  et  soit  la  hauteur  AHA'a  prolongée  jusqu'en  M^  où 
elle  coupe  ce  demi-cercle,  le  triangle  BM^G  est  rectangle  en 
Ml,  et  si  on  le  fait  tourner  autour  de  son  hypoténuse  jusqu'à 
ce  que  le  sommet  Mi  vienne  en  M  sur  la  perpendiculaire  élevée 
en  H,  je  dis  que  le  point  M  est  l'un  des  points  cherchés.   Pour 


(  iS'  ; 

le  montrer,   il  suffit  de    considérer  l'expression  du  carré  de  la 
distance  ÏIiVI, 

ÏÏm'  =  Â'M'i*  — ÎÏA''. 

Or,  en  premier  lieu, 


et  l'on  a 


par  suite. 


A'Mi    =BA'.A'C, 

BA'  =  c  cos  B  =  2  R  cos  B  sm  C, 
k'  C  =  b  cos  G  =  2  R  sin  B  cos  C  ; 


A' Ml    =  4  R2  sin  B  cos  B  sin  G  cos  G. 


On  a,  d'autre  part,  HA'  =  A'a,  et 

ÂÂ'."Â^  =  ÏÏÂ'.X^G; 


d'ailleurs   la   hauteur  AA'  est  égale  à  2RsinBsinG  :   il   vient 
donc 


A'H  =  A'a  =  2  R  cos  B  cos  G 
et,  conséquemment, 

HM'  =  4  R2  cosB  cosG  (sin B  sin  G  —  cosB  cosG) 
=  4  R^  cos  A  cosB  cos  G. 

La  symétrie  de  cette  expression  établit  l'exactitude  de  la 
proposition  avancée  et  le  point  Mj  d'où,  par  construction,  le 
côté  BG  du  triangle  est  vu  sous  un  angle  droit,  est  bien  tel  que 
les  deux  autres  côtés  en  sont  vus  également  sous  des  angles 
droits. 

hdi  puissance  à.M  point  H  p^r  rapporta  la  sphère  considérée 

est  mesurée  par  HN    =  AH.Ha,  ou  encore  2. A'a  (AA' —  A'a), 
c'est-à-dire,  en  vertu  des  expressions  déjà  employées, 

8R2c()sA  cos  B  cos  C. 


(  'fi'  ) 

Il  (M\  rôsiille  que  l'on  a  bien 

HN=  HM.y/^. 

Ces  préliminaires  étant  établis,  voici  une  solution  analytique 
de  la  question  posée. 

Soient  a,  [3  les  coordonnées  d'un  point  A,  sa   polaire  BG  a 

pour  équation 

b'*-ax-¥-a'^'^y  —  a'^b'^  =  o, 

celle  de  l'ellipse  étant 

de  sorte  qu'il  viendra,  pour  le  couple  de  tangentes  AB,  AG, 

—  (  ^2  aa?  -4-  «2  o,y2  )  —  a^b^  =  o, 
et,  pour  les  droites  parallèles  issues  de  l'origine, 
(62a2+  a2j32—  a2/;2)(^2^2  ^rt2^2)_(è2a.r +  a2pjK)2=  o, 
ou  encore,  en  ordonnant  et  supprimant  «262,  facteur  commun, 

(62_  [32)^2_^  2ap^7-f-  (a2_a2)j^/2^o. 

Considérant   maintenant  un    point  H,  de    coordonnées  ^,  r\, 

j'aurai   l'équation  du  couple  de  droites  HB,  HC,  en  transpor- 
tant d'abord  l'origine  en  H,    ce  qui  donne  pour  les  équations 

de  l'ellipse  et  de  la  droite  BG, 

62.^2  +  rt2jr2_f-2  62  2.r  +  'ia^r^y  -{-  62^2^  a'^ri^—a^b^-  =0 


et 

b^ocx-^a'^'^y-h  b^'OL^ç-h  a^-'^r^—a'^b'^  =0; 

puis  en  éliminant,  entre  ces  équations,  préalablement  rendues 

homogènes   par  le  changement  de  rr  et  j^  en  -  et  ^ ,   la  va- 
riable d'homogénéité  z,  il  viendra  ainsi 

(62j^2+rt2^2)(^2at  -f.a2^-^  ^a^-h^y 

-~o.(by.\-Y-  a"'  ;3r;  —  a^-  b'-){b^  f  .r  H-  n'-r^y)(b^'X.r  -+-  o'-  ?  r) 

+   (^2Ï2H_rtr2r/^—  r/262)(62ax-|-  ^23j)2   =  O, 


{  47* 

et,  après  déxeloppeirieul, 

[(  62  a2  -h  «2  p2  )^^2_  .,,  «2  ^2  ^-^^   _f_  (j*  {  Cf'  —  OL'^)\x'i 

—  2[(62a•2  4-a2^2)^,^  __rt2/,2(3t4_a.^^  _  afJjJ  j^k 

-h[(62a2_|_f^2p2)t2_.;,,f2^2a^  _f.a^(62—   32)]  j2   =  O. 

11  faudrait,  pour  rapporter  les  droites  IIB,  HG  aux  axes  de 
l'ellipse,  changer  dans  cette  équation  x  e.\.  y  en  x  —  ^  et^  —  r^  ; 
mais,  comme  il  suffit  de  considérer  des  droites  parallèles  me- 
nées par  O,  on  peut  conserver  l'équation  telle  quelle. 

Pour  qualifier  maintenant  le  point  H  comme  point  de  con- 
cours  des  hauteurs  du  triangle    ABC,  j'écris   que  des  droites 

HB,  HG  l'une  est  perpendiculaire  à  l'une  des  droites  AB,  AC, 
et  l'autre  à  l'autre.  Gette  condition  de  perpendicularité  double 
entre  droites  de  deux  couples  supposés  respectivement  repré- 
sentés parles  équations 

ax-  -\-  ihxy  -h  by-  =  o, 
a'  X-  -\-  •!  Il'  xy  -+-  b'y-  =  o 

s'exprime  en  général  par  l'égalité  de  rapports 

^  _  — ^i  _  ^>' 
ù  h  a 

On  aura  donc  ici,  introduisant  un  facteur  de  proportionna- 
lité p, 

(62a2_^  ^,2^2)^2  _,^«2^2a5_j_aH^--  p-^)  =  0(62—^2), 
(62a2-ha2p)îr,-a2^,2(3ï  ^_     ccr,     — a?)=pa3, 
(62a2-Ha2p2)^2_2a2^2p^^_^  ^,v(«2_a2)  =  p(a2— a2), 

équations  d'où  ^,  v)  et  l'inconnue  auxiliaire  p  peuvent  être  dé- 
gagées. 

Ce  groupe  d'équations  présente  toutefois  une  ambiguïté  que 
la  question  ne  comporte  pas  :  il  est  clair,  en  eflet,  par  la  façon 
même  dont  ces  équations  ont  été  obtenues,  que  leurs  solutions  s, 
7)  conviennent  aussi  bien  au  point  de  concours  des  normales  à 
l'ellipse  en  B  et  G  qu'au  point  de  concours  des  hauteurs  du 
triangle  ABG.  Mais,  pour  séparer  la  solution  étrangère,  il  n'y 
a  qu'à  faire  entrer  en  ligne  de  compte  l'équation  de  la  hau- 
teur AH 


(  48-  ) 

laquelle  n'est  vérifiée  que  par  les  coordonnées  du  point 
cherché. 

La  deuxième  équation  du  groupe,  par  exemple,  en  élimi- 
nant V)  par  le  moyen  de  l'équation  auxiliaire,  deviendra 

—  [(a2  —  ^>2  )(  ^2  a2  _|_  «2  p2  )  _^  ^(,2  ^i  (  «2  _^  ^2  )J  «pS 

+  6-a2p(a''  — p)  =  G, 

et  elle  doit  avoir  une  solution  commune  avec  la  première 
équation  du  groupe.  Si  donc  on  en  retranche  celle-ci,  multi- 
pliée par  a- [3,  la  solution  commune  sera  donnée  par  l'équa- 
tion résultante,  qui,  après  suppression  d'un  facteur  commun 
b-ai^-\-  a^  P^  —  rt2/,2  —  o,  se  réduit  simplement  à 

(«2— 62)a^  =  a*—  p. 

Reprenant  à  nouveau  la  première  équation  du  groupe  et  y 
substituant  cette  expression  de  (a'*  —  p)  en  ^,  il  vient  définiti- 
vement 

(a2  —  ^>2)p24_^2(^/2_|_^2)^ 

et  l'on  en  conclura 

'^        P  //2a2-f-rt2fi2  '^    ^' 

Telles  sont  les  formules  qui  font  connaître  rationnellement 
les  coordonnées^  et  r^  du  point  H  en  fonction  des  coordonnées 
a,  p  du  point  A. 


(*)  Ces  valeurs,  comparées  respectivement,  à  la  première  et  à  la 
troisième  équation  du  groupe  primitif,  font  immédiatement  con- 
naître les  expressions    des   coordonnées   du  point  de  concours  des 

normales  aux  extrémités    de  la  corde  BC  en  fonction  de  celles  du 
pôle  de  cette  corde,  c'est-à-dire 

Ou  bien,  au  contraire,  on  peut  obtenir  directement  ces  coordon- 
nées comme  celles  du  point  diamétralement  opposé  à  A  sur  le  cercle 
(ABC),  dont  l'équation  est  calculée  plus  loin,  et  alors  les  équations 
écrites  en  premier  lieu,  débarrassées  de  cette  solution,  font  con- 
naître \  et  T,, 


Réciproquement,  ^  et  r^  étant  donm's,  on  peut  en  déduire  a 
et  p,  mais  non  point  rationnellement.  Toutefois  les  équations 
exprimant  a  et  ^  en  ^  et  tj  ne  sont  point  d'un  degré  aussi  élevé 
qu'elles  peuvent  le  paraître  de  prime  abord.  En  effet,  multi- 
pliant par  a  et  p  respectivement  les  expressions  de  ç  et  t^,  et 
faisant  la  somme,  il  vienflra  simplement 

a^  -t-  Prj  =  «2^  ^2, 

équation  linéaire  en  a  et  ^  comme  en  ^  et  r^  et  qu'il  suffit  d'ad- 
joindre à  l'équation  déjà  mentionnée 

laquelle  est  linéaire  en  ^  et  v)  seulement,  quadratique  en  a,  p. 

Puisque  à  un  point  H  pris  arbitrairement  dans  le  plan  de 
l'ellipse  correspondent  deux  triangles  ABC  et  que  chaque 
triangle  donne  lieu  à  deux  points  M  et  M',  d'où  les  côtés  sont 
vus  sous  un  angle  droit,  il  est  clair  que  la  surface  cherchée  est 
du  quatrième  ordre,  symétrique  par  rapport  au  plan  de  l'ellipse 
donnée  comme  par  rapport  aux  plans  perpendiculaires  menés 
suivant  ses  axes,  et  enfin  qu'elle  admet  comme  ligne  d'inter- 
section avec  le  plan  de  l'ellipse  :  i°  cette  courbe  elle-même; 
•2"  le  cercle  lieu  des  angles  droits  circonscrits  à  l'ellipse,  ou 
cercle  orthoptique. 

Quoi  qu'il  en  soit,  du  reste,  et  pour  achever  la  solution  ana- 
lytique, je  forme  l'équation  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
ABC.  Cette  équation  rentre  dans  la  forme 

(62372+  «2  j2_  0^2  ^2) 

+  (è2aa7-i-a2p7  —  a2^2)(X27  H-  [JLJKH- v)  =  G, 

qui  est  celle  des  coniques  admettant  la  corde  BG  en  commun 
avec  l'ellipse  donnée.  Des  trois  conditions  à  introduire  encore, 
la  première  est  qu'elle  soit  vérifiée  par  les  coordonnées  a,  ^du 
point  A,  ce  qui  donne 

Xa  -h  [JL^  -f-  V  =  —  1 . 

En  écrivant  de  plus  que  les  termes  du  second  degré  sont 
^2  -h  'j/2  à  un  facteur  constant  près,  il  vient  encore 

X  a2  [3  +  [jL  62  a  =  o 

et 

)  ir-,  —  iji<72[3  —  a"'—  />-. 


d'où 


(  5o*  ) 

I-  a-  H-  a'*  p2 

^,2^2(a2_i_    [32) 


6^a--2+«*p2  ' 


[a=  — 


V  = 


et  pour  l'équation  cherchée 

(62a2+a2p2)(^2_^_j^2)_(o(2+  ^2  _^  ^^  —  ^2  )  ^,2  <^^ 

—  (a2+  p2_^2_^^2)rt2pj^_j_(^2_^2)(^2a2_a2p2)^  O. 

Il  suffit  d'y  changer  372  +  ^^2  ^^  x'^ -{- y'^ -\- 1  z'^  pour  obtenir 
l'équation  de  l'ellipsoïde  de  révolution  aplati  ayant  pour  équa- 
teur  le  cercle  (ABC), 

(62a2^-a2p2)(^2_|_y2  4_2S2)_(a2H-  ^2_|_^2_^,2)è2aip 

—  (a2-h  P2_  a2+è2)«2pjj^_^(^2_  ^2)(^2a2_^2[32)  ^  q, 

et,  finalement,  l'élimination  de  a  et  p  entre  cette  équation  et 
celles  qui  lient  entre  elles  les  coordonnées  de  A  et  de  H  four- 
nira celle  de  la  surface  cherchée. 

Pour  effectuer  cette  élimination  de  a  et  [3,  je  commence  par 
substituer,  au  contraire,  dans  l'équation  de  l'ellipsoïde  les  ex- 
pressions de  :r  et  de  /  en  a  et  p,  savoir 

_        (^2_^2)^2_^  /;2(ct2_^^2) 

•^  -  '^  62a2  +  a2pl  ' 

_  (rt2_^,2)a2-f-a2(a2-+-Z>2) 

^~^  62a2H-a2p2  ' 

mais  d'abord  seulement  dans  les  termes  des  degrés  zéro  et  un  : 
il  me  vient  ainsi 

(  62  a2  4-  «2  p2  )2  (;272 -f- j2  ^_  9.  52  ) 

=  (a2-H  p2_^i2_^,2)[_(^2_  è2)a2p2_|_(«2_|_^2)(^4a24-«4p2^] 
+  [2  a2  62  (  «2  +  62  )  —  (  «2  _  /;2  )  (  ^,2  «2  _  «2  ^2  )]  (  ^2  ^2  4.  «2  ^2  ). 

Je  trouve,  d'autre  part, 

/j2a2  _}_  ^^2  ^2  )2(^2  -+.j^r2)  =  («2  -1-  62  )  (  a2  -f-  ^2  _  ^  ^^2  _  2  62  )  a2  ^2 

+  (<22_|_^2)2(èVa2-h  a'*^^-), 


(  5.'  ) 

et,  par  suite,  en  faisant  la  différence  j'aurai  l'expression  de  z^, 
assez  compliquée  à  première  vue,  mais  qui  se  simplifu;  aisé- 
ment si  l'on  réfléchit  qu'elle  admet  nécessairement  le  facteur 
a2_|_  [^2  —  ^2  —  ^2,  L'autre  facteur  peut  lui-même  s'écrire  éga- 
lement a  priori,  comme  représentant  le  lieu  des  pôles  des 
normales  à  l'ellipse;  quoi  qu'il  en  soit,  on  trouvera 

^,   __    f7.2  -i-  8^  —  a2  —  /j^  )  [(a^  —  ^>2)2  a2  ^2  _  ^6  g2  _  ^fi  ^2  I 
^"  ~  (62a2—  a2|i2)2 

Ainsi  les  équations  de  la   surface  sont  ramenées  à  la  forme 

Mais,  pour  avoir  une  seule  équation  du  type  F{x,y,  z)  =  o, 
je  fais  maintenant  la  somme  des  expressions  dont  la  différence 
a  donné  z'^.  J'obtiens,  après  quelques  réductions, 

(è2a2-f-a2j^2)(^2_i_^2_^^2)  ^  ^4  a2  -+-a*|32-T-rt2^2(«2_^  ^2^^ 

et  si  maintenant  je  retranche  successivement  des  deux  membres 
les  quantités  «2(^2  a2  +  «2  p2)  et  b'- { b'- ol'^ -^  a'- ^'- ) ,  il  me 
viendra 

(^2  a2  4-  a2  p2 )(;r2  +7^  -f-  ^2  _  «2)  =  ^2  [^_, ^^2  _.  ^2  )  ^2  +  «2 (  a>  -j-  62)J, 

(62a2  +  a2p2)(^2^_y2^_-2_62)3=:rt2[        («2  _ /;2  )  ^2  _t_  //2  (  «2  _^  ^2)J  ^ 

c'est-à-dire,  en  se  reportant  aux  expressions  mêmes  de  :r  et  j^ 
en  a  et  p, 

a-T  Q  _  b'-r 

°-  "=    ^.2_+.   ;^2_^    -2_^2  '  ^  —     j,2  ^.  yî  ^  :;i  _  a>  ' 

Or  otx  -^  ^y  =  a^  ^  b^  ;  j'ai  donc  simplement 


;r2-h72_i_^2_^2  jrrî  _^  yi  _^  ^2  ^  a 


.   _(«2_^^2)  =  0. 


C'est,  pour  un  cas  particulier,  l'équation  de  la  surface  de 
l'onde  lumineuse,  qu'on  pourra  aisément  ramener  à  sa  forme 
la  plus  usuelle 

a'2:r2  ^'2^2'  (.'2-2 

=  o. 


^.2_^j^.2_^    -2_^'2    ^   ^,.2+  -^2.^-2  _  ^'2  ^-2  _|_  ^2  _^  ^2  __  t;'2 

en  prenant  a'2  =  a'--i-  b\  b"-  =  a''-,  c'2  =  b'-. 


(  â«*  ) 


QCESTIOKS  PROPOSÉES. 


1647.  Démontrer   que   la   somme  des  carrés  des  coefficients 
binômiels  d'un  nombre  entier  positif  a 


k  =  n 


2 


a 


/w 


n  est  jamais  divisible  par  un  nombre  premier  :  p  >  la,  mais 
toujours  divisible  par  tous  les  nombres  premiers  compris 
entre 


et ) 


•;►  n  H-  '2  '2  ji  -1-  1 


où  n  est  un  nombre  entier  positif  et  <a;  et  que  la  même 
somme  n'est  pas  divisible  par  un  môme  nombre  premier  p 
compris  entre 


ia                      '>.a 
-r     et     


2 /i  H-  o  in 


excepté,  si  une  puissance  de/?  (supérieure  à  l'unité)  se  trouve 
dans  l'intervalle  de  a  jusqu'à  ia.  (G.  Szily.) 


1648.   Démontrer  les  identités  suivantes 

k:z=a  /■  —  m 


ia)^=i: --"(:)("; 


a\  la  —  k \ 


ou 


a 
m 

'2. 


/(  =  n  k=za  —  \ 


V^     a\''  sry    /  a\   la  —  i 


A-  =  rt  -  1 

•>. (  5t a  —  I )    \^     la  —  I 


a  —  I         jM    \      /> 


Ci;)- 


i. 


(  33*  ) 

/  -  0  /.-  -  1 

k  =  n  k  —7.n 


k 


h=tl  h- h 

h  =0  /.•z=0 


k-T-h 


2(-»* 


2a    \  f    ib 


i'^'>  .    .      ...  Ad^       '    \a-k     \b~k 

HO  a)  ^="' 

Â-  =  o 
où  h  est  un  nombre  entier  positif  <  a.  (G.  Szily.) 

16S7.  On  projette  orthogonalement  un  ellipsoïde  sur  tous 
ses  plans  tangents. 

Déterminer  : 

T°  L'équation  de  la  surface  qui  limite  la  région  occupée  par 
toutes  les  ellipses  de  contour  apparent  ainsi  obtenues  ; 

2,"  Le  nombre  des  points  de  contact  de  cette  surface  et  de 
l'une  de  ces  ellipses.  (Manmieim.) 


OIESTIO^S  RÉSOLUES. 


Question  1569  (»)• 

COMPLÉMENT    A  LA    SOLUTION 
Par  M.  II.  Brocard. 

Note.  —  La  construction  des  points  M  est  précisément  celle 
qui  détermine  pour  lieu  géométrique  de  ces  points  la  courbe  (i) 
désignée  sous  le  nom  de  Kreuzcurve. 

Il  est  intéressant  de  remarquer,  à  ce  sujet,  que  cette  courbe 
paraît  avoir  été  signalée  pour  la  première  fois  par  Terquem 
(voir  N.  A.  M.,  1847,  p.  894,  quest.  165). 


(>)   Nouvelles  Annales,  5«  série,  t.   XI,   p.  /|3*  ;  1892. 

10' 


(  54*  ) 

Question  954. 

(  f^'oir  2*  série,  t.  VIII,  p.  432.) 

Étant  données  une  parabole  et  une  circonférence  pas- 
sant par  le  foyer  et  coupant  la  parabole  en  quatre  points^ 
trouver  le  lieu  des  milieux  des  tangentes  communes. 

(Olga  Ermanska.) 

solution 
Par  M.  H,  Brocard. 

L'énoncé  textuellement  reproduit  renferme  une  indétermi- 
nation. Il  est  évident  que,  pour  le  compléter,  il  est  nécessaire 
de  spécifier  une  condition  relative  aux.  circonférences,  et 
puisqu'elle  est  laissée  au  choix  du  solutionniste,  il  y  a  lieu  de 
prendre  la  plus  simple. 

Nous  supposerons  donc,  par  exemple,  les  circonférences  de 
rayon  constant  R. 

L'équation  de  la  parabole  rapportée  à  son  axe  et  à  son 
foyer  étant 

(i)  J'^=  *2/i>.r  -f-/»2, 

celle  de  la  circonférence  sera 

(2)  x'^-hy'^ —  lOLX  — 2^^  =  o 

avec  la  condition 

(3)  «2+^2   ^R2. 

La  tangente  à  la  circonférence,  parallèle  à  la  direction  w,  a 
pour  équation 


y  =^  mx  -\-  ^  —  /?i  a  —  R  y/] 


m' 


Elle  est  tangente  à  la  parabole  (i)  sous  la  condition 

(4)        [/'(n-m2)— 2/np  +  ■2w2a]2r=  4m2R2(i_4_  ^,^2). 

Formant  les    expressions    des    coordonnées    des    points    de 
contact  avec  les  deux  courbes,  on  aura,   pour  tout  point  du 


(  ^'5') 


lieu 

(5)  IX  =  a  — 

(6)  2j^  =  ?  + 


R  tn  p  p 

—  > 


y/i  H-  m 


2        m 


Il  restera  donc  à  éliminer  /n,  a,  ^  entre  les  quatre  équations 
(3),  (^).  (5),  (6),  ou,  ce  qui  revient  au  même,  tirer  a  et  3  des 
équations  (5),  (6),  les  substituer  dans  les  équations  (3),  (4) 
et  éliminer  m  entre  deux  nouvelles  équations. 

La  nécessité  de  se  débarrasser  au  préalable  des  inalion- 
nelles  rendra  cette  élimination  fort  laborieuse.  Nous  croyons 
même  qu'il  serait  impossible,  en  raison  de  cette  complication, 
de  parvenir  à  l'équation  du  lieu  sous  forme  explicite. 

Gomme  autre  condition  sim|)le  relative  aux  circonférences 
(2),  il  y  aurait  à  supposer  leurs  centres  sur  l'axe  de  la  para- 
bole. 

Les  équations  précédentes  pourront  encore  nous  servir 
moyennant  les  substitutions  ^  =  o,  R  =  a;  mais  les  simplifica- 
tions qui  en  résultent  sont  illusoires,  et  l'élimination  finale  est 
tout  aussi  impraticable. 

Nous  croyons  donc  devoir  nous  borner  à  ces  indications; 
cependant  on  peut  observer  qu'il  paraît  facile  d'obtenir,  par 
un  tracé  direct,  quelques  données  sur  la  forme  de  la  courbe, 
notamment  dans  la  seconde  hypothèse.  Elle  admet  alors  deux 
branches  infinies,  symétriques  par  rapport  à  Or,  asymptotes 
à  Oy,  extérieures  et  tangentes  à  la  parabole,  et  paraboliques 
du  côté  des  x  positifs. 

TV.  B.  —  M.  Barisien  a  résolu  la  question  en  supposant  que  le 
cercle  au  lieu  de  passer  par  le  foyer  a  son  centre  fixe. 


Question  1419.    * 

Un  triangle  ABC  étant  donné,  on  mène  d'un  point  P 
aux  côtés  BG,  GA,  AB  des  parallèles  qui  rencontrent  res- 
pectivement AB,  BG,  GA  en  A',  B',  G'  : 

i**  Pour  que  les  trois  points  A',  B',  G'  soient  en  ligne 
droite,  il  faut  que  P  se  trouve  sur  une  conique  déterminée. 

■2°  A    un  point    P    de  cette   conique   correspondent    deux 


(  56*  ) 

droites  A'B'C  :   quel  est  le  lieu  de  leur  point  de  rencontre 
quand  le  point  Y*  parcourt  la  conique? 

Cas  particulier  du  triangle  ABC  e'quilatéral. 

(POUJADE.) 
SOLUTION 

Par  M.  E.-N.  Barisien. 

1°  Prenons  le  côté  GA  pour  axe  des  x,  le  côté  GB  pour  axe 
des  jK.  Soit  0  l'angle  ABC  et  posons  GA  =  a,  GB  =  è.  Si  a  et  ^ 
sont  les  coordonnées  du  point  P,lcs  équations  des  droites  AB, 
PA',  PB',  PG'  sont  respectivement 

bx  -h  ay  =  ab, 
X  —  a  =  o, 

b{x  —  'x)-^a{y  —  P)  =  o, 
de  sorte  que  les  coordonnées  des  points  A',  B',  G'  sont 

X  =  1.  [  a  ^ 

_    l  a?  =  o,  \  X  = 

b{  a  —  a  )  ^ 


6a 


A' 


B' 


y 


a 


a?  =  o, 


G' 


7  =  0. 


La  condition  pour  que  ces  trois   points  A',  B',  G'  soient  en 
ligne  droite  est  exprimée  par  le  déterminant 


a 

b( 

a  —  a) 
a 

I 

o 

? 

' 

ap  +  boL 
b 

o 

I 

=  o, 


lequel  développé  devient 

{a^  -^  b  ol)  {a'^  -r-  b 'X  —  ab) —  aba.^  =  o 


ou 


(0 


a2^2_è2a2_^  a6a3  —  a6(a3  +  6a)  =  o. 


Le  lieu  de  P  est  donc  alors  la  conique  circonscrite  à  ABC 
et  dont  le  centre  coïncide  avec  le  centre  de  gravité  du  trian- 
gle. Les  tangentes  à  la  conique  aux  sommets  du  triangle  sont 
parallèles  aux  côtés  opposés. 


(  37*  ) 

2"  Les  parallèles  menées  de  I*  aux  côtés  B(j,  CA,  Ali,  ren- 
contrent aussi  les  côtés  GA,  AB,  BG  respeclivenienl  en  A', 
B",  G".  En  c\[)rimant  que  les  points  A",  B",  G"  sont  en  ligne 
droite,  on  retrouve  réqualir)n  (i).  Il  en  résulte  qu'à  chaque 
point  P  correspondent  deux  droites  A'B'G'  et  A"B"C". 

L'équation  de  la  droite  A'B'G'  est 


GG'  "^  GB'       ' 


Or 


GG'  = 


a  ^  -i-  />  a 


GB'  ^-  3. 


Donc  l'équation  de  A'B'G'  est 

(2)  6pX-f-(Y—  p)(«p-+-6a).:r  o. 
Gelle  de  A"B"G"  est  de  même 

(3)  «aY+(X  — a)(rtp-f- /ja)  =-- o. 

Pour  avoir  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  droites  A'B'G' 
et  A"B"G",  il  faut  éliminer  a  et  ^  entre  (i),  (2)  et  (3). 

En  résolvant  (2)  et  (3)  par  rapport  à  X  et  à  Y,  on  trouve 

~  («p4-^a)2— rt/;a|3  '  ~  {a^  -h  bocY^  —  aboL^  ' 

Mais(i)  peut  s'écrire 

de  sorte  que  X  et  Y  se  réduisent  à 


X-  -, 

a 


^-T 


Par  conséquent 


v/aX,         3--v^6Y 


En  portant  ces  valeurs  de  a  et  ^  dans  (r),  nous  avons,  après 
avoir  fait  disparaître  les  radicaux, 

i  [{aY  -^  bX)  (a\  -h  bX  —  ab)A-  abW  [i 
^^''  (       =  ^iabXY{aY  -hbX  —  ab)K 

Le  lieu  des  points    de   rencontre  de   A'B'G'   el   A''B"G     est 
donc  une  quartique  passant  par  les  p»)int«î  A.    B.   G.  qui  sont 

II* 


(  58*  ) 

(les  points  de  rebroussenient  :  la  lan<;eiitc  de  rcbrousscmenl, 
en  chacun  de  ces  points,  est  la  médiane  du  triangle  y  aboutis- 
sant. 

Cas  du  triangle  équilatéral.  —  Alors  a  =  ^,  0  =  60°.  Le 
lieu  du  point  P  devient  alors 

(5)  a24-|32+ap  =  a(a-i-p). 

C'est  le  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC. 
Le  lieu  du  point  de  rencontre  des  droites  A'B'C  et  A"B"G" 
devient 

(6)  [(X  -4-  \Y-^  XY  —  a(  X  4-  Y)]2  =  /,  XY(X  +  Y  -  a)K 

,     C'est  riiypocycloïde  à  trois  rebroussements,  engendrée  par  un 

point  d'un  cercle  de  rayon  — ~  roulant  à  l'intérieur  du  cercle 

3/3 

de  ravon  — —  • 

^        v/3 

Questions  1411-1431. 
Démontrer  que  l'expression 

ir('_i^)%(_^)v...i 

/l  L  \  /l  H-  1  /  \.  /l  +  '2  /  j 

tend  vers -?  lorsque  n  augmente  indéfiniment. 

(  Cesaro.) 
solution 
Par  M.  François  Borletti,  de  Milan. 

Si  X  0,1  y  désignent  les  coordonnées  rectangulaires  et  si  l'on 
pose 

l'aire  comprise  entre  la  courbe  (i),  l'axe  positif  x  et  les  ordon- 
nées, qui  répondent  aux  abscisses  x  =  n  -^\  et  a;  =  00^  sera 


y  dx  — 
n  +1 


Si  p  est  un   nombre  positif,   l'ordonnée  y  de  la  courbe  (i) 


(  ■%*  ) 

prend  des  valeurs  toujours  j)lus  jxililes,  lorsque  l'ahseiss»;  x 
augmente;  par  conséquent,  la  sornintî  des  rectangles  ayant 
pour  base  commune  l'unité  et  pour  hauteur  la  dernière 
ordonnée  de  chaque  rectangle  que  nous  considérons  sera 

II  f 

-h...< 


en  ajoutant  , —  aux  deux  membres,  on  aura 

•'  (/iH-l)/^ 


I 


I  I 


< 


{n-\-\)P        (/)  — i)(/t  + 1)/'-» 


On  obtiendra  encore   que    la  somme  des  rectangles,  ayant 
pour  hauteur  la  première  ordonnée,  sera 

t  r  I 

+  ...> 


Par  conséquent,  on  a 


(aH-i)/^-' 

I         ,     /?  — I 


> 


Donc,  si  nous  multiplions  par  /iA'-*,  nous  obtiendrons 

(jrrr)    «/'-■)^<(^-rr)    ^(,7tt)     ^. 

en  désignant  par  S  la  suite  donnée. 
Si  dans  cette  expression  on  fait  n  =  x,  on  aura 

p  —  \ 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 


(  fi»*  ) 


Question  1517. 

On  donne  une  parabole  et  une  autre  conique,  et  l'on 
mène  les  quatre  tajif^entes  communes  qui  touchent  la  co- 
nique en  A,  A',  A",  A'".  Par  le  foyer  F  de  la  parabole,  on 
mène  un  cercle  touchant  la  conique  en  A  et  la  rencontrant 
en  B  e^  C,  etc.  Démontrer  que  les  quatre  droites  BC,  B'  G', .. . 
concourent  en  un  même  point.  (Weill.) 


SOLlTrON 

Par  M.  K.-N.  Barisien. 

La  question  est  beaucoup  plus  i;énérale  que  ne  l'indique  l'é- 
noncé. 

Nous  allons  démontrer  que  : 

Etant  données  une  parabole  et  une  conique,  une  tan- 
fcente  quelconque  rencontre  la  conique  aux  points  A  et  Aj. 
Par  ces  deuv  points  et  par  le  foyer  F  de  la  parabole  on 
fait  passer  un  cercle.  La  seconde  sécante  d'intersection  de 
ce  cercle  et  de  la  conique  passe  par  un  point  fixe. 

Soient 

(0  y'^^^ipx 

l'équation  de  la  parabole  et 

(  2  )  A  a^2  -f-  2  B  :r>^  -h  G  ^2  _^  ^  D  .r  -+-  2  Ey  -4-  F  =  o 

celle  de  la  conique. 

Une  tangente  à  la  parabole  de  coefficient  angulaire  m  a 
pour  équation 


(3) 


,r 


mx 


P 
■im 


L'équation  générale  d'une  conique  passant  par  le  point  d'in- 
tersection de  la  tangente  (3)  avec  la  conique  (2)  est 


i  X(A^2_,_  2B^7  + Gj24- 2D^  + 2Ej  4- F) 
I  A-{ux  -\-  V  y  —  I  )  {   y  —  m  x  —  -^ — 


{  6'*  ) 

dans  laquelle  le  facteur  (ux  -\-  vy  —  i)  représente  le   premier 
membre  de  l'équation  de  la  seconde  sécante  d'intersection. 

Exprimons  que  la  conique  (4)  est  un  cercle,  nous  avons  les 
deux  conditions 

(  5  )  mv  —  u  =  2  B  X , 

(6)  v-h  mu  =  l(X  —  C). 

Exprimons   aussi  que  la   conique  (4)  p'asse  par  le  foyer  F,  il 
vient 

(7)  X(A/?2-4-4D/>H- 4  F)m— />(?//?  —  9.  )('w'+i)=o. 

Les  équations  (5),  (6)  et  (7)  sont   du    premier   degré  en  u,  v 
et  X.  On  en  déduit 

(8)  X=-  o.p(m^+,) 


Cjj'-ni  H-  i  B  /;'-  -r-  ^D pm  -h  4  F //t 


.  _  — 9,/>[/n(A  —  C) — i\j\ 

^'^^  "  ~       m(Gy9^+4'D/?H-4F)H-2B/>2  ' 

—  'xp{'inm-+-  A  —  C) 


(10) 


m{Cp'-  +  4  D/>  4-  4  F)-f-  -2 B/>2 
Par  suite,  l'é  {uation  de  la  seconde  sécante  d'intersection 
ux  -t-  vy  —  1  =  0 


devient 


'2px[m{X  —  G)—  '2B]-h  2/>j[-2Bm  -f-  A  —  C] 

-h  m(Gy>2-H4D/>-T-4F)-4-2B/?2r=o. 


Or,  cette  équation  ne  contenant  que  m  au  premier  degré,  il 
en  résulte  que  la  seconde  sécante  d'intersection  passe  par  le 
point  donné  par  les  équations  des  deux  droites  rectangulaires 

(i3)  '2Bx—j{\  —  C)—Bp  =  o. 

C'est  aussi  par  ce  point  fixe  que  passent  les  sécantes  BG, 
B'G',  ...  de  l'énoncé,  lesquelles  correspondent  aux  tangentes 
de  la  parabole  qui  sont  en  même  temps  tangentes  à  la  conique 
donnée. 

Remarque.  —  Lorsque  la  parabole  donnée  varie  en  conser- 
vant le  même  axe  et  le  même  sommet,  on   trouve  pour  le  lieu 

lui* 


(  G-*-  ) 
du  point  fixe  une  conique  :  ce  dont  il  est  facile  de  s'assurer, 
en  éliminant/?  entre  les  équations  (12)  et  (i3). 


Question  1525. 


i^ 


On  donne  les  deux  denii-diarnètres  conjugués  OA,  OB 
d'une  ellipse.  Du  point  B  on  abaisse  une  perpendiculaire 
sur  OA  et  l'on  porte  sur  cette  droite  les  segments  BG  et  BD 
égaux  à  OA.  La  circonférence  COD  rencontre  aux  points 
P,  Q  la  parallèle  menée  du  point  B  à  OA. 

On  sait  que  OP,  OQ  donnent  les  directions  des  axes  de 
l'ellipse;  on  demande  de  démontrer  que  les  projections  de 
OP  et  de  OQ  sur  OC  {ou  sur  OD)  sont  égales  aux  demi- 
axes  de  r ellipse.  (Mannheim.) 

SOLUTION 

Par  M.  E.-N.  Barisien. 

Soit  cp  l'angle  d'anomalie  excentrique  au  point  B,  l'ellipse 
étant  rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes.  Supposons  le  point  P 
sur  le  grand  axe  de  l'ellipse,  et  le  point  Q  sur  le  petit  axe.  On 
sait  que 

(I)  0P  =  -^^,         0Q=-^, 

^  '  coso  sincp 

0B"=  rt2cos2(p  H-  62sin2cp, 

BG  =  OA  =  a2sin2cp -h  62cos2cp. 

On  sait  aussi  que  le  lieu  des  excentricités  G  et  D  se  compose 
des  deux  cercles  de  rayons  respectifs  {a  —  6)  et  (a  -h  &).  Ainsi 

OC  =  a  —  b,       S>Y)  =  a-^b. 

Je  dis  maintenant  que  les  droites  OG  et  OD  sont  également 
inclinées  sur  le  grand  axe  de  l'angle  excentrique  cp. 

En   effet,  si  a  désigne  l'angle  de  la  normale  en  B  avec  OP, 

on  a 

a  sino 

tanga  =  ? '-  • 

°  b coso 

D'où 

b  coscp  b  coso 

(-2)  COSa  =    -7=- rz=:    =        ^t    '   • 

/a2sin2c5 -|-6'^cos2cp  ^^ 


(  'i'i-  ) 

Projetons  le  triangle  DOB  sur  OP,  il  vient 

OD  cos  DOP  =  a  coso  -4-  BD  cosa  =  a  coso  ■+■  OA  cosa. 
Donc,  d'après  ('2), 

(a  -f-  6)  cos  DOP  =  a  coso  ~  b  coso. 
On  a  bien,  par  conséquent, 


DOP  =  o. 


On  trouverait  de  même 


GOP  =  cp. 

Si  nous  projetons  P  et  Q  et  P'  et  Q'  sur  OC,  on  a 

OP'=OPcoscp, 
OQ'=OQsincp. 

Donc,  d'après  la  relation  (i), 

OP'=a, 
0Q'=6. 

Si  P  et  Q  se  projettent  sur  OD  en  P*  et  Q",  on  a  évidem- 
ment 

OP"=OP'  =  a, 

OQ"=OQ'=«, 
puisque  la  droite  OP  est  bissectrice  de  l'angle  COD. 


(  t>4*  ) 
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